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Chapitre 1

Introduction a la géométrie
Riemannienne

1.1 Meétrique Riemannienne sur une variété.

Définition 1.1.1. Une métrique Riemannienne g sur une variété M est une application,
g:D(TM)xT(TM) — C*(M),
C®(M)-bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive.

Remarques 1.1.1. Soit g une métrique Riemannienne sur M. Pour tout VW € T'(TM),
on a :

1. = g(V,W)=g(W,V). (symétrique)
- g(V,;V)=0=V =0. (non dégénérée)
- g(V,V) >0. (définie positive)

2. g € I(TM*) @ T(T M)

Si (U, p) est une carte sur M, alors
k
g= Z gi;dx' @ da’ (1.1)
ij=1

ot g;; sont des fonctions différentiables sur U appellé composantes du tenseur métrique
relativement d la carte (U, p) .

Localement, si V =V'0; et W = W79, on a
g(V,W) = gijvin

3. Pour tout x € M on a
e ToM X T, M — R
est une forme bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive, ou T, M désigne
[’espace tangent en x.
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1.1 Métrique Riemannienne sur une variété. )

Définition 1.1.2. Une variété Riemannienne est un couple (M,g), ot M est une variété
différentiable et g une métrique Riemannienne sur le fibré tangent (T M, 7, M).

Exemple 1.1.1. L’espace R™ muni du produit scalaire standard

00V = (V1,0 V), W= (W1, ..., Wy), € T,R™ et x € R".
Exemple 1.1.2. Dans la boule

D" ={z e R"|[lz]| <1},
on considére le tenseur gy défini par

4

gH(U,w) — Wgo(?_%w), ’U,w G TmRn,LL' E ]D)’I’L .

gu est appelée la métrique hyperbolique sur D™.

Exemple 1.1.3. Soit M une sous-variété différentiable de R™. Pour toutx € M, on a T, M C
T,R™. En posant
g(v,w) = go(v,w) v,w e T, M.

on obtient la métrique Riemannienne induite par gy sur M.

Remarque 1.1.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n, (U, @) et (V)
deuz cartes sur M, . Si g;; (resp grn) désignent les composantes de g relativement a la carte
(U, ) (resp (V,) ), alors pour tout x € o(UNV), le changement de coordonnées est donné
par

y=y(z)=(y",...y") =voyp '(z)

_ N WOy
k=1
0U (525, ey 50 ) €l (8y1 ) By 9_) désignent les bases de champs de vecteurs associés respec-

tivement aux cartes (U, @) e ( ). pour la prewve, remarquons que pour tout i =1, .

0 Oy 0

1.1.1 Image inverse d’une métrique

Définition 1.1.3. Soient (N, h) une variété Riemannienne, de dimension n, M une variété
différentiable, de dimension m, et f: M — N une immersion . Alors

F*h i T(TM) x T(TM) — C®(M)
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1.1 Métrique Riemannienne sur une variété. 6

définie pour tout X, Y € I'(TM) et x € M par

est une métrique sur M, appelée métrique inverse

Ezxpression locale de la métrique inverse f*h

Soient (U, p) une carte de M de base locale associée (5, ..., 52) et (V1) une carte de
N de base locale associée (ail? s ain), alors
Y Y
0 0
B = fh(e, -
(F7h)i / (8:1:2 8x9>

= W) df ()

" ofeoff 9 0
Oxt O’ h(aya7 8yﬁ) °f

a,f=1

"L Of*9f8
L o £). (1.2)

a,B=1

Définition 1.1.4. Etant donnée une métrique Riemannienne g sur une variété M, on définit
la norme |V||, d’un champ de vecteur V € I'(T'M) par

Vg =+vg(V,V) (1.3)
Localement, si V = V'0; alors,
V15 = giV'V?

Proposition 1.1.1. Soit g une métrique Riemannienne sur M . L’application,

t:0N(TM*) — T(TM)
w —  fw

définie par
g(fw, V) = w(V), (1.4)
pour tout V€ I'(T'M), est un isomorphisme C*°(M)-linéaire.

Lemme 1.1.1. Soit g une métrique Riemannienne sur M. Pour tout x € M la métrique g
induit un isomorphisme linéaire entre T, M* et T, M

t. :T,M* — T,M
w —  fw
définit par,
9o (fow, v) = w(v)
pour tout v € T, M.
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1.2 Connexion linéaire. 7

Remarque 1.1.2. Localement, si w = w;dz’ et g = g;jda’ @ da?, alors
fw = Wigijaj

ot (g¥) désigne la matrice inverse de (g;;).

1.2 Connexion linéaire.
Définition 1.2.1. Une connexion linéaire sur une variété M est une application

V:INTM)xI'(T'M) — I'(TM)
(X,V) +— VxV
veriftant :
1. Vx(V+W)=VxV +VxW
2. Vx(fV) = X(/)V + fVxV
3. VxipyV =VxV+ fVyV,
pour tout V,\W, XY € I(TM) et f € C(M).

Définition 1.2.2. Soient V une connexion sur une variété M de dimension n et (0, ...,0,)
(resp (dz?, ..., dz™)) une base locale de section de T'(TM) (resp T(T*M)). On défini les coef-
ficients de Christoffel par

Il = da*(V5,0;) (1.5)

Définition 1.2.3. Une section V € I'(T'M) est dite paralléle par rapport a la connezion V si
VxV =0

pour tout X € I'(T'M).

Définition 1.2.4. Soit g une métrique Riemannienne sur M, On dit que la métrique g est
compatible avec la connexion V (ou paralléle), si

Vg=0 (1.6)

| (Vxg)(V, W) = 0

ou

X(g(V,W)) = g(VxV, W) + g(V, VxW) (1.7)
pour tout X, V,W € T'(TM).
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1.2 Connexion linéaire. 8

1.2.1 Tenseur de torsion.

Définition 1.2.5. Soient M une variété différentiable et V une connexion linéaire sur M. Le
tenseur de torsion associé a V est une application vectorielle C°(M)-bilinéaire définie par

T :T(TM) x T(TM) — T(TM)
(X,Y) — T(X,Y)=VxY —VyX —[X,Y]

pour tout X, Y € I'(T'M).

La connexion V est dite sans torsion si T = 0.

Remarques 1.2.1.
1. T est un champ de tenseur de type (1,2)
2. T(X,Y)=-T(,X) pour tout X,Y € I'(TM) (T est antisymétrique )

3. La connezion V est sans torsion ssi pour tout XY € I'(TM) on a :
(X,Y]=VxY —VyX
4. Pour tout x € M, le tenseur de torsion T induit une application bilinéaire vectoriel

T, T,.MxT,M — T,M
(an) = Tx(vvw) = (VXY)Q? - (VYX>Q? - [X7 Y]x

ou X, Y € (TM), telque X, = v et Y, = w (indépendament du choiz de X etY ).

Théoréme 1.2.1. (fondamentale).

Soit V une connezion linéaire sur M. St p € M tel que T, = 0, alors il existe une carte
(U,x', ..., 2") telle que pour tout 1,5,k =1,....,n, ona

I't(p) =0 (1.8)

1.2.2 Connexion de Levi-Civita.

Théoréme 1.2.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne, application
V :I(TM) x T(TM) — T(TM),
définie par la formule de Kozul,

29(VxY, Z) = X(g(V,2))+Y(9(Z, X)) = Z(9(X,Y)) (1.9)
—i—g(Z,[X,YD—i—g(Y,[Z,X])—g(X,[Y,Z]),

est une connexion linéaire sur M, appelée connexion de Levi-Civita.

Preuve : Pour tout X,Y,Z € I'(TM) et f € C*°(M) on a,
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1.2 Connexion linéaire.

29(VyxY,2Z) = [fX(g(Y,2))+Y(9(Z [X)) = Z(g(fX.Y)) +9(Z [fX.Y])
+9(Y, [Z, fX]) — g(f X, [V, Z])
= [X(Y,2)+Y(f)g(Z X)+ fY(9(Z, X)) = Z([)g(X.Y)
—fZ(g(X,Y)) =Y (f)g(Z, X)+ f9(Z,[X,Y])
+Z2(f)g(Y, X) + f9(Y,[Z,X]) = fg(X,[Y, Z])
= [X(Y,2)+ fY(9(Z, X)) = fZ2(9(X.Y)) + fg(Z,[X,Y])
+f9(Y,[Z, X]) = fo(X,[Y, Z])
= 2fg(VxY,Z)
= 29(fVxY,Z),
et comme g est non dégénérée on a , VixY = fVxY
2.
2(VxswV.2) = (X +W)(g(Y,2)) +Y(g(Z, X +W)) = Z(g(X +W.Y))
F9(Z,[X + W.Y)) + g(Y.[Z, X +W]) = g(X + W, [V, Z])

+9(Y 12, X]) -
—Z(g(W,Y)) +

9(X,

2g(VXY + VWY Z)

d’ou 5 VX+WY = ny + VWY .

X(g(Y,2))+Y(9(Z, X)) -

9(Z, W,
2g(VXY Z)+29(VwY,

Z(9(X,Y)) +9(Z, [X,Y])
Y, Z]) + W(g(Y, 2)) + Y(9(Z, W)
Y]) +9(; 12, W]) = g(W. [V, Z))
Z)

3.
20(VxfY,Z) = X(g(fY,2))+ [Y(9(Z, X)) - Z(g9(X, fY)) + 9(Z,[X, fY])

+9(fY,[Z,X]) — 9(X, [fY, Z])

= X(Ng(Y,Z)+ fX(g(Y,Z)) + fY(9(Z, X)) = Z(f)9(X,Y)
—fZ(g(X,Y))+ X(f)g(Z,Y) + f9(Z,[X,Y]) + fo(Y,[Z, X])
+Z(f) (X,Y) = f9(X,[Y, Z])

= 2X(N)g(Y,2) + fX(9(Y,2)) + fY(9(Z, X)) — fZ(9(X,Y))
+fg(Z[ Y])+ f9(Y,1Z, X]) — f9(X,[Y, Z])

= 2X(f)g(Y,2) +2fg9(VxY, Z)

= 29( (N)Y + fVxY, Z),

dott VyfY = X(f)Y + fVxY .

4. De méme maniére on obtient , Vx (Y + Z)
linéaire sur M.
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1.2 Connexion linéaire. 10

Théoréme 1.2.3. ( Théoreme fondamental de la géométrie Riemannienne ) Si (M,g) est
une variété Riemannienne, alors la connexion de Levi-Civita est 'unique connexion linéaire
sans torsion et compatible avec g.

Preuve : On a
g(vXY7 Z) - g(VYXa Z) - %{Q(Za [X’ Y]) - g(Z, [Y7X])}
= 9(Z,[X,Y]),

d’ou la connexion de Levi-Civita est sans torsion. Et,

o(VxY, 2) 4 g(VxZY) = SIX(o(Y, 2)) + X(o(Z,Y))
= X((v.2)),

cela prouve que la connexion de Levi-Civita est compatible avec la métrique g sur M. Comme
g est non dégénérée, cette relation (1.9) détermine complétement la connexion V, ce qui donne
I'unicité. [
Exemple 1.2.1. Une connexion linéaire V sur M est une connexion linéaire sur le fibré
tangent (T M, m, M).

Dans un systéme de coordonnées (z%) sur M, V est complétement définie par les symboles
de Christoffel I'}; définis par :

o .0
Vit ow =gt
En effet, si X = X'.% et Y = Y72 alors
0 0
VY = X(7=Y 4+ TLYY
X (G ? 1Y )5

Proposition 1.2.1. Soient (M™,g) une variété Riemannienne, de dimension m et V la
connezion de Levi-Ciita. Si (U, ) est une carte sur M avec les champs de bases %, ey Mim
associés, alors les coefficients de Christoffel Ffj sont donnés par

m

Ffj _* Z kl{agjl agz{ agij} ’

= ort  Oxi  Ox

E 1 893‘1 g _ agij}

e =- : -
I3 = 9V T 9ad  Dal
0w, g;; sont les coordonneés de g relativement a la carte (U, p).

Preuve : Comme [0;,0;] = 0 pour tout 7,5 = 1,...,m, ot 0; = % pour tout i = 1,...,m
on a,

m

29(V,0;,0) = QZg I'5.05,0)

= 2 Z Ffjgsl
=1

— 9(9(0,,00)) + 3,(9(00, ) — A9(01,,))
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1.2 Connexion linéaire. 11

donc, -
> 590 = %{@'Qﬂ + 0591 — 01955}
s=1
d’ou, -
Z Pfjgslglk = %glk{aigjl +0;q1 — 019i5},
s=1
et,

m 1 m
> Thgag™ = 5 D 6™ {0y + 001 — 09y}
=1

s, =1

et comme (g¥) est la matrice inverse de (g;;) on a > ;- gug™ = ks, 011 di5 est le symbole de

Kronecker, d’ou
m

1 g, dg; 09;;
F/?‘:§ngz{ g]l+ g{_ gj}'

" — ozt Oz Ozt

Exemple 1.2.2. On considére la paramétrisation de la sphére S™ = {u € R"™||ju]| = 1}
et soit la projection stéréographique, 1) : R™ — R"™! donnée par
22! 22" lz]|* =1

[+ 17 ] + 17 ]+ 1

Y(z) = ( ) ,xeR".

Les composantes du tenseur métrique relativement a i sont

4 51']‘
(1) = ———= ,r eR".
N N R
Pour la preuve, en utilisant la formule 2.11.
Les symboles de Christoffel sont,
—2z°

() = T (@) = Tig(a) = ~T (@) ,

T e

Ffj(:v) =0 ,pour i,jetk=1.n distincts.

pour la preuve en utilisant la proposition 1.2.1.

Théoréme 1.2.4. (fondamental).

Soient (M, g) une variété Riemannienne et p € M, alors il existe une carte (U, zt, ..., z")
telle que

9(0:,0;)(p) = by (1.11)

pour tout 1,5,k =1,....n,
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1.3 Courbures. 12

1.3 Courbures.

1.3.1 Tenseur de courbure.

Définition 1.3.1. Soit M une variété muni d’ une connexion linéaire V. On définit le tenseur
de courbure, R : T'(TM) x I'(TM) x I'(TM) — I'(T'M), associé a V, par :

R(X,)Y)V =VxVyV = VyVxV = VixyV
pour tout X,Y,V € I'(TM) .

Propriétés 1.3.1.

1. La courbure R est C*°(M)-3 linéaire

2. R(X,Y)V =—=R(Y,X)V pour tout X,Y e '(TM) et V € I'(TM) ( antisymétrie )
Définition 1.3.2. Sur une variété Riemannienne (M, g), le tenseur de courbure de la connexion

de Levi-Civita est appelé tenseur de courbure Riemannienne.
Le tenseur de courbure Riemannienne s’exprime en fonction des coefficients de Christoffel :

R(0;,0;)0 = ZRZ@

ot, (0;)i=1.n est une base locale de champs de vecteurs sur M.

Proposition 1.3.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de courbure Rieman-
nienne R a les propriétés suivantes :

1. R est un champ de tenseurs de type (3,1).
2. g(RX,Y)Z, W) = —g(R(X, Y)W, Z).

3. g(R(X,Y)Z, W) =g(R(Z,W)X,Y).

4. R vérifie l'identité de Bianchi algébrique

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.

N

R vérifie lidentité de Bianchi différentielle
(VxR)(Y,Z)+ (VyR)(Z,X)+ (VzR)(X,Y) = 0.

VX,Y,Z,W € T(TM)
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1.3.2 Courbure sectionnelle

Définition 1.3.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension n > 2 et P un
2-plan de T, M de base {X,Y}. On appelle courbure sectionnelle en z de P

 GRIXYY.X)
KalP) = R X9V, Y) — g (X V)2

Remarquons que dans la définition précédente, on peut remplacer X par AX pour X #0 et Y
parY — g(X,Y)X. On peut donc supposer que {X,Y} est une base orthonormale. Dans ce
cas

K.(P) = g(R(X, Y)Y, X)

On vérifie que K,(P) ne dépend pas de la base orthonormée de P : En effet, si {Z,T} est
une autre base orthonormale, il existe a,b € R, tels que a®> +b*> = 1 avec

Z—aX+bY , T=—bX+aY.
Une simple vérification montre que g(R(X, Y)Y, X) = g(R(Z,T)T, Z).

Définition 1.3.4. Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n. On dit que M est
une variété a courbure constante s’il existe une constante k € R telle que pour tout x € M et
tout 2-plan P de T, M, on a

K. (P)=k.

Remarques 1.3.1. (Résultats algébriques)

Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n, v € M, (%)izlnn une base de
T.M et (€;)i=1.n base orthonormée de T, M. Soient
A:T,M — T,M,
B:T,.M —T:M,

des applications linéaire et
C:T,MxT,M — R,

une application bilinéaire, on pose
B1:T,M — T,M
u = tB(u)

Cl:T,M — T'M

v = C(u,.)
C2:T,M — T,M

u = $C1(u)

= 1C(u,.)

On a:
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o trace A = Z?:l e'(Ale;)) = Z?zl g(A(es), i)

=2 de'(Algr) = 220 97 (Al

8xi>’ %)

o trace B = trace Bl = 1" | Ble;)(e;) = > 7, g"jB(a‘zl

o trace C = trace C1 = trace C2 = Y7 Clei,e) = 2.1 §7C(3%, 55)

ou dz' (resp €') désigne le dual de 2 (resp e;).

1.3.3 Courbure de Ricci

Définition 1.3.5. La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (M™,
m est un tenseur de type (0,2) défini par

g) de dimension

Ric(X,)Y) = traceR(* X)Y
- Zg 617 Yei)a

pour tout X, Y € I'(TM), ou (e;) est une base orthonormée locale sur M, et

R(x, X)Y : (TM) — T(TM)
Z — R(Z,X)Y

On pose :

Ric:T(TM) xT(TM) — R
(X,Y) — Ric(X,Y)

La courbure de Ricci, Ric est forme bilinéaire symétrique, en effet

Ric(X,Y) = Zg (es, X)Y, &)
— Zg Yez 617 )
= Zg 62, X,ei)

= ch(Y, X)
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Relativement a la base(%)izl,,m, les composantes du tenseur de Ricci sont donnés par

Ricij = RZC(—

gklRZz‘jgls
= O R

kij
k
= Rkij

Définition 1.3.6. Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (M™, g), est un tenseur
de type(1,1), défini par

Ricci(X) = Z R(X,e;)e;
i=1
pour tout X € I'(T M), ou (€;)i=1..m est une base orthonormée locale sur M.
Remarque 1.3.1. Soit (M™,g) une variété Riemannienne, de dimension m. Pour tout
X, Y e (TM) on a
Ric(X,Y) = g(Ricci(X),Y)

1.3.4 Courbure scalaire

Définition 1.3.7. On appelle courbure scalaire d’une variété Riemannienne (M™, g) la fonc-

tion définie sur M par

S = trace,Ric = Z g(R(e;,ej)e;,e;)

ij=1
ot (€;)i=1.m une base orthonormée locale sur M.

Proposition 1.3.2. Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante
k si et seulement si le tenseur de courbure vérifie I’équation :

pour tout X,Y et Z € I(T'M).

Corollaire 1.3.1. Si (M™, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante
k, alors pour tout X, Y € T'(TM) on a

1. Ricci(X) = (m —1)kX,

2. Ric(X,Y)=(m—1)kg(X,Y),

3. S=m(m-1)k .
Exemple 1.3.1. L’espace euclidien R™ muni du repére canonique 0; = %, du produit scalaire
euclidien g = g;;dv; ® dz;, ot g;; = 0;;. On vérifie immédiatement que Ff”j =0, Réjk =0 donc
R = 0. En particulier, la courbure sectionnelle de (R", go) est nulle.
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1.4 Opérateurs sur une variété Riemannienne

1.4.1 L’opérateur gradient

Définition 1.4.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit 'opérateur gradient par

grad : C*(M) — T'(TM)
[ o— grad f =1df

ou df est la différentielle de la fonction f.

Proposition 1.4.1. ( Ezpression du gradient en coordonneés locales ). Soit (M, g) une variété
Riemannienne de dimension m, (U,p) une carte sur M avec les champs de base associée
0 9 alors pour tout f € C®(M) on a

Ozl " §gm

T Of
(grad flv = g” 81{2@ (1.12)

ij=1

Preuve : On applique directement la définition de I'application § (voir proposition 1.2.1),
et la définition de la différentielle la fonction f € C°(M) relativement a la carte (U, ¢) sur

M, on a
df = ;:1 D dx

= 3 ) s

P
9 0 Oz

3,j=1

ou dxt, ..., dz™ est la base duale. "

De la Proposition 1.4.1, on déduit

Proposition 1.4.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout champ de vecteur
X € I'(TM) et toute fonction f € C°(M) ,on a

df (X) = X(f) = g(grad f, X) (1.13)

Propriétés 1.4.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne , pour tout f,h € C*°(M) on a
1. grad(f 4+ h) = grad f + gradh
2. grad(fh) = hgrad f + f gradh
3. (grad f)(h) = (grad h)(f)
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Preuve : Soit f,h € C*(M) , pour tout X € I'(T'M) on a :
1).
g(grad(f +h),X) = X(f+h)
= X(f)+X(h)
= g(gradf,X) + g(gradh, X)
= g(gradf + gradh, X),

2).
g(grad(fh),X) = X(fh)
= hX(f)+ fX(h)
= hg(gradf, X )+ fg(gradh, X)
= g(hgrad f + fgradh, X),
3).

(grad f)(h) = g(gradh,grad f)
g(grad f, grad h)
= (gradh)(f)

1.4.2 L’opérateurs divergence

a)- Divergence d’un champ de vecteurs

Soit X € I'(T'M) un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne (M, g), on a

VX :T(TM) — T(TM) (1.14)
Z — VZX

est une application C*°(M) linéaire (VX est un tenseur de type (1,1)).
six € M, alors

(VX), : LM — T,M (1.15)
v — (V,X),

est une application linéaire d’espace vectoriel.

Définition 1.4.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’un champ de vec-
teurs X € T'(TM), notée divX est une fonction sur M définie par

divX =try(VX)
pour tout x € M, on a

(divX)(z) = trg((VX).)
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En coordoonée locale (voir la Remarque 1.3.1), on a
divX = dz'(V_o X)
ox?
0
= gjg(vailX,%>
Si (e;) est une base orthonormée locale sur M on a
div X = Z g(veiXa ei)
i=1
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b)- Divergence d’une forme differentielle

Soit w € I'(T*M) une 1-forme sur une variété Riemannienne (M, g), on a

Vw:T(TM) — I(T*M) (1.16)

Z|—>Vzw

est une application C*°(M) linéaire ( Vw est un tenseur de type (0,2)).
six € M, alors

(Vw), : T,M — TiM (1.17)

v o— (Vw),
est une application linéaire d’espaces vectoriels.

Définition 1.4.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’une 1-forme w €
[(T*M), notée div(w) est une fonction sur M définie par

div(w) = try(Vw)

pour tout x € M, on a

(div(w))(z) = try((Vw).)

De la Remarque 1.3.1, on obtient localement

divw = Z(Veiw)(ei)
i=1
G %)
_ ij v

Cas d’un tenseur de type (0,p) Si T est champ de tenseur de type (0,r), on défini sa
divergence par :

(divT) (X1, oy Xp) = try(Z — (VT) (X1, ... X,)) .

c)- Expression locale de la divergence

Proposition 1.4.3. . Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, pour tout
X € I'(TM) on a localement

ot X = Xi%.
Ui
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Preuve : Localement, on

X=X e Vo2 =Tk%

d’ou,

divX =

o)
Oz’ 57 Od

m

> dwi(V o X)
i1 ozt
m , 0
v J
Zdaz (V. X/ o)
3,7=1
). €A 0
¢ _ 4 Xk —
"L 0X? -
IT.

Propriétés 1.4.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tous X,Y € I'(TM) et f €

C®(M) on a
1. div(X +Y)=divX +divY
2. div(f X) = fdivX + X(f)

Preuve : On applique directement la définition du divergence, soit (e;) une base ortho-

normée locale sur M, on a

1)

div(X +Y)

div(fX) =

Pr Mustapha Djaa

= Zg(vez‘(X + Y)? ei)

=1

= Z g(veiX, 61') + Z g(veiyv ei)
i=1 i=1

divX +divY,

L

@
I
—

g(veifXa ei)

glei(f)X + fVe, X, e)

NE

1

.
I

e(g(X,e) + 3 Fg(VeX,e:)

i=1

NE

~<
A~~~ =

)+ fdivX
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Lemme 1.4.1. Sur une variété Riemannienne (M, g). Relativement a une carte locale (U, x'),

on a
8(2' (1/det(gij)) = 1/ det(gi; ZF (1.18)

Proposition 1.4.4. ( Deuzié¢me expression de la divergence en coordonnées locales ).
Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout X € I'(TM) on a

div X = ;i( det(gi;) X ™)

\/det(gi;) O

Preuve : D’aprés la proposition de premiére expression de la divergence en coordonneés
locales nous avons,

ox’
=1 ]=1 =1
_ J i
ot XD T
i=1 j=1 i=1

en utilisant le Lemme 1.4.1, avec G = (g,;), alors un calcul direct donne,

divX = detG\/detGZa—+ZXJ\/detGZF

8

= (Vdet G
detG ‘ Z

N Vdet G ;

en utilisant la convention d’Einstein on a

s,
Ry
o E X! — a% det Q)

T

(Vdet G X")

. 1 7
div(X) = \/W(’?xz(v det GX")

><

1.4.3 La Hessienne d’une fonction

Définition 1.4.4. Soient (M, g) une variété Riemannienne et f € C°(M). La Hessienne de
la fonction f noté Hess(f), est une application C*°(M)-bilinéaire, définie par :

Hess(f) :T(TM) x T'(TM) — C*(M)
(X,Y) — g(Vxgrad(f),Y)

Proposition 1.4.5. Soient (M, g) une variété Riemannienne et f € C*°(M). La Hessienne
Hess(f), est une application symetrique.
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Preuve : En tenant compte que le tenseur de torsion associé a la métrique g est nul, on
obtient :

Hess(f)(X,Y) = g(Vxgrad(f),Y)
= X(g(grad(f),Y)) — g(grad(f),VxY)
= X(Y(f) - VxY(f)
(X, Y]+ Y(X(f) = Vx Y(f)
Y(X(f)) — Vy X(f)
Y(g(grad(f), X)) — g(grad(f), Vy X)

9(Vy grad(f), X)
= Hess(f)(Y,X).

1.4.4 L’opérateur Laplacien

Définition 1.4.5. Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit l'opérateur Laplacien
noté A\, sur M par

N:C®(M) — C™(M)
[ — A(f) =div(grad f) = tracey(Hess(f))

appelé aussi opérateur de Laplace-Beltrama.

Propriétés 1.4.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f,h € C°(M) on a
1 A(f+h)=Af)+ A(R)
2. A(fh) = hA(f) + fA(R) +2g9(grad f, gradh)

Preuve : Soit f,h € C*°(M), en utilisant les propriétés des opérateurs grad et div et le
fait que X (f) = g(grad(f), X), on obtient

1.
AN(f+h) = div(grad(f +h))
= div(grad f + gradh)
= div(grad f) + div(grad h)
= A(f)+Ah),
2.

A(fh) = div(grad(f 1)

div(f gradh + h grad f)

= div(f gradh)+ div(h grad f)

fdiv(gradh) + (grad h)(f) + hdiv(grad f) + (grad f)(h)
= fA(h)+ hA(f)+2g(grad f,gradh) .
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Proposition 1.4.6. ( Premiére expression du Laplacien en coordonnées locales ). Soit (M, g)
une variété Riemannienne, pour tout f € C*(M) on a
*f r Of

A(f) :gij(agjia% —Fz‘jaxk) (1.19)

Preuve : Soit f € C*(M), alors
A(f) = div(gradf)
i 0
= 9"9(V o gradf, =)

o, 0 0
— gw<a -g(gr adf, ) —g(grad f,V az%)>
0 ,0f 0
=g <8xl(8 5) — FUg(gmdf,@))

= v — k
g <8:c"8:z:j L oxk )

]
Exemple 1.4.1. Soit R™ muni du produit scalaire standard go, (gi; = 0i;), alors pour tous
fonction différentiable f sur R™ et X = (X', ..., X™) un champ de vecteurs sur R™ on a

1.

m

grad f = Z 8:1:1
o o
Oxl’ 7 Oam
2.
divX = Y 8X.l
— ozt
oxX?t oxm
~ Oa! et Ox™
3.

lO

’L

1.4.5 Formule de Bochner

Proposition 1.4.7. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si f : M — R est une fonction
de classe C°(M), alors f verifie la formule suivante (dite formule de Bochner) :

%Algmd(fﬂ2 = |Hess(f)* + g(grad(f), grad(Af)) + Ric(grad(f), grad(f)) — (1.20)

ot [Hess(f)I? = Y., 9(Ve,grad(f), Ve, grad(f)) relativement une base locale orthonormale
(61,...,€m).
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Preuve : Soient x € M et (ey, ..., €,,) une base locale orthonormale de champs de vecteurs
telque (Ve,ej), =0, 1<4,j <m. En développant le calcul en z, on trouve :

%A|gmd(f)|2 = %Z€i(€i9(gmd(f)>97"@d(f)))

= Y eg(Vegrad(f). grad(f))

i

= Z ei(Hess(f)(ei, grad(f)))

i

= Z e;(Hess(f)(grad(f),e;))

i

— 3 o Fmatgrad(f). )

i

= Z (g(veivgrad(f)grad(f)a ez)) + g(vgrad(f)grad(f)7 veiei)))

%

= > 0(VeVaraaingrad(f), e;))

7

= > {g(R(ei, grad(f))grad(f),e:) + g(V graa(s) Ve, grad(f), e;)

+9(Viesgraa(njgrad(f), ei)} (1.21)
On a :

> 9(R(ei grad(f))grad(f),e;) = Ric(grad(f), grad(f)). (1.22)

lZ {9(Varaat Veigrad(f).e)) = 37 grad(f)(g(Vegrad(f).e)
| - > 9(Veugrad(f), Vgraaisse:) |
= Y grad(f)(g(Vegrad(f),e;))
=Y 9(Vegrad(f). () Vo) }

= Y grad(f)(g(Ve,grad(f),e;)) — 0

= grad(f)trace,Hess(f).

= grad(f)(A(f))
= glgrad(f), gradA(f)). (1.23)
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> IViewgraaipigrad(f),ei) = 3 Hess(f)(les, grad(f)], )
| ~ Z Hess(f)(Ve,grad(f) = Vgrad(s)€ir €)
= D Hess(f)(Vegrad(f), ei) = > Hess(f)(Voraaipeis )
= D Hess(f)(Vegrad(f),e) — 0

= Y 9(Vegrad(f), Ve,grad(f)). (1.24)

Enfin, en substituant les formules (1.22),(1.23) et (1.24) dans (1.21), on obtient la formule
(1.20). ]

1.4.6 Théoréme de divergence

Définition 1.4.6. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. On appelle mesure
de volume Riemannienne, notée v™ ou v9, la mesure définie localement dans un repére par

oM =\ [det(gi;) dxt A ... A da"

Exemples 1.4.1. On considére la variété R* muni des coordonnées cartésiennes (x,y) on a

9o = dan +dy2a

09 =\ /det(g;;) de N dy = dz N dy

On Considére la sphére S muni de la métrique

et,

g = df* + sin*0 dy®

v? = \/det(gi;)dO N dp = |sin 6| dO A dyp

Proposition 1.4.8. (Théoréme de divergence [7]). Soit D un domaine compact & bord dans
une variété Riemannienne (M, g). Soit w I1-forme et X un champ de vecteurs, définies sur
un voisinage inclue dans D. Alors

/D(divw)vM:/aDw(n)vaD et /D(dz’vX)vM:/aDg(X,n)vaD,

ot 0D est le bord de D et w =n(x) est le vecteur unitaire normale ¢ 0D.

alors,

Corollaire 1.4.1. Pour tout w une 1-forme et X un champ de vecteurs a supports compact
dans un domaine D, alors

/(divw)vM:O et /(d’ivX)vM:O
D D
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1.5 Meétrique conforme

Définition 1.5.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. Deux métriques g
et g sur M, sont dit conforme s’il existe une fonction positive non nulle f € C*°(M) telle que

g=1rg (1.25)
i.e
9(X)Y) = fg(X,Y)
pour tout X, Y € I(TM). f est appelé fonction de dilatation.

1.5.1 Connexion de Levi-Civita d’une métrique conforme

Proposition 1.5.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et g = f.g une
métrique conforme. Alors, pour tout X,Y € I'(T'M), nous avons :

X(f),,  Y(f)y 9XY)
2f Y + of X — of g

ou V , V désignent les connezions de Levi-Civita associeés a g et g respectivements.

ViV = VY + rad(f), (1.26)

Preuve : Soient X,Y,Z € I'(T'M). En utilisant la formule de Kozul , on obtient

2§<6XY7Z) = X(ﬁ(}/az))—i_y(g(Z?X))_Z(g(va))+§(Z7[X7Y])+§(Y7[Z=X])_§<X7[Y7Z])
= X(fg(Y7Z))+Y(fg(ZaX))_Z(fg(Xay))+fg<Za[X7Y]>+fg(K[Z>X])
_fg(X7[KZ])
= HXWY.2)+Y(9(Z, X)) - Z(9(X,Y)) + 9(Z,[X,Y]) + g(Y,[Z, X]) — g(X, [V, Z])}
+X(fg(Y, Z)+Y(f)g(Z,X) — Z(f)9(X.,Y)
= 2fg(VxY,2) + X(f)g(Y, Z) + Y (f)g9(Z, X) = Z(f)g(X,Y)
= 2£o(Vxv.2) + 2605 Y. 2) - 2191 X. 2) - (X Vgradt ). 2)
_ X(f) Y (f) 9(X,Y)
= 2f{g(VxY,Z) + Q(TY, Z)+ Q(TX, Z) - Q(Tgmd(f), Z)}
X(f),, Y, 9XY)
TR T

= 25(VxY + grad(f), Z)

Corollaire 1.5.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et § = e*7g une
métrique conforme a g. Alors, pour tout X,Y € I'(T'M), nous avons :

VY = VyY + X(7)Y + Y()X — g(X,Y)grad(y) (1.27)
ou V , v désignent les connezions de Levi-Civita associeés a g et g respectivement.

Dans toute la suite, on considére le cas de la métrique conforme ou la fonction de dilata-
tion est de la forme f = e*
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1.5.2 Tenseur de courbure d’une métrique conforme

Proposition 1.5.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne et g = e*'g une déformation

conforme de la métrique g. Alors, pour tout X,Y,Z € T'(TM)on a :

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+ (VyZ)(1)X = (VxZ)()Y + X(Z(7))Y
Y(Z(v)X +Y(1)Z(7)X = X(MZ(Y + 9(X, Z)[Vygrad(v)
+Igmd( )Y = g(Y, Z)[Vxgrad(y) + |grad(y)[*X]
+ [X(Mg(Y, Z) = Y (7)9(X, Z)|grad(y)

Y

ou R et R désignent les tenseurs de courbures associés a g et g respectivement.

Preuve :
Par définition du tenseur de courbure, nous avons :

R(X,Y)Z =VxVyZ -~ VyVxZ -~ VixyZ.

Du Corollaire 1.5.1, on obtient :

VxVyZ =Vx(VvZ+Y(V)Z + Z(1)Y —g(Y, Z)grad())
=VxVyZ + X(7)VyZ + (VyZ)(7)X — g(X, Vy Z)grad(y)
XY Z+YNIVxZ+X(MZ+ Z(7)X — g(X, Z)grad(v)]
+X(ZW)Y + ZN[VxY + X(MY +Y(1)X = g(X,Y)grad(y)]
— Xg(Y, Z)grad(v) — g(Y, Z)[Vxgrad(y) + X (v)grad(y)
+ grad(7)(v)X — g(X, grad(v))grad(v)]

VyVxZ =VyVxZ+Y(1)VxZ + (Vx2)()Y — g(Y,VxZ)grad(y)
+Y (X)) Z + X(NIVyZ +Y(1)Z + Z(7)Y — g(Y, Z)grad(v)]
+Y(Z())X +ZW[Vy X +Y (X + X (7)Y — g(X,Y)grad(y))-
—Yg(X, Z)grad(v) — (X, Z)[Vygrad(y)
+Y(v)grad(y) + grad(v)(7)Y — g(Y, grad(vy))grad(y)]

%[X,Y]Z =VixyiZ+ (VxY)7)Z = (VyX)(V)Z + Z(v)VxY — Z(7)Vy X
— g(VxY, Z)grad(y) + g(Vy X, Z)grad(v) ’

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

En substituant equations (1.30) , (1.31) et (1.32) dans l'egalité (1.29), nous obtenons :

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + (Vy Z)(1)X = (VxZ) ()Y + X(Z(7)Y
Y(Z)X +Y (M) Z(NX = X(M)Z(0)Y +9(X, Z2)[Vygrad(y)
+!gmd( Y] = g(Y. Z)[Vxgrad(y) + |grad(y)[* X]
+[X(M9(Y, Z2) =Y (7)9(X, Z)]grad(v)

Pr Mustapha Djaa

2017




1.5 Métrique conforme 28

Proposition 1.5.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne et g = e*'g une déformation
conforme de la métrique g. Alors, pour tout X € I'(TM) on a :

Ricci(X) = e ?"[Ricci(X) — A(y) X + (m — 2)[X (y)grad(y) — |grad(v)|*X

1.33
— Vxgrad(y))]] 3

ot Ricci et Ricci sont les tenseurs de Ricci associés a g et g respectivement.

Preuve :

Remarquons que si (e;)1<;<n, une base orthonormale associeé a g, alors (€;)1<i<y, est une
base orthonormale associeé a g, ou
gi = G_Vei,

Par définition du tenseur de Ricci, on obtient est donné par la relation :

Ricci(X) =Y R(X,&)e = e Y R(X,e))es,
i=1 i=1
En substituant la derniére équation dans la formule (1.28) on a :

Ricci(X) = Ze‘QV}N%(X, €i)e;

=1

=e & Z{R(X, ei)ei + (Vee) ()X — (Vxes)(v)e + X(ei(v))ei — eilei() X

+e;(7)ei(V)X — X(Mei(v)es + 9(X, €)[Ve,grady + |grady|e;]
— g(ei, e)[Vxgrady + |grady|* X] + [X (7)g(ei, e;) — ei(7)9(X, e;)|grady}.

Des égalités :
Ricci(X) = ZR(X,ei)ei
i=1

grady = ei(y)e;
Aly) = eilei(r) — (Vee) ()
X(v) = g(X,grady)

on obtient :

Ricci(X) = e *'[Ricci(X) — A(7)X + (m — 2)[X (y)grady — |grady|>X]

(1.34)
+ Vxgrady — mV xgrady — (Vxe;)(v)e; + X (ei(7))ei].

Comme
(Vxei)(y)e: = g(Vxe;, grady)e;

= X(g(e;, grady))e; — g(e;, Vxgrady)e; (1.35)
= X(ei(v))ei — Vxgrady.
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On déduit que :

—~—

Ricei(X) = e [Ricei(X) — AR)X + (m — 2)[X (y)grad(y) — |grad(7)"X - Vxgrad(7)]

]
1.5.3 Courbure scalaire d’une métrique conforme
Equation de Yamabe
Théoréme 1.5.1. Soient (M,g) une variété Riemannienne et ¢ = k.g une déformation

conforme de la métrique g. S1 S et S désignent les courbures scalaires relativement aur mé-
triques g et g respectivemnet, alors la relation entre S et S est donnée par ’équation de
Yamabe suivante :

G/ (m+2)/(m=2) 4(m —21)

Ayu+ S (1.36)
ot k= u¥™m=2 et m > 3.

Preuve :Si (e;)", une base orthonormée de (M, g) telque V.,e; =0, alors ¢; = e 7e; est
une base ortonormé de (M, q).
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D’aprés la formule (1.33), avec k = ¢*?, on a :

e~ —

S:

NE

,_.
Il

1

I
NE

,_.
Il

1

[
NE

_.
Il

1

S
N

|
Ms

g(Ricci(e;), e;) Zg €i, €;) ZQ V)grad(y), )
1=1

H
Il

1
m m

—(m = 2)|grad()I* Y _ glei,e;) — (m —2) y _ g(Ve,grad(y))), e:)

1=1 1=1

= S—m.A(y Zg grad(y), e;(y)e;) — m(m — 2)|grad(y)|?
1=1

NE

—(m=2) ) 9(Ve,grad(v))]; e:)

_.
I

1

= S—mA(y) = (m = 1)(m = 2)|grad(7)* — (m - 2) Zg(veigrad(v))], €)

NE

_(m - 2) g(veigrad(r}/))L €i>

_.
I

1

= S=mA@) = (m - 1D)(m - 2)lgrad() - (m - 2) Y {eig(grad(y), e) -

= S—=mA(y) = (m—1)(m = 2)|grad(y)]* = (m — 2)A(7)

d’olt
¢S =8 —2(m—1).A(R) — (m —1)(m — 2)|grad(~)|?

Evaluant v en fonction de u. On a :

1
T=3 In(k) = In(u® % =
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e 2g(Ricci(e;) — A(y)e; + (m — 2)[ei(y)grad(y) — |grad(v)|*e; — Ve grad(y))], &)

g(Ricci(&;) — A()& + (m — 2)[&(7)grad(y) — |grad(y)[*&; — Vzgrad())], &)

(1.37)
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A(v)

d’autre part, on a :

d’on

m — 2
i=1 i=1

2.u~t 2.u~?

2 Ay~ 2 grad(u)
2.7t

grad(y) = u_ 2grad(u)
4.2
j9rad()f? = oo —gplorad(w)

Remplagons (1.38) et (1.39) dans (1.37), on obtient :

YA =2 G

d’on
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5~ 2(m — 1) (25 Aw) ~ 22 lgrad(u)?)

(=)o =D grad )

- M= ap + g g
4u? 9

~(m = D =2 lrad ()

S — 4(7:—__21)&—%(“)

L mH/m-DT _ g, % A(u)

(1.38)

(1.39)
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1.6 Propriétés des Connexions sur une sous variété
1.6.1 Décomposition du fibré tangent

Définition 1.6.1.

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, N une variété (resp sous variété de
M) de dimension n, et f : N — M une immersion C*°. Si N est muni de la métrique induite
h = f*g, alors application f est dite immersion isométrique, si de plus f est injective alors
(N, h) est dite sous variété Riemannienne.

Dans la suite de cette section, on considére le cas des immersions isométriques.

On note par :

TM/N = | J T,M (1.40)
pEN

le fibré vectoriel au dessus de N.

T(N)=TN = | JT,N (1.41)
peEN
le fibré vectoriel tangent & N.
N({N) = | (@N)*: = (TN)* (1.42)
peEN

le fibré vectoriel normal & N. Le fibré TM/N se décompose en somme directe (somme de
Whitney) :

TM/N =T(N)oN(N) = | J(T,N ® (T,N)") (1.43)

pEN

Remarque 1.6.1. Localement pour tout p € N, il existent un ouvert U C M et une base
locale (Ey, ..., Ey,) € T(TM) de champ de vecteurs tels que pour tout x € UNN, on a :
(Evjz, -y Enys) est une base de TyN et (Eny1/z,...; Emys) est une base de Ny(N).
On note par :

' :M/N — T(N)
™ M/N — N(N)

les projections canoniques.
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1.6.2 Opérateur Shape (Application de Weingarten)

Soient VM et V¥ les connexions de Levi-Civita associée & M et N respectivement. Pour
tout X,Y € I'(T'N), on a la décomposition unique :

VY = (VEY)T + (V¥Y)L (1.44)
En vertu de 'unicité de la connexion de Levi-Civita sur la variété N, on a :
(VYY) =VyY
d’ou
VYY = VY + (V¥ Y)* (1.45)
Des propriétés des connexions VM et V¥ (connexions sans torsions), on déduit que I’appli-
cation :

B:T(TN)xI(TN) — TI(T'N%)
(X,Y) — B(X,Y)=(V¥Y)*
est une application C*°(N)-bilinéaire symétrique :
B(X,Y)=VYY - VYY = VX - VX = B(Y, X).
B est appelé deuxiéme forme fondamentale. La formule (1.45) s’écrit
VY = VXY + B(X,Y) (1.46)

La formule (1.46) est dite formule de Gauss.

Pour £ € T'(N(NV)), on pose :
A¢:T(TN) — T(TN)
X = A(X)=—-(VY¥YT (1.47)
Pour tout Y € T(TM) et X € T(N(N)), on a :
0=X(g(X,8) = g(VXEY) +9(6, VYY) = g(VXE) " Y) + g(& (VXY)).

d’on

9(A¢(X),Y) = g(§, B(X,Y)).

En déduit que A¢ est une application C*°(N)-linéaire verifiant la condition de symétrie :

9(Ae(X),Y) = g(Ac(Y), X)
L’application A, est appelé opérateur Shape ou Application de Weingarten. (pour plus de
détail sur les propriétés des sous-variétés voir [36].

L’application :
VL T(TN) x I(N(N)) — T(N(N))
(X,8) = Vx&=(VYo"
définit une connexion, dite connexion normale et on a la formule de Weingarten :

V¥E = —A(X) + VRE. (1.48)

Pr Mustapha Djaa 2017




1.6 Propriétés des Connexions sur une sous variété 34

1.6.3 Equation de Gauss

Proposition 1.6.1. Si RM et RN désignent les tenseurs de courbure de M et N respective-
ment, alors pour tout X, Y, Z W € I'(TM) on a l’équation de Gauss :

g RN (X, VZ, W) = g(RM(X,Y)Z,W)+g(B(Y,Z),B(X,W))
—g(B(X,Z),B(Y,W)) (149>

Preuve : Des formules (1.46) et (1.48) On obtient

V¥VYZ = VYVYZ +VYB(Y,2)

= VAVYZ + B(X,VYZ) — Apy.X + VxB(Y, 2) (1.50)
VIV Z = VIVYZ+B(Y,VYZ) - Apix2)Y + VyB(X, Z) (1.51)
VikviZ = Vixy/Z+B(X,Y],Z). (1.52)

En utilisant la définition du tenseur de courbure et les formules (1.50),(1.51) et (1.52), on
déduit la formule (1.49).
]
Si KM et KV désignent les courbures sectionelles de M et N respectivement, alors pour
tout champs de vecteurs orthonormales X,Y € I'(T'N), on a :

KN(X,Y)= KM(X,Y)+ g(B(X,X),B(Y,Y)) — | B(X,Y)|?>

1.6.4 Equation de Codazzi
Des formules (1.50),(1.51) et (1.52), on obtient

(RM(X,Y)2)" = B(X,VY¥Z)+VxB(Y,Z)— B(Y,VXZ) - V+B(X,Z) - B([X,Y],Z)
= B(X,V¥Z)+VxB(Y,Z) - B(Y,VYZ) - Vy+B(X,Z) — B(VxY, Z)

+B(VyX, 2)
= VxB(Y,Z) - B(VxY,Z)— B(Y,VYZ) - VyB(X,Z) + B(Vy X, Z)
+B(X,V¥2)
= (VxB)(Y,Z) - (VyB)(X,Z)
ou :
(VxB)(Y,Z)=VxB(Y,Z) — B(VxY,Z) — B(Y,V}2)
L’équation

(RM(X,Y)Z)" = (VxB)(Y.Z) - (V¥ B)(X, 2) (1.53)

est dite équation de Codazzi.

Notons par R* le tenseur de courbure du fibré normal TM* :

RY:TM xTM x TM*+ —= TM™*
(X,Y, &) — RHX,Y)
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définit par :
R (X,Y)E = VxVyé — Vi Vi€ — Vixy€

Des formules de Gauss (1.46) et de Weingarten (1.48), on obtient ’équation de Ricci
suivante :

(RM(X,Y)6)r = RY(X,Y)E + B(A:X,Y) — B(AgY, X) (1.54)
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Chapitre 2

Géométrie du fibré vectoriel

2.1 Fibrés vectoriels

Définition 2.1.1. On appelle fibré vectoriel de fibre type R, le triplet (E,m, M) ot E et M
sont des variétés de classe C™, et m: E — M une application surjective de classe C* telles
que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Pour toutx € M , E, = 7' ({x}) est un R-espace vectoriel de dimension k .

2. (Condition de trivialisation locale.)
Pour tout x € M , il existe un voisinage ouvert U de x dans M et un difféomorphisme
o7 Y (U) — U x R tels que :

i) Pioy=m, i.e. le diagramme suivant est commutatif :

Y U) 2> U x RF

S

U

ot Py : (1,y) € U x R¥ — x € U désigne la premiére projection.
ii) L’application o, = ¢, : E, — {x} x R* est linéaire bijective pour tout x € M.

La variété M est appelée base du fibré, E l'espace total et E, = 7= ({x}) la fibre au-dessus
de x.

Exemple 2.1.1. Fibré tangent.
Sotent M une variété de classe C*°, de dimension n,

TM = U T, M

zeM

(réunion disjointe de tous les espaces tangents a M), et

m:TM — M
vo— T (veT,M)
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la projection canonique.
Le triplet (TM,m, M) est un fibré vectoriel de fibre type R™ ; En effet :
- TM est une variété C* de dimension 2n.
- Pour tout x € M, n'({z}) = T,M ~ R"
- Si (V) € atl(M, ), alors la carte de trivialisation locale est définie par :
p:1m (V) — VxR"
(yv) — (y,dyp(v))

Exemple 2.1.2. Fibré trivial.
Soit M est une variété C* de dimension n. on pose :

E =M x RF

7 MxRF — M

(z,y) +—

(E, 7, M) est un fibré vectoriel de fibre type R*.

2.1.1 Section sur un fibré vectoriel

Définition 2.1.2. Une section sur un fibré vectoriel (E, 7, M) est une application,

o: M — E de classe C* telle que mo o = Idy;. Cest a dire o(x) € E, pour tout x € M.
Une section locale au-dessus d’un ouvert U C M de E est une application o : U — FE telle
que moo = Idy.

L’ensemble des sections d’un fibré vectoriel (E,m, M), noté I'(E), est un R-espace vectoriel ;
C’est également un C°° (M )-module ; La multiplication d’une section o € I'(E) par une fonc-
tion f € C®(M) est donnée par

(fo)(x) = f(z)o(z) x €M

Proposition 2.1.1. Soit (E,m, M) un fibré vectoriel de type fibre R*, si (U, ) est une carte
vérifiant la condition de trivialisation locale, alors

1. pour touti=1,...k

est une section de classe C'*°
2. (0f,...,07) est une base locale des sections de E

ot (eq, ..., ey) désigne la base canonique de R*.
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Inversement.
Si (o1, ..., 0k) est une base de sections sur E définies sur un ouvert U C M, alors

e L UXxRY — 77YU)

k
(2,90 0") — Y yoi(x)
i=1

est un diffeomorphisme tel que (771(U), ) est une carte de trivialisation locale.
Exemples 2.1.1. Un champ de vecteurs sur une variété différentiable M, est une section du

fibré tangent associé TM.

2.1.2 Isomorphisme de fibrés vectoriel.

Définition 2.1.3. Soient (E', 7y, M), (E?,7n, N) deux fibrés vectoriel. On appelle homo-
morphisme de fibré vectoriel, un couple (F, f), d’applications de classe C* tel que :

1) le diagramme suivant est commutatif

F
E' — E?
sy 7N
M — N
f

e :myo = fomy

2) Pour tout x € M, Fp1 : E} — E? est une application linéaire.

Définition 2.1.4. Soient (E',my, M), (E*, 7y, N) deux fibrés vectoriels. Un isomrphisme
de fibré vectoriel est un couple (F, f), d’applications de classe C* tel que :

1) F, f sont des diffféeomorphismes de variétés.
2) (F,f) et (F7', f71) sont des homomorphismes de fibrés vectoriels

Définition 2.1.5. Soient (E*, mpr, M), (E?, wn, N) deux fibrés vectoriels. On dit (E*, 7y, M)
est un sous fibré vectoriel de (E* wn, N) si :
1) E' C E?

2) (Ig1,Iy) est un homomorphisme de fibré vectoriel. (o Ig désigne l'injection cano-
nique de E' dans E?) .
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2.1.3 Fibré dual d’un fibré vectoriel.
Définition 2.1.6. Soit (E, 7, M) un fibré vectoriel de fibre type R*. Nous définissons le fibré
dual de E, noté E* par
E =] E;
zeM
™ B — M
weFE, — =z

(E*, 7%, M) est un fibré vectoriel de fibre type R¥.

Carte de trivialisation locale
Si (U, p) est une carte sur E vérifiant la condition de trivialisation locale, on pose
p" (r) T (U) — UxRF,
we B — (z.w(g;'(e1)), - wley (en)

ot (ey, ..., ex) est la base canonique de R¥,
Alors (U, p*) est une carte sur E* vérifiant la condition de trivialisation locale.

2.1.4 Section sur le fibré vectoriel dual

Définition 2.1.7. Une section sur le fibré vectoriel dual (E*,7*, M) de fibre type R* est une
application, w : M — E* de classe C* telle que m* ow = Idy (c’est a dire w(x) € EX pour
tout x € M).

Remarque 2.1.1. Une section w sur le fibré vectoriel dual (E*,7*, M) est de classe C™ si et
seulement si pour toute carte (U, ) vérifiant la condition de trivialisation locale sur E; On a

w(o1),...,w(og) € C(U).
De la remarque (1.1.1) on déduit la proposition suivante :

Proposition 2.1.2. Toute section w € I'(E*) sur le fibré vectoriel dual (E*, 7%, M) définie
une application C*°(M)-linéaire

w:I'(F) — C™(M)
o — w(o)
telle que pour tout x € M, on a w(o)(x) = w,(o(x)) et reciproqguement.

Exemple 2.1.3. Fibré cotangent.
Soient M une variété différentiable C* de dimension n, T*"M = J,cp TaM (T M étant le
dual de ’espace tangent T, M) et

:T"M — M
welirM — x
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la projection canonique.
Le triplet (T*M,m, M) est un fibré vectoriel, de fibre type R™ et de carte de trivialisation locale
associée a (U,) € atl(M) définie par :

o: (7)) (U) — UxR",
(?/aw) — (y>w<al|y)>“'7w(an’y))

ot (01, ...,0p) désigne la base des champs de vecteurs relative a la carte (V).
(T*M, 7, M) est le fibré dual du fibré tangent (T M, 7, M), appelé fibré cotangent.

2.1.5 Produit tensoriel de fibré

Définition 2.1.8. Soient (E,7g, M) et (F,mp, M) deux fibrés vectoriels de fibre type R* et
R! respectivement. Nous définissons le produit tensoriel de E et F, noté E @ F par

zeM

ou, E, ((resp. F, ) la fibre au-dessus de © sur E ( resp. sur F') et Uapplication © par

T EQF — M

vRw — m(vw)="7gv)=mrp(w)

Alors (EQF,m, M) est un fibré vectoriel sur M de fibre type R*! appellé fibré produit tensoriel
de (E,mg, M) et (F,mp, M).

Carte de trivialisation locale

Soient (U, ¢) et (V,1)) deux cartes vérifiants la condition de trivialisation locale sur E et
F respectivament avec U NV # (), alors application

Ry (UNV) — UNV xR @R |
VW E B, @F, r— (7,0,(v) ® Y (w))

définit une carte sur £ ® F' vérifiant la condition de trivialisation locale, ot
¢z =Pryoplp, , Wy =Priot|p,,
Pry: M xR" — RF
(x,2) — =z
et,

prg:Mle — R

(x,2) — =z
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2.1.6 Section sur le fibré produit tensoriel.
Soient (E,7p, M) et (F, 7, M) deux fibrés vectoriels de fibre type R¥ et R! respective-
ment.
Une section sur le produit tensoriel ¥ ® F' est une application,
T:M—FEQF
de classe C* telle que mo T = Idy (e : T(x) € E, ® F, pour tout z € M).

Soit (U, ¢) (resp (V,1))) une carte vérifiant la condition de trivialisation locale sur F(resp

F) de base locale de sections (of)%_, (resp (af)é-zl) .

SiT e I'(E ® F) est une section sur le produit tensoriel £ ® F on a
Tlyav =TY0f ® U;-/),
ou T% sont des fonctions différentiables de classe C*° sur M pour tout i = 1.k et j = 1..1.

Remarque 2.1.2. La Définition 2.1.8 peut étre prolongé au produit tensoriel quelconque de

fibrés :
®Ei —F®..QF,.

=1

Exemple 2.1.4. Soient M une variété différentiable, de dimension m et x € M, on note :

TPIM = T,M®..@ T,MRT;M® ..o Ty M.

pf}rois q—ﬁis

TCOM = TM®.. 9 TMRT*M® ..o T*M (2.1)
p—ﬁis q—%is

TED )N — U TZE”"I)M

zeM

TWPDN est un fibré vectoriel de fibre type R™™. Si TI(M) désigne l'espace des sections sur
le fibrés TP9M , on a alors :

TM)=C=(M) , T)(M)=X(M) et Tp(M)=X"(M).
Relativement & une carte (U, x*) € atl(M), un champ de tenseur T € T4(M) sécrit en coor-
donnée locale 5

- 9 . .

ot, 71711.::'1-1‘1 sont des fonctions différentiables de classe C* sur U.

La formule (2.2) nous permet d’identifier TL(M) a l’espace C>(M )-module
{B:Q"X(M) — Q"X(M) | C=(M)-q linéaire },
ot, @°X(M) = X(M) ® ... ® X(M) pour s > 1 et Q" X(M) = C=(M).

(. /

~
s—fois
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2.1.7 Fibré Somme de Whitney

Définition 2.1.9. Soient (E,7p, M) et (F,mp, M) deux fibrés vectoriels de fibre type R et
R! respectivement. Nous définissons la somme de Whitney de E et F, noté E ® F par :

EoF=|JE xF,,

zeM

ou, E, ((resp. F, ) la fibre au-dessus de z sur E ( resp. sur F') et Uapplication © par

. FoF — M

(v,w) — 7((v,w)) = 7p(v) = Tr(w)

Alors (E® F,m, M) est un fibré vectoriel sur M de fibre type R¥*! et de dimension m+k+1,
appellé Somme de Whitney de (E,7g, M) et (F,mp, M).

Remarque 2.1.3.
Ed F={(u,v) e EXF; mgv)=rpr(w)}. (2.3)

Exemple 2.1.5.
(M x RP) @ (M x RY) = M x RPH?

Carte de trivialisation locale

Soient (U, ¢) et (V,1)) deux cartes qui vérifient la condition de trivialisation locale sur
et I respectivament avec U NV # (), alors 'application

ox:aUNV) — UNV xRF xR
(an) €eb, ®F, +— (:z:,gpx(v),wx(w))

définit une carte sur E @ F' vérifiant la condition de trivialisation locale, ou

pr=Praoglp, , Wp=Pryotn,,
Pry: M xRY — RF
(x,2) — =z
et,
]57"2 M xR — R

(x,2) — =z

2.1.8 Section sur le fibré somme de Whitney.

Soient (E,7g, M) et (F,7p, M) deux fibrés vectoriels de fibre type R* et R’ respective-
ment.
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Définition 2.1.10. Une section sur le fibré somme de Whitney E @ I est une application,

T:-M — E&F
r — T(x)=(Ti(z),Ts(x))

de classe C* telle que mwoT = Idy;. On a :
eVreM T(z)€eE,®F,.
OT:Tl@Tg;Tl EF(E) €tT2€F(F)

Soit (U, ¢) (resp (V, 1)) une carte vérifiant la condition de trivialisation locale sur E (resp

F) de base locale de sections (of)¥_, (resp (Uf)é-zl) .

SiT e I'(E @ F) est une section sur le fibré somme de Whitney £ @ F on a
Tlony = (Tiof) & (TYo?)
~ (Tio?,T{o})
= Ti(0f.0) +T3(0.07)
ou T? et T sont des fonctions différentiables de classe C* sur M pour tout i = 1.k et j = 1.,
Remarque 2.1.4. La définition 2.1.9 peut étre prolongé a la somme quelconque de Whitney :

EBEi:El@...@En.

=1

2.1.9 Fibré inverse (Pull-back)

Définition 2.1.11. Soient M, N deuz variétés différentiables, (F,mn, N) un fibré vectoriel
de fibre type R¥ sur N et f : M — N une application de classe C*.

On pose
B, = {t}x Fyy={(@v)|ve Fym}, zeM (2.4)
E = |JE.
zeM
et
Tk — M (2.5)

(x,v) — =z

la projection naturelle. Alors le triplet (E,m, M) est un fibré vectoriel de fibre type R* sur M,
appellé fibré inverse (Pull — back) ; On le note par f~'F.
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Carte de trivialisation locale

Si (W, 1) est une carte sur F vérifiant la condition de trivialisation locale et U un ouvert
de M tel que f(U) C W, on pose

o (U) — UxRF, (2.6)
(z,v) — (2,%f@)(v))

Alors, (U, p) est une carte sur E, vérifiant la condition de trivialisation locale.
E est une variété de dimension égale a dim(M) + k.

2.1.10 Section sur un fibré inverse

Une section sur un fibré inverse (f~1F,m, M) est une application V : M — F de classe
C telle que pour tout x € M, V, € Fy.
Si (W,4) est une carte sur F vérifiant la condition de trivialisation locale de base locale
associés (o1, ...,01), et U un ouvert de M tel que f(U) C W, alors toute section V € T'(f~1F)
s’ecrit

k
Vig=> Vigof,
i=1

ou Vie C°(U), pour tout i = 1,.... k.

2.2 Connexion linéaire sur un fibré vectoriel.

2.2.1 Connexion linéaire sur un fibré vectoriel.

Définition 2.2.1. Une connexion linéaire sur un fibré vectoriel (E,m, M) est une application

V:D(TM) x [(E) — T(E),
(X, V) — ViV

veriftant :
1. Vx(V+W)=VxV +VxW
2. Vx(fV) =XV + fVxV
3. VxipyV =VxV+ fVyV
pour tout V,\W € T'(E), X, Y e (T M) et f € C®(M).

Définition 2.2.2. Une section V € I'(E) est dite paralléle par rapport a la connezion V si
VxV =0

pour tout X € I'(T'M).
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2.2.2 Connexion induite sur le fibré dual

Définition 2.2.3. Soit V une connexion linéaire sur un fibré vectoriel (E,m, M), alors V
induit une connexion linéaire sur le fibré vectoriel dual (E*,7*, M),

V*:T(TM) x T(E*) — T'(E"),

définie par,
(Viw)(V) = X(w(V)) —w(VxV),

pour tout X € T(T' M),V € I'(E) etw € I'(E*). On vérifie aisement que V* est une connezion
linéaire sur E*, on la note ausst par V.

2.2.3 Connexion induite sur le produit tensoriel

Proposition 2.2.1. Soient V¥ et V' deuz connexions linéaire sur (E,7g, M) et (F,7p, M)
respectivement. Alors il existe une unique connexion,

V:I(TM)xT(E®F) — I'(E®F)

tel que
Vx(VeA) = (VEV)® A+ V ® (VEA),
pour tout X € I'(TM), V e I'(E) et A€ I'(F).

V est appelé connexion tensoriel produit, notée VF @ V¥

Cas des formes vectorielles

Définition 2.2.4. Soient (E,7p, M) et (F,mp, M) deux fibrés vectoriels de fibre type R et
R! respectivement. Une 1-forme vectorielle w est une application C™(M)-linéaire

telle que pour tout x € M
wy B, — F,

Ve — wa(Va) = w(V)(2).

est une application linéaire.

Expressions locales :
Soit w € I'(E* ® F') une 1-forme vectorielle. Si (U, ¢) ( resp. (V,1) ) est une carte vérifiant
la condition de trivialisation locale sur E ( resp. sur F ) de base locale (o4, ...,0%) ( resp.
(p1,..,p) ) de T(E) ( resp. de T'(F) ) et (0!, ...,0%) une base dual locale de T'(E*). Alors

_ Jio

w = E w;o @ pj,
1<i<k
1<5<1
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ou, wf sont des fonctions différentiables sur U NV pour tout 1 <: < ket 1<y <L
Si de plus V = Vig;, alors o
w(V) =wiV'p;.

Remarque 2.2.1. Si w € I'(E* ® F), une I-forme vectorielle, alors pour X € T'(T'M),
Vxw € T'(E*® F) est une 1-forme vectorielle définie par

(Vxw)(V) =Vxw(V) —w(VxV)
pour tout V e I'(E).

Remarque 2.2.2. On général, soient (F,m, M) , (E;,m;, M)(i =1,...,p) des fibrés vectoriels.
Siwel'(Ef®..0 Ey®F), alors pour tout (V1,...,V,) € I'(Ey) x ... x I'(E,), on a

p
(Vxw)(Vi, ., V) = Vxw(Vi, o, V) = > w(Vi, o, VIV ).

J=1

2.2.4 Connexion induite sur le fibré somme de Whitney

Proposition 2.2.2. Soient V¥ et V¥ deuzx connexions linéaire sur (E,7g, M) et (F,7p, M)
respectivement. On définit alors une unique connexion sur I'(E @ F) par :
V:I(TM)xT(E®F) — TD(EFaF)
(X, voT) — VxTioTy=(VET)® (VYD)
= (VETy, VET)
pour tout X € T(TM), Ty e I'(E) et Ty € I'(F).

V est appelé connexion somme , notée VZ @ V¥

2.2.5 Connexion induite sur le fibré inverse

Soient M et N deux variétés différentiables, (F, 7y, N) un fibré vectoriel de fibre type R¥
sur N et f : M — N une application de classe C*. Si V¥ est une connexion linéaire sur
(F,7n, N), on définit la connezion sur le fibré inverse (Pull-back) f~'F,

VI D(TM) xT(f'F) — I(f'F),
par ~
(VAV)e = (Va0 Vs (2.7)
pour tout X € T(TM), V € T(f'F),z € M et V € I'(F) tel que V o f = V au voisinage de

X.

Remarque 2.2.3. La relation (1.8) est indépendante du choiz de V. En effet, soient (%, s axim)

une base locale de (T M), (2r, ..., 22%) une base locale de T'(T'N) et (o4, ..., 01) base locale de

8y17 ° 8yn
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I'(F), o
pour X = X'0; e (TM), V =VF(ogo f)e fTIF,V=VPo5€(F)etx € M ona

(VEV). =:<VZ N
|, (VN VP05) )

Ofx VP
T Oxt el 5 ay° 2208t Vor] [307}|f ()

ou, FZ,@‘ sont des fonctions différentiables sur N, définie par

S nel
vayiaaﬂ = Faﬁg’y

Remarquons que f/fﬁ(x) =VPh et %V? (Vﬁ o fl. = 8; x ay , pour tout B =1,.... k,
d’ou
OV Of
) _ vt B (T
<wmx&w+WVQMM<fu (2.8)

2.3 Meétrique sur un fibré vectoriel

2.3.1 Meétrique sur un fibré vectoriel.

Définition 2.3.1. Une métrique g sur un fibré vectoriel (E,m, M) de fibre type R* est une
application,

g:T(E)xI'(E) — C™(M),
C*°(M)-bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive.
Remarques 2.3.1. Soit g une métrique sur un fibré vectoriel (E,m, M) de fibre type R*, pour
tout V,\W € I'(E), on a :
1. —g(V,W) =g(W,V). (symétrique)
-g(V,V)=0=V =0. (non dégénérée)
- g(V,V)>0. (définie positive)
2. g e T'(E*® E*)
Si (U, @) est une carte sur E vérifiant la condition de trivialisation locale de base associé
(01,...,04) et de base dual associé (a',...,c%) , alors

k

; ‘

g= E gi;0" @ 0o,
ij=1

ot g;; sont des fonctions différentiables sur U appellé composantes du tenseur métrique
relativement d la carte (U, p) .

StV =Vio, et W=Wig; on a

9(V> W) = gijVin
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8. Pour tout x € M on a
gr - Eo x E, — R

est une forme bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive, ot E, la fibre
au-dessus de x.

Définition 2.3.2. Soient g une métrique sur un fibré vectoriel (E,m, M) et V une connexion
sur (E,m, M), la métrique g est dite compatible avec la connexion V si

Vg=0 (2.9)
ou 6 est la connexion induite sur E* @ E*
La relation 2.9 est équivalente a

X(g(o1,01)) = g(Vxo1,02) + g(o1, Vxos) (2.10)
pour tout X € I'(T'M) et 01,09 € I'(E).

Définition 2.3.3. Image inverse d’une métrique
Soient (Ey,m, M) , (Ey, 79, N) deux fibrés vectoriels et (F, f) : (Ey,m, M) — (Ey, w9, N) un
homomorphisme injective de fibré vecoriel. Si h est une métrique sur (Fy, o, N) Alors

F*h € T(E)x € T(E)) — C*(M)
définie pour tout X, Y € T'(F;) et x € M par
F*'h(X,Y), = hf(x)(Fz(Xm), F(Y,)),

est une métrique sur (Ey,m, M), appelée métrique inverse

FExpression locale de la métrique F*h
Soient (U, ) une carte de trivialisation locale (Ey, w1, M) de base de sections associées (01, ..., 0pm)
et (V1) une carte de trivialisation locale (Fy, o, N) de base de sections associées (G4, ...,0m),
alors

(F*h)i; = F*h(oy,0;)
= h(F(0:), (o))

= Y FFh(Ga,0p) 0 f
a,B=1

— Z FeF hago f . (2.11)

a’ﬁzl

Définition 2.3.4. Etant donnée une métrique g sur un fibré vectoriel (E, 7, M), on définit
la longueur ||V'||, d’une section V € I'(E) par

Vg = VgV, V)
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En coordonneés locales, si (01, ...,01) est une base locale de T'(E), gij = g(04,0;) et V =V'o;
alors, o
V1[5 = giV'V?

Proposition 2.3.1. Soit g une métrique sur un fibré vectoriel (E,m, M) de fibre type RF.
L’application,
g:0(E") — [(E),

définie par,
9w, V) =w(V),

pour tout w € I'(E*) et V € I'(E), est un isomorphisme C(M)-linéaire.

Lemme 2.3.1. Soit g une métrique sur un fibré vectoriel (E, 7, M) de fibre type R*. Pour
tout x € M la métrique g induit un isomorphisme linéaire entre E et E,

ﬁz:E;—>Ex7

définit par,
gu(faww, v) = w(v),
pour tout w € B} et v € .

Remarque 2.3.1. Soit (04, ...,03) une base locale de T'(E) et (o', ...,0%) une base locale du
dual T(E*). Siw = w;o" et g = g;j0' @ on a

w:ijwia»
flw=g j

ot (g") désigne la matrice inverse de (g;;).

2.3.2 Meétrique induite sur le fibré dual

Définition 2.3.5. Soit g une métrique sur un fibré vectoriel (E,m, M) de fibre type R*. Alors
g induit une métrique sur le fibré vectoriel dual (E*,7*, M),

g D(B*) x T(E*) — C%(M),

définie par,
9" (w,n) = g(fw, In),
pour tout w,n € ['(E*).

Expression locale de la métrique ¢*

Soient (o7, ..., 0%) une base locale de T'(E) et (o!,...,0%) la base duale locale de T'(E*)
associée, alors pour w,o € I'(E*) tels que w = w'o’ et n =1/c? on a

g =Y g0 ®0,
]
g (w,m) =) guhy
]
avec (¢g) est la matrice inverse de (g;;),
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2.3.3 Meétrique induite sur le produit tensoriel

Définition 2.3.6. Soient g une métrique sur un fibré vectoriel (E,mg, M) et h une métrique
sur un fibré vectoriel (F,mp, M), on définit la métrique produit tensoriel

gh: T(E®F)xI'(E® F) — C*(M),
comme étant ['unique métrique vérifiant,

(g h)(VeAW®®B)=g(V,W)h(A, B)
pour tout V,\W € I'(E) et A, B € T'(F).

Remarque 2.3.2. Soient g une métrique sur un fibré vectoriel (E,wg, M) et h une métrique
sur un fibré vectoriel (F,mp, M), alors

GgRAheNE"QF"QFE QF ) ~T(E"QE" @ " ® F").

Proposition 2.3.2. Soient (E, g, M) et (F,mp, M) deuz fibrés vectoriels muni respective-
ment des connexions VE et V', et des métriques gg et gr . Si VP ((resp. VI') est compatible
avec la métrique gg ( resp. gr ), alors la connexion VE @ VI et la métrique gg @ gr induites
sur le produit tensoriel E @ F sont compatibles.

Preuve : Pour tout VW € I'(F) et A, B € I'(F') on a,
X(gr®@gr(V® AW ®B)) = X(gp(V,W)gr(A, B))

= X(ge(V.W))gr(A, B) + ge(V,W)X(gr(A, B))

= [ge(VRV.W) + ge(V,VEW)|gr(A, B)
+95(V,W)lgr(VXA, B) + gr(A, VX B)]

= gp®gr(VXV® AW ® B) + gp ® gr(V ® A, VYW @ B)
+9r @ gr(V ® Vﬁ'}A, WeB)+ge@gr(VRAW® foB)

= g Rgr(Vx(VRA),W®B)+gr®gr(V®AVx(W®B)).

2.3.4 Meétrique induite sur le fibré somme de Whitney

Définition 2.3.7. Soient g une métrique sur un fibré vectoriel (E,wg, M) et h une métrique
sur un fibré vectoriel (F,wp, M), on définit la métriqgue somme par :

GOh: (B, @F) x (E.®F,) — R
((ur,v1), (u2,v2)) = glur,uz) + h(vi, v2)
on a
gOh:T(EGF)xT(EGF) — C(M)
(M@ Ty,00®02) +—  g(T1,01) + T3, 00)

Proposition 2.3.3. Soient (E,mg, M) et (F,7p, M) deux fibrés vectoriels muni respective-
ment des connexions VE et V', et des métriques gg et gr . Si V¥ ( resp. V') est compatible
avec la métrique gg ( resp. gr ), alors la connexion VE @ VT et la métrique gg ® gr induites
sur le fibré somme de Whitney E @ F sont compatibles.
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2.3.5 Meétrique induite sur le fibré inverse

Définition 2.3.8. Soient M et N deux variétés différentiables, (F,my, N) un fibré vectoriel
de fibre type R¥ sur N et f: M — N une application de classe C*™.
Si h est une métrique sur le fibré vectoriel (F,my, N), alors h induit une métrique sur f~1F,

hy :T(f7'F) x D(f7'F) — C*(M),

définie par,
hi(ViW)e =l (Ve, Wa),

pour tout x € M et VW € T(f~'F).

Norme de Hilbert Schmidt.

Soient g une métrique Riemannienne sur un fibré vectoriel (E, 7g, M) et h une métrique
sur un fibré vectoriel (F,7p, M); On définit la norme de Hilbert Shmidt w € T'(E* ® F)
(w:T(F) — I'(F) une forme vectorielle), par

w* = (9" ® h)(w,w).

En coordonnées locales relativement a (o4, ..., 04) base de I'(E*), (¢}, ...,0%) base de T'(E*),
(p1, ..., pr) base de T'(F) et (p', ..., p*) base de I'(F*) on a :

]w[Q =" w“wbhab

oll, W = wlo" @ pa, g = gi;0° ® 07 et h = hyp® @ pP.

Exemple 2.3.1. St E=F =TM et ¢: M — M de classe C*,on a
d¢ : TM — TM

est une 1-forme vectorielle,définie en coordonnées locales par

9¢i

2
aw]d ® 0;.

do =

et de norme

s 0
6P = (7 @95 b

a L
o a¢s agbk % j
= e g*(da', dz?)g(dy, O
_ 00,00,

dz' ® Oy, ——da’ ® Oy)
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2.3.6 Inégalité de Young

Proposition 2.3.4. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout champ de vecteurs
X, Y e I'(TM) et tout e > 0, on a l'inégalité de Young :

1
21X, Y)] = [g(X, V)] < —[[X|° + el Y[ (2.12)
Preuve : Pour € > 0, on a :
X +eV]? = | X]?+ VP £2e(X,Y) >0

d’ ou la formule (2.12). "

2.3.7 Inégalité de Kato
Proposition 2.3.5. (version 1)

Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout champ de vecteurs £ € I'(T'M), on a
[inégalité de Kato :
|dI€]] < [V¢] (2.13)

ot |[VEP? =< VE,VE >=3".9(V,&, Ve, &) relativement a une base orthonormée (e;);.
Preuve : On a :
gl = 21¢lldl¢]] (2.14)
dig’ = > ellEP)e; (2.15)

g = ZI&-(I&F)I2
- ilei(g(s,@)F
= i|2g(V6i§,§)|2
BSIy
< 4!5]229<vei5,vei5>

< 4gP’|vel (2.16)

IN

21¢]*  (inégalité de Schwarz)

Des formules (2.14) et (2.16), on obtient l'inégalité (2.13). n

Proposition 2.3.6. (version 2)

Soient (M™, g) et (N",h) des variétés Riemanniennes. Si o : M — N est une appication
de classe C'*°, alors on a l'inégalité de Kato :

lgraddel| = |dldel| < [Vl (2.17)
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ot |Vdyp|* = Z h(Vdp(e;, e;), Vdp(e, ;) et |dp|* = Z h(de(e;), dp(e;)), relativement a

ij=1 i=1
une base orthonormée {e;};.

Preuve : Soit x € M et {e;}; une base orthonormeée telle que (V.,e;), = 0,

On a:

\df| = |grady f| = |tdf| (Vf € C*(M) (voir la Définition 1.4.1)
|d|de?| = 2|de|ld|dg]

ddel* = 3 eilldgl’)e;
dldpl*|* = ileiﬂdwlz)Q
= ilei(z h(de(ej, dip(e;))[?
= i|2<23 h(Vediole;). diple,)

IN

IN

IN

< 4|Vdy| IdsO|2

Des formules (2.18), (2.19) et (2.21), on obtient 'inégalité (2.17).
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Chapitre 3

Introduction a la géométrie harmonique

3.1 Le fibré tangent inverse

3.1.1 Le fibré tangent inverse

(voir la sous-section 2.1.11 et la sous-section 2.2.5)

Soient M, N deux variétés différentiables et ¢ : M — N une application de classe C*°. Si
V& est une connexion linéaire sur le fibré tangent (T'N, 7y, N), alors le fibré tangent inverse
est définit par

0 'TN = {(z,v)|][reM,veT,uyN}
= | J{z} x T, N,

rzeM
et
D@ 'TN)={V:M —TN, YxeM,V,€T,,N}

Localement pour tout X = X*-2. ¢ I(TM) et ¢* =y’ o, on a

ox?
097 0 -1
do(X) = X122 2 (o TN
p(X) oc o7 O ¥ € (¢ )
« ) 02 Op® O N
0 _ @7 e 09" J
vaii d¢(axj) N {8xi8xj oxt Oxd Las Ow}a?ﬂ i
En effet
) 0% 9
2 _ — y - =
Vo delg5) = Vi 58,5 °%
IR R T
T w0y P o Y oyt 0 Y
0?0 0P 0™ 0
= w0 97 ° P T a7 0 Vot 0y8) °F
2,0 8 a N
— 0" g aiago | op. O

0700 07 ¥ T 0wi ozt o8 oy
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Remarque 3.1.1. Soient M, N deux variétés différentiables, X,Y € I'(TM), V,W € I'(TN)
et ¢ : M — N une application différentiable; Si X et V ( resp. Y et W) sont p-conjugué
1.e.

dp(X)=Vop e do(Y)=Wop,
alors

Vido(Y) = (VyW)op.

Proposition 3.1.1. Soit ¢ : M — N une application différentiable. Si VY une connexion
linéaire compatible avec une métrique h sur N, alors la connexion linéaire V¥ est compatible

avec la métrique hy, sur ¢ 'TN. C’est a dire, pour tous X € T(TM) et V,W € I'(¢p"'TN)
on a

X (ho(V,W)) = hy(VEV, W) + hy(V, VEW) .

Preuve : Soient X € [(TM), V,W € T(¢"'TN) et X,V,W € I(TN), tels que

dp(X)=Xogp | Vop=V et Wop=W
alors,
X(h(V.W)) = X(h(V,W)oy)
= X(h(V,W))ogp

= WYV, W)op+h(V,.ViW)oy
= ho(VEV.W) + hy(V,VEW).

Proposition 3.1.2. Soit V¥ une connexion sans torsion sur N, alors
Vide(Y) = Vidp(X) + dp([X,Y]),
pour tout X,Y € I'(TM).

Preuve : Soit V,W € I'(T'N) deux champs de vecteurs p-conjugué avec X et Y respec-
tivement . On a
[V,W]op=dpo[X,Y]
VW = ViV + [V, W]
d’ou
Vida(Y) = (ViW)og
= (ViV+[V.W]))oy
= Vide(X) + de([X,Y])
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3.1.2 Seconde forme fondamentale

Définition 3.1.1. Soient (M, g), (N, h) deuz variétés Riemannienne et v : (M,g) — (N, h)
une application différentiable de classe C*°. La seconde forme fondamentale de ’application
@ est la dériveé covariante de la 1-forme vectoriel dy, définie par

Vdp(X,Y) = Vidp(Y) — de(VXY),
pour tous X,Y € I'(T'M).

Propriété 3.1.1. Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application différentiable. Alors la seconde
forme fondamentale de l'application ¢ est une forme vectoriel C*°(M)-bilinéaire symétrique.
C’est a dire :
(Vdp)(a.X,8.Y) = afB(Vdp)(X,Y)
(Vdp)(X,Y) = (Vdp)(Y, X)
pour tout o, B € C°(M) et X,Y e (TM).

Preuve :
e On a:

Vdp(a.X,8.Y) = Vi, dp(BY) - dp(VI BY)
= aV%B.do(Y) —dp(a.VYBY)
= afVide(Y) +a.X(8)de(Y) — dp(afVYY + a.X(B)Y)
— aB[Vde(Y) — dp(THY)

e En utilisant la Proposition 3.1.2 on a :
Vdp(X,Y) = VEdp(Y) - dp(VAY)
Vidp(X) + dp([X,Y]) — dp(VXY)
= Vidp(X) — dp(Vy' X)
= Vdo(Y,X),
]

Proposition 3.1.3. Soient ¢ : M — N et p : N — P deux applications différentiables
entre des variétés Riemanniennes, alors

Vd(y o p) = dy(Vdp) + Vdy(de, dp) .
Preuve : Soit X,Y € ['(T'M),

Vd(op)(X,Y) = V¥d(op)(Y) —d(top) (VYY)
= VPdp(dp(Y)) — di(dp(VYY))
= ng(dw()())d@/f(d@(y)) - d@b(d@(V%Y))
= Viodt(de(Y)) — dp(de(VYY))
= Vdi(dp(X),dp(Y)) + dip(Vixde(Y)) — dib(de(VXY))
= Vdy(do(X),dp(Y)) + dyp(Vdp(X,Y)).
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Définition 3.1.2. Soient (M, g) et (N,h) des variétés Riemanniennes. Une application
©:(M,g) — (N, h) est dite totalement géodésique si Vdyp = 0.

Remarque 3.1.2. ¢ : (M,g) — (N, h est totalement géodésique si et seulement si pour
toute géodésique v : I € R — M alors la courbe ¢ oy est une géodésique sur la variété N,
e

vy =0, = VI goy=0

Définition 3.1.3. Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application de classe C*. La trace de la
seconde forme fondamentale de [’application o est appelé champ de tension de l’application
p, noté par

7(p) = try,Vde. (3.1)

Remarque 3.1.3. Relativement a une base orthonormée (e;) sur M on a

T(p) = VEdp(e;) — dp(Vie;),

Si (%) (resp (%)) est une base locale de champs de vecteurs sur M (resp sur N), on a :

o) = (V5 dolom) — del V% 1))
-9 (aiig; %ﬁﬁgif w 90_8@% %)a%w‘ (3:2)
O 5522 3 T o= o ). @3
(Vdep)i; = (V‘P dp(55) = dp(Via ;ﬂ)
B %iig; %ﬁz ?;; Fag © @—%Ij‘é)a%w- (34)
(Vi) = gt g gia‘ Fag o0 = 83@: Ly (3:5)

Proposition 3.1.4. Soient ¢p : M — N et p : N — P deux applications différentiables
entre des variétés Riemanniennes, alors

T(Y o @) = dy(7(p)) + trgVdi(de, dp). (3.6)

3.1.3 Cas des sous-variétés

Soient (N, h) une variété Riemannienne et M une sous-variété de N. Alors le champ de
tenseur g : ['(TM) x I'(TM) — C°°(M) défini pour tous X, Y € I'(TM) et p € M par

g(Xv Y)p = hp(XlH Y;?) )
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est une métrique Riemannienne sur M, appelé la métrique induite sur M par h.
Pour tout p € M on a
T,N =T,M & T,M~,
ou,
T,M* ={veT,N|hy(v,w)=0,Yw € T,M}
VoeT,N FWw'eT,M IlvteT,M+ | v=0v" +0t.

Remarque 3.1.4. Soient X € T'(TM) et X € T(TN) un prolongement de X (i.e. X|y = X).
Si VN (resp VM) désigne la connexion de Levi-Civita associée & la métrique h sur N (resp
sur M), alors

VY =(VEY)T | XY eT(TM),

est la connexion de Levi-Civita associée d la métrique g sur M, qui indépendent de choix de
prolongement.

La deuxiéme forme fondamentale de M sur N est donnée par
BX,Y)= (VY)Y | X YeIl(TM),
et la courbure moyenne est donnée par

H =trace B.

Définition 3.1.4. Une sous variété M d’une variété N est dite minimale st sa courbure
moyenne est nulle (H = 0).

Remarques 3.1.1. .
1) Soiti: M — N l'injection canonique, alors la deuziéme forme fondamentale de i coincide
avec la deuxiéme forme fondamentale de M sur N, c’est a dire

Vdi(X,Y) = B(X,Y) = (VIY)" XY eDl(TM).
2) Soit N € T(TM™), on a
g(Vdi(X,Y),N) = —g(Y,VIN) XY eT(TM). (3.7)
3) Dans le cas ot M est une hyper-surface de N et N € T(TM*), on a
Vdi(X,Y) = g(Vdi(X,Y),N)N .

En effet, pour prouver (2), soit p € M on a

g(Vdi(X,Y),N) = g(VFY)"N)
= g(vgyaN)—g((vgY)TaAO
= g(V%Y,N)
= X(g(Y,N)) - g(Y,VIN),
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Si (¢¢(p)); est une courbe sur M, définie au voisinage de 0 € R, telle que X, = %gpt(p)\tzo,
on a

X0V N) = o7 N o @ulp)lics

d
Egsot (p) (Y% (p)s N‘Pt (p)) |t=0

d
= Eh%(p) (Ysot(p) ) Nsot (p)) |t:0

= 0.
(3) découle immédiatement de (1) et (2).

Exemple 3.1.1. Si M = " C R"*! désigne la sphere unité et N = 31 2= le champ de
vecteur normal a la sphére, alors

Vdi(X,Y), = —g(X,Y),N, X,YeDl(TM) ,¥peM. (3.8)

g(VAi(X,Y),N), = —g(X,Y), XY €D(TM) ,vpelM,
en effet, ceci découle de la formule 3.7 et de la relation
VETN =X, VX e D(TR™).

Définition 3.1.5. Troisiéme forme fondamentale
Soit v : (M"™, g) — (N™, h) une application de classe C*.
La troisieme forme fondamentale de o est la dérivée covariante de Vdy , elle est définie par :

ou X,Y,Z € T(TM)

Proposition 3.1.5. Contrairement a la seconde forme fondamentale, la troisiéme forme
fondamentale n’est pas symétrique, nous avons :

V2dp(X,Y, Z) = V2dp(Z,Y, X) + dp(RY(Z, X)Y) — R (dp(Z), dp(X))dp(Y).  (3.10)

Preuve :
par définition nous avons :

V23do(X,Y,Z) —V?dp(Z,Y, X) = Vx(Vdp(Y, Z)) — Vdp(VxY,Z) — Vdp(Y,Vx Z)
= Vz(Vdo(X,Y)) + Vdp(V2Y, X) + Vdp(Y, V2 X),
en utilisant la deuxiéme forme fondamentale, un calcul direct donne :
V2dp(X,Y, Z) = V2dp(Z,Y, X) = Vx(V5dp(Y) — dp(V2X)) = V5dp(VxY)
+dp(VzVxY) = Vg ,do(Y) +dp(Vy, zY)
— Vz(V%dp(Y) —dp(VxY)) + Vidp(VzY)
—dp(VxVzY) + Vg, xdp(Y) — dp(Vy,xY),
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il suit que :
= VEVZdo(Y) = Vidp(VzY) — Vidp(VxY)
+dp(VzVxY) - VXZdSD(Y) +dp(VyyzY))
—dp(VxVzY) + dp(Y) — dp(Vy,xY)
— V5 VZde(Y) + dso(VZVXY) Vo zde(Y)
+dp(VvyzY) = VEV5dp(Y) — dp(VxVzY)
+ Ve, xdo(Y) — dp(Vy,xY)
— dp(VVxY —VxV,Y + Vg, 7Y
= VxVzY) = (VZVide(Y) = VEVZde(Y)
+ Vo, z2de(Y)) = VG, xdo(Y),
alors
=dp(VzVxY = VxVzY +Vix7Y) — (V5 VLde(Y)
— VEVEdp(Y) = Vi xde(Y).
Du fait que :
VzVxY = VxVzY +Vix Y = RM(Z, X)Y,
et :

VEVEdo(Y) = VEVZdp(Y) = Vi, qde(Y)) = R?(Z, X)de(Y)
= RN(dp(Z), d(X))dp(Y),

nous obtenons le résultat :

V2dp(X,Y, Z) = V2dp(Z,Y, X) + dp(RY (Z, X)Y) — R (dp(Z), dp(X))dp(Y).

3.2 Equations d’Euler-Lagrange
Soit U un ouvert de R". Le lagrangien sur U est une fonction de classe C* :
L:(x,y,t) € UxR" X [ty,ta] — L(z,y,t) € R.

Etant donné deux points z1, x5 € U, le probléme variationnel associé consiste a chercher les
courbes ¢ : [t1,ts] — U tracées dans U, telles que ¢(t1) = x1 et ¢(t3) = x9, qui minimisent
la fonctionnelle énergie :

Bp) = /: L(0). Z—f(t),t) dt. (3.11)

Pour caractériser la fonction ¢ : [t1,%s] — U, on considére la variation p,(t) = ¢(t) + sv(t)
oll s € (—¢,€) et v(t) une fonction non nulle, sauf aux bornes t; et to, on alors :

v(t) =v(te) =0, @s(t1) =p(t) =21 et ps(t2) = p(tz2) = 2.
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Théoréme 3.2.1.
d b2 oL dy 0 (0L de
B, / (o0, 5 (20, G 0.0) = 55 (5, (20 G 02)))
ou <, >gn désigne le produit scalaire standard sur R™ et
8_L_<@_L 8_L) @_L_<@_L @_L>
or  \O0z1’"7oan/ 7 oy \oyl' " oyn
Démonstration. Soit ¢ : (—€,€) X [t1,ts] — R™ Iapplication définie par :
¢(s, 1) = @s(t) = o(t) + sv(t). (3.12)
D’apres (3.11) et (3.12), on a :
d 29 0¢
SE@| = [ g(otn e (3.13)
comme
0 0o B ¢’ oL 0o
5 L0050 (50:1) = Z_: e (50 5 (900 3 (50.1)
¢’ oL o¢
+;@( 5 ) (51 5 (0060, 5.0, 1). (314)
En intégrant par parties, on trouve :
¢’ oL 0o
/tl ; 85( o) 51 dy (9600 5 os1).1)
b2 8¢’ oL ¢
_ Z/l o (5.1) 5, (o(s.1), o (s0) t) dt
8(# oL 8(b to
Z 55 (1) 5 (0050, 5 (5.0 ) |
" [ 9g d /0L D¢
_; ) E(s,t)§< 5y <¢(s,t) = (6.8), t))dt. (3.15)

d’aprés les formules (3.12), (3.13), (3.14)

d
—E(ps
7 (¢s)

et (3.15), on obtient :

o= [0 0 F0), o
(0 (60 01),

- o0 g5 (5 (o0 01)))

to
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comme v(t;) = v(ty) = 0, alors

]

Théoréme 3.2.2. La courbe ¢ : [ti,ts] — U est un point critique pour la fonctionnelle
énergie E(p) si et seulement si :

g_i’ (00, ‘;_f(t),t> - %@_5 (0. é—f(t),t)) —0. (3.16)

Ce systéme de n équations différentielles du second ordre s’appelle systéme d’équations d’Fuler-
Lagrange.

Exemple 3.2.1. Soient U un ouvert de R", L : U x R"™ X [t1,t5] — R définie par :

L('I7y7t) = 37

ici le lagrangien représente ’énergie cinétique.

-4 [ ()

le systeme (3.16) est réduit a l’équation

d*p

az =

les solutions des équations d’Euler Lagrange sont les droites affine (géodésiques) :

o(t)=at+0b, a,beR"
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3.3 Applications harmoniques

3.3.1 Applications harmoniques

Définition 3.3.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C* entre deux
variétés Riemannienne de dimensions m et n respectivement. On appelle la densité de ¢
lapplication

6(@) M — RJra

définie pour tout x € M par
1
e(9)(z) = gldespl

ou |d,p| est la norme de Hilbert Schmidt de la differentielle d,p de ¢ au point x. Si {e;}1<i<m
est une base orthonormée de T, M, on a

|datpl* = trgp*h
— Zh(szO(ei);dx‘p(ei))
=1

St {x' <icm et {y*}i<a<n sont les coordonneés locale autour de x € M et p(x) € N respec-
tivement, alors

i 00% Op
|daol? = g/ 57 |7 57 l2hes ()

L’énergie de 'application ¢ sur un domain compact D dans M est définie par

1
B(.D) = [ ety =3 [ 1ol
D D
Une variation de application @ est une application de classe C*°,
¢:Mx(—ee) — N , €>0
(@,t) — @)

telle que (¢;) est une famille des applications de classe C* sur M, et oy = . Soit v €
(¢~ 'TN) définie par

oe) = o)l

= do(0 d

)@ € To@ N

Définition 3.3.2. Application harmonique.

Une application ¢ : (M, g) — (N, h) de classe C™ est dite harmonique si

d
EE(% D)|i=0 =0

pour tout domaine compact D dans M et toute variation (@) d support inclue dans D.
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3.3.2 Premiére variation d’énergie

Proposition 3.3.1. Soient ¢ : (M,g) — (N, h) une application différentiable et (¢;) une
variation de @ d supports inclue dans D. Alors

GEuDllco = [ hwr(e)u,

ot v(z) = Zoy(x)|i=o et T(p) = tryVdyp est le champ de tension de Uapplication .

Preuve : Soit {¢;} une base orthonormée sur M et {<} base sur (—¢, €), alors {(e;, 0), (0, %)}

est une base locale orthonormée pour la métrique dlagonale sur la variété produit M x (—e¢, €),

et on a le crochet de Lie [(e;,0), (0, 4)] = 0, pour tout ¢ = 1, ...,m, on a dé(e;,0) = dgo(ei) et

do(0, dt) = v. En effet, remarquons que

do(e;,0) : M x (—e,e) — TN |

do(€i,0)(z0) = dado(es]s) + dodz(0) ( formulede Leibniz )
dx¢0(ez|:(:)
dzp(€ils)

et
d
dﬁb(O,%)(m,o) = dngO(Ol )+d0¢x( |t 0)

= (),

avec ¢o(z) = ¢(x,0) et ¢, (t) = ¢(x,t). Donc,

d 1d
%E(gota D)|t:0 - 5% D h<dgpt(ez)7 dwt(ei))vgh:c’
1d
= 5% h<d¢(ei70)7d¢(6i70))vg|t:0

_ / h(do(e:, 0), do(e;, 0)) | —ovg

- / (V‘f 1,d9(€;, 0), dp(es, 0))]i=0v,
D dt

HVE, 160, ), db(e0, 0)cory

h(v(]i\cfp(ei)v7 dip(ei))vg

I
ST—ST—s—

h(Vfiv, de(ei))v,
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Soit w(x) = h(v,dp(x)), 1-forme sur M, alors

divw = (Vew)(e)
= ei(w(e)) —w(Veei)
= ¢;(h(v,dp(e;)) — h(v,dp(Ve,ei))
= Vi, dp(e)) + h(v, (),

et comme [ pdivwv, = 0, on obtient

%E(WtaD)ltzo = —/Dh(vﬁ(%p))“g

Théoréme 3.3.1. Une application différentiable ¢ : (M, g) — (N, h) est harmonique si et
seulement si T(p) = 0.

3.3.3 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 3.3.1. Toute application constante ¢ : (M, g) — (N, h) est harmonique.

Exemple 3.3.2. Le seconde forme fondamentale de ’application identité,
Idy : (M, g) — (M, g) est nulle, c’est a dire Idy; est totalement géodésique, donc Idys est
harmonique.

Exemple 3.3.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout fonction f: M — R et
(e;) une base orthonormée sur M on a

T(f) = tr,Vdf
= Vdf(e,, 62')
= Vidf(e) = df (Vile))
= ei(ei(f) = (Vele)(f)
= ¢(Ve,gradf,e;)
= div(grad f)
= A(f).

Exemple 3.3.4. Soit R" muni de la métrique canonique gy et soit ¢ : (M,g) — (R", go)
une application différentiable, o(z) = (p'(x), ..., 0" (z)). d’aprés la formule 77 et comme
¥Tl;=0,0na
0% Oy M0
) Gt c— Ik
T((p) g (axlaaﬂ Oxk z])ay,y °y,

c’est a dire,
T(p) = (A(p"), - D(e™),

d’ot Uapplication ¢ est harmonique si et seulement si A(p®) =0, a = 1,...,n, c’est a dire
©® sont des fonctions harmoniques.
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Exemple 3.3.5. Soit M =|a,b| un intervalle sur R. Alors la courbe 7 :Ja,b|— (N", h) est
harmonique si
dQ a d ,Gd é
" wpg
dt? dt dt
donc, v est harmonque si et seulement si c’est une géodésique.

Exemple 3.3.6. Soit S une surface dans ’espace euclidien R3, et soit :
2 (QJ < >R2) - (R37 < >R3)7
une paramétrisation locale de S, ot Q0 un ouvert de R%. Supposons que :

52 =lal (ot

Alors, S est minimale si et seulement si p est harmonique. En effet, notons :

le vecteur unitaire normal,

2
E:L—
ox

2 2 2
= <N’ %>R3, /= <N’ (983:—{;’;/>R3’ 9= <N’?)_yf>R3'

_leG+gE-2fF
2 EG-F?

la courbure moyenne de S. D’autre part :

2 2
<?)_Sx077(¢)>1[@3 - <%7%>R3+<%7%>R3

<3_¢ @2_90> _<02s0 0_s0>

Ox’ Ox? /rs Oxdy’ Oy / re
10 8_(,0 2 1 0 8_90’2

L= la

on obtient :

29z 0x 20x1 0y

<g—§,7(¢)> - 0.

R3

Par conséquent T(p) est normal a la surface S et on a :

_etg _ <N,T(¢)>R3‘

H
2K 2F
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Exemple 3.3.7. Soient N une variété Riemannienne et M une sous-variété de N.
Sii: M — N est linjection canonique, alors la sous-variété M est minimale si et seulement
si 1 est harmonique. En effet, en utilisant la Remarque 3.1.3 on a

Vdi =B,
d’ou, T(i) = H = traceB.
Exemple 3.3.8. Soient (M, g) et (N, h) des variétés Riemanniennes. Si o : M — N est un

plongement régulier isométrique, c’est a dire, ¢ est un plongement régulier tel que pour tout
peM, XY el'(TM) on a

9p(Xp, Yp) = ho) (dp(X,), dp(Y)) -

Alors, (M) est une sous-variété de N, de plus (M) est minimale si et seulement si ’appli-
cation o est harmonique.

En effet, si V*M) est la connexion de Levi-Civita associée a la métrique induite par h sur
©(M), et B désigne la deuxiéeme forme fondamentale de (M) sur N, alors

B(dp(X),dp(Y)) = (Vauuxde(Y))*
= szi\;(X)d(P(Y) - (Vfi\;(X)dQD(Y))T
= Vide(Y) - ViR de(Y)
= Vidp(Y) - dp(VYY)
= Vde(X,Y) ., X, YeTI(TM),

Soit (e;) une base orthonormée locale sur M, comme Uapplication ¢ est isométrique, on a
(dp(e;)) une base orthonormée sur (M), d’ot

H = traceB ( courbure moyenne)

= B(dy(e;),dy(e;))
= Vdp(e;, ;)

= 7(p).

Exemple 3.3.9. Soit M une variété Riemannienne et g la métrique Riemannienne induite
sur la sphere unité S™ par linjection canonique i : S* — R Soit ¢ : M — S™ une
application de classe C™, posons ¥ = io0 ¢ : M — R"1 alors ¢ et harmonique si et
seulement si

() = —|dy[*y.
En effet, d’aprés la proposition 3.1.4 on a
T(¥) = 7(i 0 p) = di(7(p)) + tr Vdi(dp, dyp)

donc , ¢ et harmonique si et seulement si

T(Y) = trVdi(dp,dp)

= Y Vdi(dg(e:), dg(e))

=1
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ot (e;) est une base orthonormée de T, M, x € M, en utilisant la formule 3.8 on obtient

m . n+1 ' a
W) = = gldpe). dole)No ol N =Y aio
=1 =

= =2 lde(e)e(@)  Naw = (@)
= —|dp|*(x)
= —|dyPy(x).

Remarque 3.3.1. La composé de deux applications harmoniques n’est pas en générale une
application harmonique. En particulier si ¢ est harmonique et si 1 et totalement géodésique
c’est a dire (Vdy = 0), alors 1 o ¢ et harmonique.

Exemple 3.3.10. Soit l'application,
¢: (R, dz*) — (R? dz®+ dy?)
x +— (z,0),
on a,

o*x 0%0
T(p) = (E’ w)
= 07
et soit l’application,
G (R e+ dy?) — (R,d=?)
(z,y) — 2° =y,
on a,
() = A)
0? 0?
v o
dz?  dy?
= 2—-2=0,

alors les deuz applications ¢ et 1 sont harmoniques, mais remarquons que la composé,

Yoyp: (R dr*) — (R,dz?)

r — 22,

est non harmonique, T(1) o p) = 2.
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3.3.4 Tenseur énergie-impulsion

Le tenseur énergie-impulsion est introduit par P.Baird et J. Eells [1]

Définition 3.3.3. Soient (M™,g) et (N™, h) deux variété riemanniennes et ¢ : M™ — N™
une application C, Le tenseur énergie-impulsion S(¢) associé a ¢ est un teneur de type
(0,2) sur M, défini par :

S(¢) = e(d)g — ¢7h.
Lemme 3.3.1. Soit G = (gij)i; une matrice symétrique carré d’ordre m. Si G = (g”);;
désigne la matrice inverse de G, alors :

0 - b
7 gm — _gmgz
agab( )

pour tout 1,5 = 1,...,m.

Preuve : de I’égalité : B
GG = (97).(9i) = Id

%(g“).(gzj) = —(g“)-ajab(giﬂ
— —(g").0u (3.17)

ol 4, désigne la matrice (5;‘6;’),] De la formule 3.17, on déduit :

0

Do (97) = —(9")-0m(g")
= —(g"g"
= —(9"¢")
| ]
Lemme 3.3.2. Si G = (g;;)i; est une matrice symétrique carré d’ordre m, alors :
i(det(gij)) = cofacteur(gap)
agab
Preuve : Si A; = (gi1, ..., gim)" désigne la iéme colone de la matrice (g;;), alors :
0 0
G (det(g) = o (det(Ar, ey )
= det( 0 A Apm)) + ...+ det(A iA ))
= agab 1y eveey Ly Ty eeeey 8gab m
0
= det(Ay,...—(Ay),..., A,
6( 1 agab< ) )
= det(Ay, ..., (A%, ..., A)
= cofacteur(gqp)
ot Ab = (0,...,1,...,0)". n
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Lemme 3.3.3. Soent (M™, g) une variété Riemannienne et (g,), € @*T*M une variation
réguliére de la métrique g (go = g), alors :

0 9
_ T* M

En effet, localement on a :

Gu() = g4 (u, r)ds' @ dx’
d’olt 5
(09):(x) = %(gij(u,a:))]u:odxi ® dr’ € @*T*M
Proposition 3.3.2. Soient (¢ : M — N une application C* entre deux variétés Rieman-
nienne (M™,g) et (N", h). Si (gu)u est une variation C* de la métrique g sur un domaine
compact M, alors la prmiére variation d’énérgie de ¢ respectivement a la variation (g,), est
donnée par :

dE 1
o= 3 [ < 506080 > 09 3.15)

ot localement S(¢)i; = e(d)gi; — (¢*h)ij et < S(¢),09 >= g"¢*S(¢)i;0Gap-

Preuve :

dE(¢)| - /d€(¢)vgu|
du "0 v du u=0

= /M(M)@ab

agab
e(¢) / Iy
== ) a + ) a
/]\4 agab Jabs M e(¢) agab Jab

Utilisant le lemme 3.3.1, on obtient :

de(9) 1 0g; 8
77— Y A ha
agab 2 agab¢ ¢ 7

]' wa ] o

= —59"9" 076 hap
1o

= —égmgjb(gb h)ij (3.19)
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De la formule v, = (det(gij))%dxl....dxm et le lemme 3.3.2, on obtient :

@vg - 1 1 o 1 .
Gab - Q(det(gw)) 8gab(d€t(gz]))dx .dx

1
= 5(det(gij))_lcofacteur(gab) (det(gij))édxl....dxm

1 1
= §g“b(det(gij)) idat....dz™

1
— §gabvg
1 ia jb
= 599 9ijY% (3.20)
La preuve se termine par substitution des formules 3.19 et 3.20 dans 3.18. [

Théoréme 3.3.2. Soient (¢ : M™ — N™ une application C™ entre deux variétés Rieman-
nienne (M™, g) et (N™, h), alors :

h(7(¢), d¢) = —div(S5(6)). (3.21)

e:VX e (TM), on a
W7 (¢), db(X)) = —div(S(9))(X).

ol

div: ("M @ T*M) — T(T*M)
o +— div(p) = trace(Vo)

Preuve : Si {X;}; (resp {e;}; ) désigne une base locale ( resp orthonormale), alors :

div(S(¢)) = g7 (Vx,(S(9))(X))
= XYV (S(¢))(e)
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soit x € M et (e;) une base locale orthonormale telle que (V,e;), = 0, alors

div(S(9)(¢;) = Y (Ve(S(@))(eirey)

i

= D (Va(S(@)(eie;) = Y (S()(Veeines) = Y (S(9)(er, Verey)

= Z(vez(s<¢) (eia 6]‘))
= Z el ez, e]
= Z ei(h(d(er), do(er))g(ese5)) = > e(h(de(e:), dd(e;)))

%

_ Z h(dd(er), dp(er))d? = ei(h(dd(es), dg(e;)))

7

- Z h(do(er) d¢<ek)))—2 ei(h(do(es), do(e;)))

k

= > WV de(ex), do(er) Zh (V2 dg(e;), do(e;)) Zh de(e;, V2 d(e;))
k

= —h(7(¢), dg(e;)) +Zhv<ﬁd¢<ez> do(e;) Zhdcﬁez,v%(e]))

= —h(7(¢),do(ej)) (Vd’d(b est symétrique).

Corollaire 3.3.1 (Loi de conservation). Le tenseur énergie impulsion d’une application har-
monique ¢ : M — N est de divergence nulle

7(¢) = 0= divS(¢) =

Corollaire 3.3.2. Si ¢ : M — N est une submersion sur un ensemble dense, alors ¢ est
harmonique si et seulement si divS(¢) est nulle

7(¢) = 0 & divS(¢) = 0

3.3.5 Meétrique critique

Définition 3.3.4. Soit (M™, g) une variété Riemannienne compacte orienté. Une métrique
Riemannienne critique est un point critique pour la functionnelle :

H(g = / 15,20,
M

ou S, désigne la courbure scalaire de (M, g) et v, désigne ’élément volume mesurer par g.
Localement si on note par (;)i2, les coordonnées locale sur M et Ricj; les coordonnées
du tenseur de Ricci associé a g, alors g est une métrique critique, si et seulement 8L 0N G :

mViVng — mSgRicfj — (ASg)gn + S;gm =0 (322)
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(For more details, we can refer to [15] and [92])

3.4 Déformation conforme

3.4.1 Deéformation conforme de la métrique de départ :

Proposition 3.4.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une appliction de classe C* et g = e*g
une déformation conforme de la métrique g. Alors le champs de tension de ¢ associé a la
nouvelle métrique g est donné par :

(p) = e 7[r() + (m — 2)dp(grady)] (3.23)

Preuve : :
Soit (e;)1<i<m une base orthonormale associe¢ & la métrige g. Par définition du champ de
tension (Définition 3.1.3), on a :

m

(p) = Y {Vidp(@) — dp(VEE)} = Z{Vd@(e)dw &) — dp(VY &)} (3.24)

%

oue; =e e, i =1,...,n, est une base orthonormée relativement & la métrique g.

Calculons chaque terme de I'équation (3.24) :
1)On a N N N
Ve = Venee Tep=e 2 —ei(y)e; + Ve (3.25)

D’aprés le Corollaire 1.5.1 ( formule 1.27) on obtient :

%gei = Ve + 2¢;(v)e; — gles, €;)grad()

3.26
= Vilei+2ei(y)e; — grad(y) (320
En remplacant (3.26) dans (3.25) nous obtenons :
6%& =e P [VYe + e;(7)e; — grad(v)]
> Ve =y Ve + (1 —m)grad(y)]
d’ou . .
> dp(VEE) = e[ dp(Vie:) + (1 - m)dp(grady)]. (3.27)

2) On utilisant les propriétés de V¥, on obtient :
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VEdp(@) = e TVE e Bdp(er)
= e [—e;(7)dp(e;) + Ve dp(e;))- (3.28)
= e [—dp(ei(v)es) + VEdip(e:)]
d’ou
ZV do(e;) =e” ZV“" de(e;) — dp(gardy)]. (3.29)
Remplagons (3.29) et (3.27) dans I’égalité (3.24), nous obtenons :

7(p) = e [1(p) + (m — 2)dp(grady)]

Remarque 3.4.1. Si la variété M est de dimension 2, alors toute application harmonique
reste harmonique, par changement conforme de la métrique de départ.

Exemples 3.4.1. Soit R? (resp R?), muni de la métrique euclidienne, et soit l'application ¢
définie par :

Q: R3 — R?
(xluanx:ﬂ) — (\/ l’%‘f“l‘%,l’g) ’

en utilusant les coordonneés cylindriques dans R3, Uapplication ¢ s’écrit :

Y R3 — R3 — R?
(r,0,23) —— (rcosf,rsinf,x3) +— (/22 + 2% x3) = (r,x3) "’

donc
o(r,0,x3) = p(rcosd, rsinb, x3) = (r, x3).

1 00
d(r,@,mg)@ = ( 0 O 1 )

En coordonneés cylindriques, la métrique de R® est donnée par :

grs = dr® + r*d0* + dx;

de base orthonormale :

L0 1o 0
YWor 0 TP a0 0 7T Bay
tels que
1
[61,62] = —[61762] = —;62 ) [eivej] =0
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pour tout (i, j) & {(1,2),(2,1)}
R? est muni de la métrique euclidienne :
gre = dr® + da3,

de base orthonormale

0 0
Ji= o fa= 975
De la formule de Kozul, on déduit :
1
Veger=0 5 Ve = —;61 i Vees=0 et Vg f;=0

pour tout 1,5 = 1, 2.

De la formule du champ de tension, on obtient :

9
or

%I»—l

() =

donc ¢ est une application non harmonique.
Soit grs = €¥grs , une déformation conforme de ggs, oty = v(r) dépend uniquement de r.

D’aprés la formule (3.23) de la Proposition 3.4.1 on a :

T(p) = er (908)+( —2)d908(gmd7)]
. /
= e [;EerSO( (7")5)]
= T ()

avec grady = 7’(7’)%

Ainsi ¢ est harmonique pour la métrique ggs, si et seulement si

¥ ) =1,
1) = In(%)

3.4.2 Deéformation conforme de la métrique d’arriveé

Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*> entre deux variétés rieman-
niennes et h = e27h, une déformation conforme de la métrique d’arriveé h .
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Proposition 3.4.2. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*. Si h=e"h
est une déformation conforme de la métrique h, alors :

VLV = VSV + X(y0 o)V + V(7)dp(X) — h(dp(X), V)[grad(y)]op

(3.30)

pour tout X € D(TM) et V € D(¢'T'N). O V¥ (resp V¥ ) désigne la connezion du
fibré inverse T(p~ T N) relativement a la métrique h ( resp h).

Preuve : Soient X,V € I'(TN) tels que X o ¢ = dp(X) et V o = V. Des formules 2.7

et 1.27, on a :

ViV

= (ViV)op
= [VgV+ XV + V()X = (X, V)grad(y)] o ¢
= VSV 4+ XV + V()X — (X, V)grad()] o ¢

= VLV +do(X)(0)V + V(7)dp(X) — h(de(X),V)[grad(y)] o ¢
= VRV +X(yo)V +V(y)de(X) — h(dp(X),V)[grad(y)] o ¢

De la Proposition 3.4.2, on a :

Proposition 3.4.3. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*°. Si h=eMh
est une déformation conforme de h, alors :

7(p) = 7(p) + 2dp(gradar(yop)) — |dg|* (grady (7)) op.

Preuve : Soit (e;);=1, ., une base orthonormée de (M, g), ona :

T(p) =

tmceg%dgp

> _{Vidple) — dp(Viie)}

> AVEdp(es) = dp(Vile} + 3 ey o p)di(es) + dplen)(7)dp(eq)}

i=1
m

= {h(dp(e:), de(es))[grad(y)]op}

=1

() + Y _{2ei(y 0 p)dp(es) + —h(dp(e:), de(e:))[grad(y))ow}

=1

() + 2dp(grad(y o ©)) — |dg|*[grad(y)]op}
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3.4.3 Applications conformes

Définition 3.4.1. Soient (M™, g) et (N™, h) deuzx variété riemanniennes, une application
¢ : M™ — N" est dite conforme s’il existe une fonction A : M — R de classe C*° telle que
pour tout X,Y € I'(T'M), on a :

h(dg(X),do(Y)) = Ng(X,Y)
La fonction \ est appelée fonction de dilatation associée a ¢.

Proposition 3.4.4. S5i ¢ : M™ — N™ est une application conforme, alors :
1 1
= Z | doé |P= Zm)?
e(6) = 5 | do = S
Preuve : Soit (e;) une base locale orthonormale, on a :

o@) = 33 h(doe).doler)

1

m
)2
2

Lemme 3.4.1. S5i ¢ : M™ — N™ est une application conforme, alors :

(m — 2)\2

S(8) = 15

g

Preuve : Soit (e;) une base locale orthonormale, on a :

S(@)(eire;) = e(@)glei e;) — h(dp(es), dp(e;))
1

= gmNgleie5) = Nglei e;))

= (5m¥ = ¥)gleie))

Proposition 3.4.5. 57 ¢ : M™ — N™ est une submersion conforme, alors le champ de

tension est donné par :
7(¢) = (2 — m)do(gradln \)
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Preuve :(version 1.)
Soit {ey, ..., €, } une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d'un point = € M telle
que Vi‘fej = 0 au point x, pour tous i,j € {1,...,n}. Au point x, on a :

hr(e) deles) = D h(VEdg(en), dio(e))

— i {ei (h(dgo(ei),d@(ej))> - h(d“)(ei)’véd‘p(ej))}'

Puisque ¢ est conforme de dilatation A et V¢ dop(e;) = V¢ dp(e;), alors :

h(7(p),dp(e;)) = z”: {ei()\2)<g(ei>€j)> - h(d¢(€i)>vfjd<ﬂ(ei))}

i=1

- 1

— Z {2)\2 (g(ei(ln e, ej)> - iej(h(dcp(ei), dgp(ei)))}

i=1
= 2\%g(grad” In ), e;) — nA%e;(In \)

2>\2g(gradM In\),e;) — n)\2g(gradM In\),e;)
= (2—n)N?g(grad” In)),e;)
= (2 —n)h(dp(grad™ In \), dp(e;)).

"
Preuve :(version 2.) Soit (e;) une base locale orthonormale, du Théoréme 3.3.2, on a :

—h(7(¢),do(e;)) = div(S(9))(e;)
= Z(veiS<¢))(eiaej)

i

= > e(S(@)(ei )
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h(r(0).dote)) = P g(e grad(x)
~ (m — 2ales, grad(Y)
= (m - 2)%(e, )
= (m—2)\yg (e],gmd(ln)\))
= (m— 2)h(do(e,), db{grad(in)))
= h{(m — 2dg{grad(in))). do(c;)

Corollaire 3.4.1. Soit ¢ : (M",g) — (N",h) une submersion conforme, alors ¢ est har-
monique si et seulement st n = 2 ou la dilatation \ est constante.

3.4.4 Application semi-conforme

Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*°, entre deux variétés rieman-
niennes. L’espace tangent au point x € M se décompose en somme directe :

d’un espace vertical V,, = kerd¢, et d’un espace horizontal H, = V} (complément orthogonal
de V).
On note :

Cy = {z € M/dp, = 0} (3.32)

L’ensemble des points critiques de ¢.
M = M\C, (3.33)

Définition 3.4.2. Supposons m > n, Uapplication ¢ : (M™,g) — (N", h) est dite semi-
conforme si pour tout x € M,

est une application linéaire suiective et conforme.
e : il existe une fonction X : M — R* tel que pour tout X,Y € H,, on a

h(dd(X),dp.(Y)) = N (2)g(X,Y). (3.34)
Remarques 3.4.1.

Sur M, on a : X\* = L|dg|*.

La fonction X peut-étre étendue d’une maniére réguliere a M, en posant A;c, = 0.

La fonction X\ : M — R est appelée fonction de dilatation de ¢.

St m < n, alors la seule application semi-conforme est [’application constante ¢ = C'st
(M =10, Cy= M) puisque d,¢ ne peut pas étre surjectve.

Par la suite, on cosidére dans le cas semi conforme m > n.
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o 51 Cy =, alors ¢ est dite conforme de dilatation .

o Si @ est semi-conforme, alors localement, on a :

i 9¢° 8_906

M « M By _
g(grad™ o, grad™ o) =3 g 5 D

/L'7j

=\ (ho‘ﬁ o) (3.35)

pour tout a, B =1, ...,n.

Définition 3.4.3. Soit ¢ : (M™, g) — (N", h) une application semi-conforme de dilatation
A, alors :

o ¢ est dite submersion semi-conforme, si Cy = 0.
o ¢ est dite submersion riemannienne , si Cp, =0 et X = 1).

Proposition 3.4.6. Soient ¢ : (M™,g) — (N",h) et ¢ : (N", h) — (PP, k) deux applica-
tions semi-conformes de dilatations \ et p respectivement, alors 1 o ¢ est semi-conforme de
dilatation aupey = A(x).pu(P(x)).

Preuve : Remarquons que :
o HY® C H?

o dy)t o d¢ est surjective sur HY°?.
Soient X, Y € HY*%, on a :

k(de (¢ 0 §)(X), dy (¢ 0 9)(Y)) = k(dp)(dzp(X)), do(a)¥ (dued(Y)))
= 12(6(2)) h(de(X), dpp(Y'))
= 1 (6(2))- N (2)g:(X,Y)
Proposition 3.4.7. Soient ¢ : (M™, g) — (N", h) une application semi-conforme.
Si f € C*(N), alors :
AM(f o) = df(1(¢)) + N (A f) o ¢ (3.36)

Preuve : :

Soient{e; }1<;<m une base orthonormée sur M, et { f; }1<;<, une base orthonormée sur N telles
que

eten € Hy 3 eniymem €Ve 5 do(ed) = A(fio @), (1< <n)

alors d’aprés la formule (3.6) de la Proposition 3.1.4, on a :

AY(fo¢) =1(f o ¢) = df(r(9)) + Tr,Vdf (do, dp),
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Comme Vdf(do, d¢) est une forme vectoriel C*°(M) bilinéaire. on obtient :
TryVdf (dg, dp) = Vdf (dd(e;), dp(e:))
i=1

=N [Vdf (A fi, M fi)] 0 ¢

=1
=Y N[Vdf(fi, fi)l o ¢
i=1

— AL (AYf) 0,

3.4.5 Morphisme harmonique

Les morphismes hamoniques entre deux variétés riemanniennes sont des applications qui
préservent I’harmonicité.

Définition 3.4.4. soit ¢ : (M™,g) — (N, h) une application de classe C* entre deuz va-
rietés reimanniennes de dimensions m et n respectivement. ¢ est dite morphisme harmonique
si et seulement si, pour toute fonction harmonique

f:V—R
ou V est un ouvert de N tel que ¢~ (V) # @, la fonction
fog:¢7 (V) —R
est harmonique.

Théoréme 3.4.1. (Caractérisation)
Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*, alors ¢ est un morphisme harmo-
nique st et seulement st ¢ est harmonique et semi-conforme.

Voir le livre de Paul Baird [7].

Remarque 3.4.2. D’aprés la formule (3.36) de la Proposition 3.4.7, ¢ - (M™, g) — (N", h)
est un morphisme harmonique, si et seulement si, pour toute fonction harmonique f €
C>®(N),on a :

df(m(¢)) =0

Contrairement aux applications harmoniques, on a :

Proposition 3.4.8. La composeé de deux morphismes harmoniques est un morphisme har-
monique.
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Preuve : Soient ¢ : M — N et ¢y : N — P deux morphisme harmoniques, alors si
fWcP—R
est une fonction harmonique telleque ¥~ (W) # & alors :
fou:y (W) —R

est harmonique car 1 est morphisme harmonique. donc

fovod: (o) (W) —R
est harmonique car ¢ est morphisme harmonique [
Théoréme 3.4.2. Soit ¢ : (M™,g) — (N",h) une application de classe C*> entre deuz
variétés riemanniennes. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1. ¢ est un morphisme harmonique ;
2. ¢ est harmonique et semi-conforme ;

3. Pour toute fonction v définie sur un ouvert V de N tel que o= (V') soit non vide,
AM(vop) =2 (AMv) oy,
ot A\ est une fonction positive sur M.

Démonstration.

Lemme 3.4.2 ([115]). Soit yo € N, (y7) des coordonnées normales en yo et {Cy, Capla 5.-1
des constantes avec Cog = Caqg, 22:1 Coa = 0. 1l existe alors un voisinage V' de yo dans N
et une fonction harmonique v : V — R tels que :

ov 0%

8_3;‘1(%) = Ca, W(?Jo) = Cap, (3.37)

pour tous o, B,y =1,...,n.

Supposons que ¢ : (M™, g) — (N, h) est un morphisme harmonique. Munissons les deux
variétés difféerentiables M et N de coordonnées locales (z°) et (y*) respectivement, autour des
point g € M et yo = (o) et supposons que (y*) sont des coordonnées normales en yj.
D’aprés le lemme 3.4.2 il existe une fonction harmonique v telle que pour tous o, 3 =1, ..., n,
on a:

ov 0%v
a_ya<y0) - 07 ayo‘ﬁyﬂ (yO) = CapB, (338)

avec Cop = Cga €t > i Can = 0.

La fonction v o ¢ est harmonique dans un voisinage de g, d’otu :

0 = AMwoy)
= dv(7(p)) + trace, Vdu(dy, dyp)
= trace, Vdv(dy, dp), (3.39)
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Vdv = Z 5 a 5dy ®dy’ = capdy” @ dy”. (3.40)
a,B

D’aprés (3.39) et (3.40), on a :

0 = Y glgrad" ¢ grad" ¢”)c,p

a,B
= Zg grad™ ¢ grad™ ) can + Zg grad™ ¢ grad™ ©”)c, (3.41)
B
Puisque ", oo = 0, on déduit :
0= Zg(gradM o', grad™ ' con. (3.42)

D’apres (3.41) et (3.42), on obtient :

0 = Z [g(gradM o, grad™ ) — g(grad™ ', grad 901)] Con
+ Z g(grad™ ¢ grad™ ©”)c,p. (3.43)
a#p
Soient gy # 1, on pose
1, sta=0=1;
-1, sia=0=aqp;

Caf = 07 Sia:ﬁ#laao;
0, sia#p.
D’aprés (3.43), on a :
g(grad™ o, grad™ ™) = g(grad™ o', grad™ ¢"). (3.44)

C’est-a-dire, pour tout « = 1,...,n, on a :
g(grad™ ¢, grad™ o) = g(grad o', grad" o). (3.45)

Soit g # By et soit :
1, sia=aqapet f=0p;
Cap =14 0, sia#agoup#f;
0, sia=/.

D’aprés (3.43), on a :
g(grad™ o grad™ %) = 0. (3.46)

C’est-a-dire, pour tous a # f=1,...,n,on a :
g(grad™ o, grad™ ©?) = 0. (3.47)
des formules (3.45) et (3.47), on obtient :

ggrad™ ¢, grad™ o) = X* Gag, (3.48)
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pour tous o, 3 = 1,...,n, ot A\ = |grad™ ¢'|. Ainsi, d’aprés (3.35) 'application ¢ est semi-
conforme. Si v : V — R est une fonction de classe C*°, définie sur un ouvert V' de N, de la
Proposition 3.4.7 on a :

AM@wo ) = dv(r(p)) + trace, Vdv(dy, dp)
= dv(1(¢)) + N2(ANv) o ¢ (3.49)
Tenant compte que ¢ est un morphisme harmonique, de la formule (3.49), on déduit 7(p) =0

c’est-a-dire 'application ¢ est harmonique, d’ou (1) = (2). D’aprés la formule (3.49) on a
(2) = (3). Enfin (3) = (1). O
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3.4.6 Application de Hopf
Soit I’application de Hopf, définie en fonction de sa paramétrisation :
5 S CcRY — SPCR?
(cos(s)e™, sin(s)e®) +—  (cos(a(s)), sin(a(s))e @)
11 T2
$:RP — R?
(s,a,0) +— (a(s),¥(a,b))

notée en abrégé

$:8 — 52
(s,a,b) — (a(s),¥(a,b))

ot Y(a,b) = ka +1bet a:[0,5] — [0,7] telle que a(0) = 0 et a(F) = .

Soient :

ggs = ds* + cos*s da® + sin’s db?

la, métrique Riemannienne sur S® obtenue par lamatrice tD(S,ayb)gpl.D(s,a,b)gol.

hg: = da? + sin®o dyp?

la métrique Riemannienne sur S? obtenue par lamatrice D4 4)92.D(a,p) P2

a) Calcul du champ de tension 7(¢)

_ 9 L _ 18 , _ 13 « 3
o {e1 =5, 6= _—~%,€3= 57 } est une base orthonormée sur S°.

-9 =_1 9 6 2
{1 =34, fo=sa9s } est une base orthonormée sur S°.

0 0
k1
§)2 —
P

[ ] [
QL
S
g ]
2 o
&

=d(s)f1
— kSZ?’L O[ f

cos(s)

[ ]
QU
-
—~
D
[\
~—
||
R‘A
\_/
Q

Q2 _
s) 09
0 _

l sin
Y lszns f

sin(s)

Velel =0

[ J
I8
<
—~
D
w
NG
I

[ J
Q
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Ve,e2 = tan(s) 2 = tan(s)e;
Veses = —cot(s)2 = —cot(s)e;
\Y 2 % =0
Vai@ —sin(a) cos(a) 2.
Vedp(er) = a2
ZS'LTLOCCOSOé
Vi, dg(es) = —Enme 50
12sin(a) cos(a
V8 doler) - - Cmiojec) p
oo = fg

Par définition, on a :

= D _{Vido(e) = do(Vee }—Z{V pdoles) = do(VE e },

il suit que :

k? 12

7(¢) = (a”(s) + o/(s)(cot(s) — tan(s)) — sin(a) cos(a)( s + Si”Q(S))> a

da

(3.50)

b) Condition de semi-conformalité de ¢ :

ona:

1) d¢ est surjective si et seulement si o (s) # 0 et (k,1) # (0,0).

2)(u,v,w) € Vigap) = Kerdopnd & u=0 et kv+lw=0

dott: Vigap =< (0, =1, k) >

3)(u,v,w) € Hisapy < g((u,v,w),(0,-1,k)) = —lvcos?(s) + kwsin®(s) = 0

dot:  Heap =< (1,0,0), (0, ksin®(s),l cos?(s)) >=< (e1,€) >

o =k sin%s)% + lCOSQ(S)% = ksin®(s) cos(s)ey + [ cos?(s) sin(s)es.
o do(e) = (k*sin®(s) + 2 COSQ(s))% = sin(a(s))(k? sin®(s) + 12 cos?(s)) f

4) Utilisant la formule (3.34) de la Définition 3.4.2, on obtient
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h(dg(er),dg(er)) = (/(s))’
= MNgler,er)
= )2
h(dg(e),do(e)) = [sin(a(s))]*[k?sin?(s) + I cos?(s)]?
= Nyg(e,e)
= N[k?sin? cos?(s) + 1% cos* sin?(s)]
= M sin? cos?[k? sin? +1? cos?]
d’ou : _ )
((5))* = \(s)? = M[lﬁ sin?(s) + 1 cos?(s)] (3.51)

De la formule (3.51), on obtient :

o' (s)

sin? cos?

sin a(s)

B(s),

Sin S. cos S

= \/k?sin’

avec (s

) + 12 cos?(s).

c) Condition d’harmonicité de ¢

En dérivant o'(s) on déduit que la condition de semi-conformalité se traduit par I’équa-

tion :
a(s) = sins(in)ac((fs)( )ﬂl(s) * [sins(in)ac((fs)(s)]lﬂ(s)
B e sma(s) o/(s)cosa(s) sin a(s)(cos?(s) — sin®(s)) .
= (-0 B(s) sin s. cos s sin?(s). cos?(s) J-(s)
. sina(s) = a/(s)B(s)cosa(s) sin a(s)B(s)(cos?(s) — sin?(s))
= (K -1) B(s) sin(s). cos(s) sin?(s). cos?(s)
B _ pysina(s) | B%(s)cosa(s)sina(s)  a'(s)(cos’(s) — sin?(s))
= (=5 B(s) i sin?(s). cos?(s) sin(s). cos(s)
- )Slg?‘s(;) + cosals )sma(s)(col;s Siizs)—o/(s)(cot(s)—tan(s))
Q' (s) = (kQ—lz)Si;z()s) + cosafs) sina(s)(cel;s SiiQS)—a/(s)(cot(s)—tan(s)) (3.52)

Substituant(3.52) dans 'expression de 7(¢), donneé par la formule (3.50), on déduit :

7(¢)
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Conclusion :
e Si |k| =|l|, alors ¢ est un morphisme harmonique.
e Si |k| #|l|, alors ¢ n’est pas un morphisme harmonique .

3.5 Applications biharmoniques

Soit M = (M™, g) et N = (N", h) deux variétés Riemanniennes, et soit ¢ : M — N une
application différentiable. La bienergie de I'application ¢ sur un domaine compact D dans M
est définie par

Bae.D) =5 [ 17(0) P vy

ot 7(¢) est le champ de tension de I'application ¢ et v, est la forme volume sur M associée
a la métrique g.

Définition 3.5.1. L’application p : M — N est dite biharmonique si

d

%EQ(QD% D)|t=0

pour tout domaine compact D dans M et pour toute variation (yp;) a support inclu dans D.

Proposition 3.5.1. (Premiére variation de la biénergie).
Soit ¢ : M — N une application différentiable et {p;}ier, I =] — €, €[, une variation de ¢ d
support inclue dans D. Alors

%E2((ptaD)|tO _/h(vaQ((P))Ug

D

ot v(z) = %gpt li—o et

ma(ip) = try(V?)*7(p) + try RY (7(¢), dip)dp
est le champ de bitension de lapplication ¢. O, try(V?)*1(p) = VEVET(9) — Vi, T(¥)
try RN (1(),dp)dp = RN(1(p),dp(e;))dp(e;) et RN désigne le tenseur de courbure de la
variété N.

Preuve : Soit {¢;} une variation de ¢ a support inclu dans un domaine compact D de

M, on a
d 1d
—F D =——
di 2(@15’ )|t:0 2 dt O

et pour tout (x,t) € M x| — €, €[, on a :

(T (1), 7(p1))vg

o Vdo((e;,0), (e, 0) @) = 7(¥t)z

%%h(qub((e,, 0)? (ei7 0))7 Vd¢((627 0)7 (6%" O))) |t=0
= h(V{, 1) Vdo((e1,0), (e1,0)), V(e 0), (e, 0)))
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et

. V?O’%)Vdcﬁ((ei,()),(ei,())) = Vfa {V‘f’e.o)d¢((ei,0))—d¢(V<ei )(€i,0))}
= Vq(ba (e 0) d¢(ew ) (0 4 d¢( (6170>>

d
= R((O, a% (6,‘, 0))d¢(€l, ) + V(e 0) (Q%)dé(ei’ 0)

d
¢ . ¢ d
V10.2) 00900 0) = Vg 00900, )

comme [(0, 4), (e;,0)] = 0 et on pose V., 0)(e;,0) = (V¥e;,0) en (z,0), donc

d

d
_)7 (6i7 O))d¢(€%7 ) + V (eq o)v((beho)dqﬁ(oa E)

Vo1, Vo ((e:,0), (e, 0)) = R((0,

d’ou,

WV 4\ Vo ((€i,0), (e,0)), V(€. 0), (€:,0))) le=o

0) )
= h(R(v,dp(e;))dp(e:), 7(9)) + MVEVEV, T(p))
= h(R(dp(e;), 7(p))v, dp(e:)) + e(h(VE, T(9)))
—h(VZv,ViT(p))
= h(R(7(p),d (z))dw(ei),v)+ei(h(V2v,T(w)))
—ei(h(v, VET(0))) + h(v, VEVZT(0))

si on pose w(.) = h(V?v,7(p)) et n(.) = h(v, V¥7(yp)) deux 1-formes sur M, alors

divw = e;(w(e;)) =e(h(VZv,7(v)))

€

divn = Gi(n(ei))Zei(h(vyvéT(@)))

d’ou,
%EQ(%D)M - 1/ C‘;h( (00), (1)) li=o Vg
— R0 M)

= [ hn(e)ow,)

U
La premiére variation de la biénergie nous permet de caractérise les applications biharmo-
niques

Théoréme 3.5.1. Une application différentiable ¢ : (M,g) — (N, h) est biharmonique si
et seulement si

Ta(p) =0
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Remarque 3.5.1. Soit lapplication ¢ : (M, g) — (N, h) et (U, x%), (V,y*) deux carte locales
en p dans M et en ¢(p) dans N respectivement. Alors :

N
ij( 0%7° +287°‘Tﬁ FN s 2<pﬂ N aawﬁa 7,
I\ 9zi0wi 8xj8xj B

orbore M 9o 0% N L0p20pP N > i

F” F" —r’f T
+7° Origxri P (8x Ogk o8 -7 Oxidxs P

Ta()

ol
N 0p70p°
P Oz 0w
2) Uapplication ¢ et biharmonique si et seulement si 7(p) € kerJ,, ot

T = A(p") + g7

Jo:D(¢ ' (I'N)) — T(¢ (TN)) (3.54)
Vo J, (V) = LAV +tr,RYN(V, dp)dy

ot APV =tr,(V®)*V. On a :
7a(p) = —=Jo(1(9)) = — (A?7(p) + trace, RN (1(p), dp)dp), (3.55)
Théoréme 3.5.2. ( Deuxiéme variation de l’énergie ) Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une

application harmonique entre deux variétés riemanniennes et D un domaine compacte de M.
Si{¢1s} est une variation de ¢ a support dans D, alors :

82
9D E(prs; D) (t9)—(00) = /Dh( — tracey, RN (v, dp)dyp — trace,(V¥)*v, w)vy,
ot
_ a@t,s _ a@t,s
ot lis)=0,0) 0s (t,5)=(0,0)

dénote les champs de vecteurs de variation.
Démonstration. Soit {ei, ..., e, } base orthonormée sur M. Posons
¢ (x,t,8) € M X (—€,€) X (—€,€) — @ 5(x) €N,

0 d 0 d
Ei - (6i7070>7 E — (07 E70) et % (0707 E)
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Ona:
o2
Otds

1o
2 0t0s

((pt&D)

(t,s)=

h(do(E), de(

h(V% VY, do(E;), do(

(0,0)

1), do(E;))v,

- /Zata

E)) = oh(V4do(E), do(E)

= h(V¢ V¢ s A9 (), do(E;))
+h(V¢ d¢< i), V% do(Ey)).

$>,d¢<E~>)
= h(RN<d¢><a> do(E7))do (5
+h(V%ivgd¢<%> o(E))

FH(VE, 105D, dolE).

h(ngm

0
), do( )

Soit w la 1-forme différentielle a support dans D, définie sur M par :

W(X) = h(v¢ do(

85) [dp(X)), X €T(TM).

=(0,0)

En tenant compte que ¢ est harmonique, on obtient :

divMw =
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o(VHer))

)

e; (w(ei)) —

i{ei<h<vzad¢<%>

,d €; ))
(t,8)=(0,0) SO( )

>d¢(vé\f€i)>}

,dw(ei)>

(t,9)
V2 di(er))

,dsO(Vé‘fei))}-

=(0,0)

=(0,0)

(t,8)= 00)

(t,s)=

0,0)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)
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D’aprés les formules (3.58) et (3.59), on a :

Zh(wtwsw( i), do(E) ) = 3T h(RY (v, d(en)w, dp(e)

=1

+divM w. (3.60)

(t,s)=(0,0)

En développant le deuxiéme terme a droite de 1’égalité (3.57), on trouve :
0 0
(Vo do(E), Vo dd(E) = h(Vido(5), Vi, do(5;)

_ Ei<h(d¢(g)avﬁnd¢(ﬁ))>
0

—h(d 5 Ve.d 3.61
({51, V. V5 d6(5)) (3.61)
Si n désigne la 1-forme différentielle a support dans D, définie sur M par :
n(X) = h(w,Vv), X e(TM).
alors on a :
divin = Z{ei(n(ei (Vﬁfez)}

= Z{eZ w,V¥&v)) — h(w,VéMeiv)}. (3.62)

D’apreés les formules (3.61) et (3.62), on obtient :
h v¢ do( v¢’ d = di h(w, V¢
Z $(E AED)| oo v+ Z w, V)
- Z h(w, VEVE). (3.63)

=1

En utilisant les formules (3.56), (3.57), (3.60), (3.63) et le théoréme de Stokes, on déduit :

afa e D) /Z h(RY (v, dip(es))dep(es), w)

(t,8)=

+h(w, VVMe v) — h(w, Vfiniv)}vg

3.6 Cas des applications conformes

Définition 3.6.1. Soient (M", g) et (N™, h) des variétés riemannienne. Une application ¢ :
(M™, g) — (N™ h) est dite conforme s’il existe une fonction \ : M — (0,00) de classe
C, telle que :

h(dp(X),dp(Y)) = N g(X,Y),
pour tous X,Y € I'(T'M). La fonction \ est appelée dilatation de .
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Proposition 3.6.1. Soient (M™, g) et (N, h) des variétés riemannienne. Si ¢ : (M",g) —
(N™ h) est une submersion conforme de dilatation X, alors le champ de tension de p est
donné par ’équation :

7(p) = (2 — n) dp(grad™ In \).

Démonstration. Soit {ey, ..., e,} une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un
point z € M telle que Vﬁfej = 0 au point z, pour tous i,j € {1,...,n}. Au point x, on a :

h(r(e) deles) = D h(VEidp(en), dio(es))

— i {ei <h(d90(€i)a d@(ej))> = h(dp(e;), VE dp(e;)) }

Puisque ¢ est conforme de dilatation A et V¢ dp(e;) = V¢ dip(e;), alors :

rhagte)) = 3 o0 (alewe)) e, V2 dote)

i=1

— i {2)\2 (g(ei(ln )\)ei,ej)> — %ej(h(dw(ei%d@(ei)))}

i=1
= 2X%g(grad” In ), e;) — nA\%;(In \)
2A29(gradM In\),e;) — n/\Qg(gradM In\), e;)
= (2—n)N\g(grad” In ), ¢;)
= (2 —n)h(dp(grad™ In \), dp(e;)).
[

Proposition 3.6.2. Si ¢ : (M",g) — (N™, h) une submersion conforme de dilatation X,
alors le champ de bi-tension de ¢ est donné par l’équation :
n(p) = —(2—n)? VgradM 1rl/\dga(gradM In\) — 2(2 — n) de(Ricci™ grad™ In \)

—(2 = n)dp(grad”(AMIn\)) —2(2 —n) < Vdp,Vdln X > .
o < Vdp,Vdln A >= Z Vdp(e;, e;) Vdln X(e;, e;), relativement a {ey,...,e,} une base
ij=1
orthonormée sur M.

Pour démontrer la Proposition 3.6.2, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.6.1. Soit p : (M™, g) — (N™, h) une application de classe C*. Sty : M — R
est une fonction de classe C*°, alors :

trace,(V¥)2dp(grad” v) = V:radM 77’(<P) + 2dip(Ricci grad" ) + dip(grad™ (A7)
— trace, RY (dp(grad™ 7), dp)dyp + 2 < Vdp, Vdy >,
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Démonstration. Soit {eq, ..., e,} une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un
point x € M telle que Vﬁfej =0enz (1 <i,7<n).Aupoint z,on a :

< Vdp,Vdy > = Z Vdp(e;, e;)Vdy(ei,e;)

1,j=1

= > Vdg(es, e;)g(VY grad™ 7, ;).

1,j=1

m

trace, (V?)?dy(grad™ v) = Z Ve Ve do(grad™ )
i=1

m

= Z Ve Vdp(e;, grad™ ) + Z V2 dp(VY grad™ 4)
i=1 i=1

= Y VEVdp(e;, grad™ 7) + > Vdip(e;, VX grad™ )
=1 =1

+ Z do(VYVY grad™ ~)

i=1

= Z Ve Vdp(e, grad™ v)+ < Vdp, Vdy >
i=1

+dp(trace,(VM)? grad™ 7). (3.64)
Soit V2dyp la troisiéme forme fondamentale définie par :
V23do(X,Y,Z) = V$Vde(Y,Z) — Vdp(VLY, Z) — Vde(Y,V%2), (3.65)
pour tous X,Y,Z € I'(TM). On a :

V3de(X,Y,Z) = V%de(Z,Y,X)+ dp(RM(Z,X)Y) (3.66)
—RY(dp(Z), dp(X))dp(Y).

de la formule (3.66) on obtient :

> VEVdp(es, grad™ y) = > V2dip(es, ei, grad™ 7) + Y Vdi(e;, VY grad 7)

i=1 =1 =1

= Z V2d<p(gradM v, €, €i) + Z dgp(RM(gradM v, €i)e;)

i=1 i=1

— > RY(dgp(grad™ v), dp(e;))dp(e:) + Y | Vdp(e;, V2 grad™ )

i=1 =1

= VZ JT(p) + do(Ricei™ grad™ )

gra

— trace, RY (dp(grad™ 7), dp)dp+ < Vdp, Vdy > . (3.67)
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En substituant la formule :
trace,(V)? grad™ v = Ricci™ (grad™ 7) + grad™ (AM+),
et la formule (3.67) dans (3.64), on déduit le Lemme 3.6.1. O

Démonstration de la proposition 3.6.2. Par définition, on a :
() = — trace, RN (1(p), dp)dp — trace,(V¥)*7(y).
D’aprés la proposition 3.6.1, on a :
() = —(2—n) trace, R™ (dp(grad™ In \), dp)dyp
—(2 —n) trace,(V?)?dgp(grad™ In \). (3.68)
Du Lemme 3.6.1, on obtient :

—(2 —n) trace,(V¥)%dp(grad” In\) = —(2—n)? VgradM 1nAdgp(grad]V[ In \)

—2(2 — n) dp(Ricci grad™ In \)

—(2 = n) dp(grad™ (AM1n \))

+(2 — n) trace, RY (dp(grad™ In \), dp)dy
—2(2—n) < Vdp,Vdln X > . (3.69)

En substituant la formule (3.69) dans (3.68), la Proposition 3.6.2 découle.

3.6.1 Exemples d’applications biharmoniques
Exemple 3.6.1. Tout application harmonique et btharmonique.
Exemple 3.6.2. Considérons application différentiable :
p:(M,g) — R"
p — op) = (@' (p), - " (D))

Alors To(p) = (12(01), ..., T2(™)) donc o biharmonique si et seulement si les applications
@' i =1,...,n sont biharmoniques.

Exemple 3.6.3. Le simple exemple d’une application biharmonique, les polynomes de degrés
3 et 2surR

Exemple 3.6.4. Soit l’application :
p:(M,g) — (S",h)
@ et biharmonique si et seulement si :
try(V?)*r() + 2e()7(0) — trih(r(), dp)de = 0
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En effet, remarque que la sphée unité S™ a courbure constante égale a 1 d’ou d’aprés la
formule :

On a :
try R (1(), dp)de = try(h(dp, dp)T(p) — h(7(p), dp)dp)
= | dy > 7(p) — trgh(r(), dp)dp

= 2e(p)T(p) — tryh(7(p), dp)dp

Exemple 3.6.5. Soit M™™ ' une hypersurface de la sphére unité (S™, h), alors linjection
canonique i : M™1 — S™ munie de la métrique induite g est biharmonique. En effet on a :

(i) = tr,Vdi=try,B=H
(i) = try(V)*H + tr,RY" (H, di)di

est
H=(1-nN.
Alors, pour une base orthonormée {e;}}=|" sur M avec (V¥e;), =0,z € M on a :
trg(V)’H = (1-n)VLVIN =(1-n)VE'VE'N = (1 -n)VE'E
= (V) + (VEE)T)
= (1-n)(H+VYe)=(1-n)H
et, comme S™ est courbure constante on a :
tryR" (H,di)di = R (H,di(e;))di(e;) = R (H,&)é;
= h(é;,é)H — h(H, &)é;
= (n=1DH -1 =-n)gWN, e)e; = (n—1)H
d’ou : TQ(i) =0

3.7 Tenseur bi-énergie impulsion

Définition 3.7.1. Soient ¢ : (M™, g) ,(N", h) des variétés riemanniennes et p : M™ — N"
une application de classe C*. Le tenseur bi-énergie impulsion Sa(p) € D(T*M ©T*M) associé
a Uapplication ¢ est défini pour tout X, Y € T'(TM) par :

SEXY) = —Slr(@)g(X, Y) < dp, Vor(p) > g(X.Y)
h(dg(X), Vr(0) + hldp(¥), Vir(), (3.10)
< dp, Vor(p) >= 3 _h(dp(e), VET (%),

relativement a une base orthonormée {ey, ..., e} sur M.
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Proposition 3.7.1. Soient ¢ : (M™,g9) — (N™, h) une application de classe C*, D un
domaine compacte de M et {g:} une variation de classe C* de g, alors :

d 1

GEeD)|_ =3 [ <Sule)dg > v, (3.11)

Pour la démonstration de la Proposition 3.7.1, on a besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 3.7.1 (|81]). Soit ¢ : (M™,g) — (N",h) une application de classe C*> et soit
{g:} une variation C* de g. Le champ de vecteurs & = (divM(<59))jj — %gradM (traceg(ég))
satisfait :

3(r(@)*) = =2 <M(Vdp,7(¢)), 09 > =2 h(dp(€), T(¢))- (3.72)

Démonstration. Localement, on a :

3(r()*) = —9"g"(gm)(Vdp)$; — £ ¢ (3.73)
W(Vdp,7(9)),69 > = 9“9"8(9u) (V) §7(0) has (3.74)
h(de(€),7(9)) = € ir(0) hag (3.75)
3(|m()*) = 6(7()*7(¢) has)
= 20(7(9)")7(#) hag
= —29"9"0(9a) (Vdp)57(9) hap — 26" 0 7(¢) hap.  (3.76)
Substituant les formules (3.74) et (3.75) dans (3.76), on obtient (3.72). O

Lemme 3.7.2. Soient ¢ : (M™, g) — (N™, h) une application de classe C*°, D un domaine
compacte de M et {g;} une variation C* de g. Si on pose

&= (divM(ch))jj — %gradM (trace(dg)),

alors :

[ @ rtepn, = [ (= sm (Vhdar(e))

+% div" (h(dy, 7(9))") 9, 69) v,. (3.77)

Démonstration. Soit w = h(dp, T(p)), alors :

/Dw(f)vg:/Dw((divM(dg))ﬁ)vg—%/Dw(gradM(trace(ég)))vg. (3.78)

Le premier terme a droite de I’égalité (3.78) est donné par :
[ @Gy, = [ gt (@i (59) e,
D D
= [ g (Eg),
D
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ou g* est la métrique riemannienne induit sur 7% M.
D’autre part, si pour o € I'(T*M ® T*M), on pose C(w, o) = w'o;jdx?, on obtient :
g (w,divM o) = divM (C(w, 0)*) — (sym(Vw), o). (3.79)

Pour o = dg, de la formule (3.79), on trouve :

/Dw((divM(5g))ﬁ)vg: —/(sym(Vu}),ég). (3.80)

D

Remarquant pour A € C*°(M), on a :
w(grad™ \) = g*(w, d)). (3.81)
Pour A\ = trace(dg), de la formule (3.81) on obtient :

_%/Dw(grad(trace(ég)))vg = —%/Dg*(uJ,d(trace((Sg)))vg

1

= —5/Dg(wﬁ,gradM(tl"ace(ég)))vg

1
= —/trace(ég) div" (w)v,
2Jp

1

= 3 /D<divM<wﬂ>g,6g>vg. (3.82)

Substituant les formules (3.80) et (3.82) dans (3.78), on obtient (3.77). O
Démonstration de la Proposition 3.7.1.

D’aprés la formule (3.72) et le Lemme 3.7.1, on a :

GE D) = 5 [ 8P+ [ 1rFs)
= 5 (=2 <1V, 80 > ~2h(dg(€). 7)),
+3 | <3lr)Fa.09> v,

et d’aprés le Lemme 3.7.2, on obtient :

GEeD| = 5 [ 2 <hVier)sg> u+ g [ <GPt >
+ %/D (<25ym (Vh(dgp,T(go))) —divM (h(dgo,T(gp))ﬁ)g,ég>>vg.
(3.83)
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Posons :

Si(p) = —2h(Vdp,7(p)) +2sym (Vh(de, 7(¢)))
—div™ (h(dg, 7())g + (o). (3.8)

Soit {eq, ..., e, } une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un point z € M
telle que Vﬁfej = 0 au point x, pour tous i,j € {1,...,m}. Au point z, on a :

2sym (Vh(dp, 7(¢))) (eie;) = VEh(dp(e;), 7(9)) + VE h(dp(e:), 7())

)
= 2h(Vdp(ei,e;),7(9)) + h(dp(e:), VE ()
+h(dp(e;), VET(¢)), (3.85)

Ms

div (h(de, 7(9))) = > e(g(hdp, T())F, e))

1

.
I

Ms

ei(h(dp(ei), 7(0)))

1

.
I

M3

h(VEdp(e), () + h(dgp(ei),VfiT(go))}

O+ < do, V() > . (3.86)

-.
I

—~ =

. |T
En substituant les formules (3.85) et (3.86) dans (3.84) puis dans (3.83), on obtient (3.71)
U
Théoréme 3.7.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C*, alors :
divt Sy(e) = —h(ra(p), de).

Démonstration. Soit {ey, ..., e, } une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un
point x € M telle que Vﬁfej =0 au point z, (1 <i,j < m).

Si on note

Sa(p) =Ty + T
ouTy, T, € I(T*M © T*M) sont deux champs de tenseurs définis par :

TX.Y) = —glr(@)e(X.Y)~ < dp, ¥r(p) > g(X, V),
TX,Y) = hdp(X), V5r(e) + hldp(Y), Vir(e)).
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Alor au point x, on a :

(@ T)(e;) = Y ei(Tileies)

=1
< 1

= el = @)= < dp.Vor(p) > 3y)
=1

= —h(VET().7(0)) — &5 < dp. Vor(p) > )

= —h(VET(), () = Y h(VEdelen), VET(9))

i=1

= h(dp(es), VEVET(9)).

i=1

(div To)(e;) = > ei(Tulesey))

1

(]

ei(h(dp(es), VET(9)) + h(de(e)), VET(9)))

M

=1

m

W(VEdp(e:), VE () + > hldp(e:), VEVE T(p))

i=1
m

h(VEde(e;), VET(9)) + > h(dp(e;), VEVET(9)).

1 =1

e

2

+

(2

Tenant compte qu’au point x, on a :

m

T(p) =Y Vide(e) et Vidp(e;) = V¢ dp(e;)

i=1

VEVET(p) = VEVET(9) = RN (dp(e:), dp(e;)) ()

alors :
(div™ T1)(e;) + (divY Ty)(e;) = Z Wdp(e:), VEVET(9)) = Z Hdgled, VE Ver(e)
+ Z h(dp(e;), VEVET(p))

= —h(ra(p),dp).

Du Théoréme 3.7.1, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.7.1. Soient ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C.
1. Si @ est bi-harmonique, alors div™ Sy(p) = 0.

2. Si ¢ est une submersion et si div™ Sy(¢) = 0, alors ¢ est bi-harmonique.
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3.8 Théoréme de Liouville des applications harmoniques

Théoréme 3.8.1. Soit (N™, h) une variété riemannienne de courbure sectionnelle négative
(Sect? <0). Si @ : (R™, <, >pm) — (N h) une application harmonique telle que :

1
E(p) = 5/ |dip|* d < o0,

Alors ¢ est une application constante.

Démonstration. En utilisant la formule standard de Bochner pour I'application ¢ :

m

%ARmM(p]Q = |Vdgl* + (dp, V7 (p)) + Z h(de(Ricci™" €;), dyp(e;))
= ST R(RY (dg(es), dple;))dgpley), d(en), (3.87)

ij=1

m

ot |[Vdol? =Y h(Vdp(ei, e5), Vdp(ei e5)) et (dp, Vo(p)) =Y h(de(es), VET(p)).
ij=1 i=1
relativement a une base orthonormée {ey, ..., €,,} sur R™. Tenant compte que :

7(p) =0 , Ricci® =0 et Sect’ <0

, de la formule (3.87) on obtient :

1 gm
§AR |dp|? > |Vdp|. (3.88)

comme 1
QARm\dW = |dp|A¥"|dep| + | grad™” |de] |

d’aprés la formule (3.88) et I'inégalité de Kato ([39], [71]), on obtient 'inégalité :
|dpl A |dig| > [Vdp|* — | grad™ |de][* > 0.
Ainsi |dy| est une fonction sub-harmonique positive. C’est-a-dire :

lde| >0, A%"|dp| > 0.

On déduit : / |dp|* dx = 0o ou |dy| est constante (voir [119]).

m

1
Puisque Vol(R™) = oo et E(p) = 5/ |dg|? dz < oo, alors |dep| = 0. u
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Chapitre 4

(Géométrie des variétés Produits

4.1 Variété Produit

Définition 4.1.1.  Soient M et N deux variétés de classe C*°. Le produit M x N munie
de l'atlas W défini par

W= {(U < Vipx ) | (U.g) € atl(M), (V. 6) € atzuv)}

est dit variété produit

Propriétés 4.1.1.

1. Les deux projections m: M X N — M etn: M x N — N sont des submersions.

2. Pour tout (x,y) € M x N le sous-espace M x {y} et {x} x N sont deux sous-variétés
de de la variété produit M x N.
3. Pour tout (z,y) € M x N on a :

TiwyM x N = T,M x T,N

4. Soient X et'Y deux champs de vecteurs sur M et N respectivement, le couple (X,Y)
défini par

(X,)Y): MxN — TMxTN
(z,y) — (Xu,Y))

est un champ de vecteurs sur la variété produit M x N
Remarque 4.1.1.  Les applications

X — X=(X,0)
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H(N) — H(M x N)
Y +— }/}:(O,Y)

définissent des relevements de champ de vecteurs a H(M x N) tel que :

d(xjy)ﬂ(X) =Xomw et d(%y)T](X) =0
d(m,y)n(?) =Yon et d(l«’y)ﬂ(?) =0

Proposition 4.1.1.  Soient X1, Xy € H(M) deux champs de vecteurs sur M et Yy,Ys €
H(N) deux champs de vecteurs sur M. Si f € C*(M) et g € C®(N) alors :

1) X\(for)=(Xi(f))om et Xi(gon) =0

2)Yi(gon) = (Yi(g)) on et Yi(fom) =0

4) [(X17X2)7 (}/17}/2)] = ([X17}/1]7 [X27}/é])

5) [Xi = (fom)X, et g¥1 = (gon)Vy

Remarque 4.1.2.  Soient (U, ) € atl(M) une carte de la variété M et (V,v) € atl(N)
une carte de la variété N. Si (8%1’ ...... , %) (resp (8%1, ...... , %)) désigne la base locale de

champ de vecteurs relativement a la carte (U, ) (resp (V, 1)), alors

9 0 9 0

TR T
est la base locale de champ de vecteurs sur M x N relativement a la carte
(UxV,px)eatl(M x N)

Proposition 4.1.2. Soient M et N deux variétés. Si Sy et Sy sont deux tenseurs sur la
variété produit M x N de type (0,7) ou (1,r), alors S; = Sa, si et seulement si, pour tout
champs de vecteurs X1,.., X, € H(M) et Y1,..,Y, € H(N), on a

Sy (X1, s X)) = Sa(X1, .y X)

et
Sl(}/la ) Y;-) = 52(5/17 ) }/;’)
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4.1.1 Connexion linéaire produit

Proposition 4.1.3.  Soient M et N deuz variétés. Si VM et VN sont deux connexions

linéaires sur M et N respectivement, alors il existe une unique connexion linéaire V sur
M x N telle que pour tous X;, Xo € H(M) et Y1,Ys € H(N), on a

V(X17Y1)(X2a}/2) = (Vé\ng%()) + (O,V%YQ>
Ve X, = (VHX,0)
Vit: = (0.V3%)

Vb = VypXo=0

V est appelé connexion linéaire produit.

4.1.2 Tenseur de torsion produit

Proposition 4.1.4.  Soient VM une connexion linéaire sur M et V™ une connezion linéaire
sur N. Si Ty et Ty désignent les tenseurs de torsions sur M et N respectivement, alors le
tenseur de torsion produit sur M x N est donné par

T = <TM,O) + (0,TN) _ (TM,TN>

Preuve : De la Proposition 4.1.2, on a :

T(X1,X5) = VgXo— VX —[X1, X))
- (vﬁé&,o) . (vﬁgxl,o) _ ([Xl,Xz],O>
- (v_@gxz — VX — [X), X, o)
_ <TM(X1,X2),0>
= (Tw, Tw)(X1, X2)

pour tout Xy, Xo, € H(M), et

(7.5 = Vets Vel [T 7
= (0.7v(v1.2))
= (TM7TN)(27Y))

pour tout Y;,Ys € H(N). d
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4.1.3 Tenseur de courbure produit.

Proposition 4.1.5.  Soient M une variété munie d’une connexion linéaire V™ et N une
variété munie d’une connexion linéaire VY. Si Ry et Ry désignent les tenseurs de courbures
sur M et N respectivement, alors le tenseur de courbure produit sur la variété produit M x N
est donné par

R = (Ry, Ry)

Preuve : méme démonstration que la Proposition 4.1.4

Remarque 4.1.3.  Des Propositions 4.1.4 et 4.1.5, on déduit :

1. La variété produit M x N est sans torsion si et seulement si les variétés M et N sont
sans torsion.

2. La variété produit M x N est localement plate si et seulement si les variétés M et N
sont localement plates.

4.1.4 Meétrique produit (diagonale)

Définition 4.1.2.  Soient (M, g) et (N, h) deux variétés Riemanniennes de dimension m
et n respectivement. On définie la métrique Riemannienne produit sur M x N par
G=n"g+n"h

oum: MXN — M etn: Mx N — N désignent la premiére et la deuxieme projection
canonique.

De la Définition 4.1.2, on déduit la proposition suivante

Proposition 4.1.6.  Pour tout X1, Xy € H(M) et Y1,Ys € H(N) on a

) = g9(X1, Y1)+ h(Xs,Ys)
G(X1,X2) = g(X1,Xa)
;) = h(Y1,Ya)
) =0

ou X = (Xl,}/i) etY = (XQ,}/Q)

Proposition 4.1.7.  Soient (M,g) et (N,h) deux variétés Riemanniennes. Si V™ (resp
V) désigne la connexion de Levi-Civita sur M (resp N ), alors la connexion de levi-civita
sur la variété M x N associée a la métrique produit G = 7*g+n*h conicide avec la connexion
linéaire produit définie dans la Proposition 4.1.3, i.e :

VY = (VEY1,0)
Ve Xo=VgX; =0
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pour tout X1,Y1 € H(M) et X5,Ys € H(N).

Preuve :
Utilusant la formule de koszul

« GV Vi Z) = %{Z(e(ﬁfz?)) +1i(G(X. 2)) - 2 (G(X0 1))

+6G(Z1 X, 71]) + G (V1. (20, X)) - G (X, [171,’27])}
— %{Xl(g(yl,zl))+Y1(9(X17ZI))_Zlg(XhYl))

+g<Zl7 [thl]) + g(}/lv [Zle]) - g(Xh [Yiv Zl])}

= ¢(V¥n,2)

— G((V¥71,0), 7).
'G(Vflﬁ,Z) =
¢ G(VgYa Z)) =

e @

GV Z) = %{)@(G@%,Z)) + (60 %)) - Z(G(X0 Vo))

(7 5.) 6 7 . 5) - (% 7.7 |
= %{)Q(h(yz, 2,)) + Yo (h(Xa, Z2)) = 2o (h(Xa. 2))

+h (Zz, [Xa, Yﬂ) + h(YZ, 22, Xg]) - h<X27 [Ya, Zz]) }

- h<v%2Y2,Z2>
= G((0.VY,2). %)
«G(VetaZi) = G(VghaZ) =G(Vgh Z1) = G(Vghi Z) =0

Pr Mustapha Djaa 2017




4.1 Variété Produit 107

Des Prposition 4.1.5 et 4.1.6, on déduit

Proposition 4.1.8.  Soient (M, g) et (N, h) deuzx variétés Riemanniennes. alors le tenseur
et la courbure de Ricci ainsi que la courbure scalaire sur la variété Riemannienne produit
(M x N,G =7n*g+n*h) sont donnés par :

Ricci(X) = (Ricciy(X1), Ricepy(Xs))
RiC(X, Y) = RZCM (X17 }/1> + RiCN(X27 (}/2)
S = Su+Sn

Pour tout X = (X1, Xs) et Y = (Y1, Y2).

4.1.5 L’Opérateur Laplacien produit
Remarques 4.1.1. :
1. St 1y € C®(M), alors lyom € C®°(M x N)

M x N-Z— M

l
m 1

R

2. Si Iy € C®°(N), alors lyon e C®(M x N)

MxN-1~=N

l

R
3. Siae C®(M x N), alors

—
r — az,y)
et

a,: N — R

sont des applications de classe C'°.
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Proposition 4.1.9. Soient (M, g) et (N, h) des variétés Riemanniennes, alors

A(lyorr) = Ay(lh)om
A(lzon) = An(lz)on
(Aa)(z,y) = (Amay)(r) + (Avas)(y)

Preuve : Si (eq,..,en) (resp (€mt1, .-, €min)) une base orthonormale locale de champ de

vecteurs sur la variété Riemannienne (M, g) (resp (N, h)), alors (€1, .., €m, Emils --s Emin) €St
une base orthonormale locale de la variété Riemannienne produit (M x N,G), et on a

A(a) = trace(Vda)

m n+m

= D (Vada)(@) + Y (Vada)(@)
= D _@@E(@) = > _([del(Va&) + Y @E() = Y (da(Vad)
= > {(eleda) = day (Ve } + 3 {(eerlon) - dan(Vie) |

= Ap(ay) +An(ay)
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4.2  Variété Produit Tordu

Définition 4.2.1.  Soient (M, g)et (N, h) deuz varietes riemanniennes de dimension m et
n respectivement et f € C*(M) une fonction strictement positive. La variété produit tordu
M X2 N est definie comme étant la variété M x N munie de la métrique G2 telle que

Gp=m"g+(for)nh
oum:MXN— M etn: M x N— N désignent les projections canoniques.
Si X, Y € HM x N) on a
G (X, Y) — g<d7r(X),d7r(Y)> +(fo 7r)2h<dn(X),dn(Y)>

Remarque 4.2.1.  Relativement & des cartes locales (U, ) € atl(M) et (V,y') € atl(N),
la matrice associée a G2 est donnée par

Gij 0
0 f2 hy
gl 0
( 0 f_2 . hlk >

La connexion de levi-civita de M X ;2 N peut étre maintenant rapprochée a celle de M et
de N comme suit.

et la matrice inverse

4.2.1 Connexion de Levi-Civita de la Variété Produit Tordu

Proposition 4.2.1.  Soient (M, g) et (N,h) deuz variétés riemanniennes. Si V désigne
la connezion de Levi-Civita associé a la variété produit (M x N,G), alors la connexion de
Levi-Civita V asoociée a la variété produit tordu (M x 2 N,Gy2) est donnée par

VY = V¥ + 5 Xa()(005) + 507 (0.X) = 5h(Xa.¥2) (grad(£7),0)

pour tout X1,Y1 € H(M), Xo,Ys € H(N), X = (X1, Xs) et Y = (Y1, Y5).

Preuve :
Soient X1,Y1,7Z1 € H(M) et Xy,Y2,Zy € H(N), on pose X = (X1,Xs5), Y = (Y1,Y2) et
Z = (Zy1,Z,) des champs de vecteurs sur M x 2 N. De la formule de Koszule on obtient
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2Gp(VyY,Z) = X(Gp(Y,2)+Y(Gp(X,Z)) — Z(Gp(X,Y))

+G2(Z,[X,Y]) + Gpa(V,[Z, X]) — G o (X, v, Z))
= X(g\V1,Z) om+ fPomh(Yy, Z3)on) +

Y(g(X1, Z1)om + fRomh(Xy, Zy) 0on) —
Z(g(Xh}/l) oOT + f2 o ﬂ-'h‘(X%Yé) ° 77)
—f—g(Zl, [Xl, Yﬂ) oT + f2 O W.h(ZQ, [XQ, Yé]) on
+g(Yi, [Zl, Xl]) o+ f2 o} W.h(ifg, [ZQ, XQ]) on
—g(X1,[Y1, Z1])) o — fRomh(Xy, [Ya, Zs]) o1

2G(VxY,Z) = 29(V¥YI,Z) om+2f2 o m.h(VE,Ya, Zo) o1y
+X1(f?) o m.h(Ya, Z3) o+ Yi(f?) o m.h(Xa, Zo) o
—Z1(f?) o m.h( X2, Ya) o
= 26 ((VEYL, VALY), Z) + h(Xa(f) 0 mYs + Yi(f?) 0 7.X, Z3) 01

—g(h(X2,Y2) on.grad(f?), Z1) o

Xu1(f*) Yi(f?)

_ QGf2<(v§({§q,v§23f2),Z>+ Pt oYyt S om s, 2)
~G 2 (WX, Ys) on.grad(f?), Z)
d’ou
~ X1 (f? Yi(f?
2G4 (VxY, Z) = Qsz((vﬁgyl,vQQ)@)Jr( ;EC“Z)OWYQ—F 12(;;)”.)(2

_%(h(xg, Ys) o n.grad(f?), Z)

4.2.2 Tenseur de Courbure du Produit Tordu

Proposition 4.2.2.  Soient (M, g) et (N, h) deuz variétés Riemanniennes. Si R et R dé-
signent les tenseurs de courbures de la variété Riemannienne produit (M x N,G) et de la
variété Riemannienne produit (M x 2 N, G 2) respectivement, alors
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EE(X, Y) — R(X, Y) = 3 { (le gradf? — 2—f2Y1( f2)gradf2,0) NG (0,X2>

<V gmdf2 — z—ﬂYl(fQ)gmde ) NG, <O,YQ>

— f2|gradf 2(0.%) Acy. (OYQ)}

ot
(X hapY)Z2=Gp(2Y)X - Gp(2.X)Y
pour tout X1,Y1 € HM), Xo,Y2 € H(N), X = (X1, X3) et Y = (Y1, Ys).

Preuve :
Soient X1,Y1,Z1 € H(M) et X5,Y5,Zy € H(N), on pose X = (X1,X5), Y = (Y1,Y3) et
Z: (Zl,ZQ)

E(X,Y)Z — ﬁ((Xl,X2),(Y1,Y2))Z
Y RV ERAVES (FRAVIS (b RAP
Développant chaque terme de la derniére équation
D R(RLR)Z - B(%0) 2+ R(%.0) %
o R(%T)Z - %~%~Z Ve 7 VA
VLV Z1 — VRV Z1 = V%, v %
= <RM(X1,Y1)Z1,O>

) R(XV)% = VeVel-VeVeZo- Vg2
s N~ & XU~ KNI~

Vi 22 Zy = Vg 22 Z 22

X2 + S oy 2

Y(AX(A) Xl A
Af2 22 2

Zy

Pr Mustapha Djaa 2017




4.2 Variété Produit Tordu

112

de a) et b) on déduit que :

R(X1,11)Z = (Ru(X1,%1)21,0)

) B(%.%.)2 = (X, 97+ R(X. %)%

Pr Mustapha Djaa

VaVZ ~VeVaZi - Vi mb
¥ ALy, - v
R 2 2
T A . R
[ — ZX () ] ~

o [0z - iz - 22D

1| X1(f?) -
T g(Vﬁ‘égmdf2,21> ~ 5 g(Q?“adf?,Zl) Vs

<2f2 [orad - S55

Xi(f?)

Gy ((2]"2 [VXl adf” - X2

~ o~ o~ ~

gradf } )372

(4.1)

o). (200) ) 03)

Vi ViZe — V5V Ze — Vig, 7y 2
~ h(Ys, Z X, (f?
V(0 Vi Zs) — m(gmdf%()) - Vy; ;;]; )
Xl(f2) h(Y27 ZQ)

212 V%Zg — TV)]‘?Igmde

X, (f? h(Ys, Z
— ;Sj; ) V%Zg — —< 22 2)g7"aalf2

h(Ys, Z5) 2, X1(?) M(Ye, Z) 2
— 5 Vxl radf” + 212 5 gradf

h(Ys, Z5) | ou 2 X (f)

5 Vi, gradf 2f2 radf?
Xi(f%)

_Gvf2 <(0 }/2>7 (07 ZQ)) ( f2 |:VX19T df - f2 g

radfﬂ , O)

2017
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de a) et b) on déduit

H(x7)7 = q ((L wgraar = 200, (2 0)) (0.1)

22
2
—G 2 ((0, ¥3), (0, Zg)) (2—}2 [Vﬁ\égradf? _ X;ECJ; >gradf2} ’ 0)
é(z, ?z)z = —2%2 (vylgmdﬂ - %FYl(fQ)gmdfz, o) Ne, (o, Yg) (4.2)

) R(%00) 72— BT 07+ (T )

~ o~ o~ ~ —~

Z1 = Vg m4

a) E(E,@)Z = 6@6@Z—V2Vf

2

_ Y. QLszl(fm% - %Q—;ZM%)@ - %ﬁsz%[xz, i
— 2LJCQZl(f?) (0, VR, Y2) — M(Qrade,O)]
—QLfQZl(fQ) (0, vgszQ) _ W(gradfz,O)] - 2—;221(f2)(0, [XQ,YQ])
= QLfQme?) (0, (V3,Y2) = V3, X3) = [XmYﬂ))
= 0
b R(X%2)% = VeVeh-ViVeZ - Vel

- WZ?IW G2 ((0,Y2), (0, 22)) (0. %) = G (0, X5), (0, 22) ) 0, Y2)
= (0. Bx(X:.%2)2,) - 4—}4|gradf2|2<0’ %) A (0.72)

I h(Ya, Z)
VeVyZ: = Vg ((O,VQZ2)—T(gmdf2,0)>
h(Xg,VNQZ) h(Ys, Z5) =
_ <07v§2vg222> _ %(gradf{(g _ %VE (gradf{())
XQ(h(YV% ZQ)) 2
—f@radf ,0)

Pr Mustapha Djaa 2017




4.2 Variété Produit Tordu 114

h(Xa, Z5) 5
T(gmdf ,0))

= (0, vgv)@QZZ) _ W(gradf2,o) _ w

_Ya(h(X5, Z5)) (gradfz, 0)

VeV Z, = %g((O,V%QZQ)—

2 2

6372 <gmdf2, O)

2
VemZ = —(0.Vw)+ W(gr@de’())
~ 2(£2
V}/{\Q <gmdf2,0> gmcziJ;Q(f )(O X2> 2f2]g7”ad 2|2(0 Xg)
~ d 2(r£2
Vg(g?“adf{()) %fz(f)((),}@) 2f2|g7“adf2| (0,Y3)

—h(Xs, VS, Z) — Xo(h(Ya, Z2)) + h(Y2, VY, Z2) + Ya(h(Xa, Z5)) + h([X2, Y], Z2) = 0
D’ou

E()@,}%)Z - <0,RN(X2,Y2)ZQ> - 4—f2|gradf2|2<0 Xg) NG 2 <0Y2> (4.3)

9 R(X%.7)2 = B(%.0) 2+ B(%0.71) 2

o) R(X%0)Z = VgVgZi - ViVgZi - Vig s 2

= Ve (V¥Z,0) - Vg 2<f2 )5,

 VHZ(f) Z(f)\ =  Zu(f)V(f) =

= Tap erhigg 2f7 2

VRZ?) | V4 NAER) A | ¢
2 f2 2 f4 2 f2 4f4

Yi(f*)Z.(f?)
272

)X —

X

= 55 | VAR —N(Z(f7) + e

Yi(f?)
212

- —Gp (L [VAYfgmde - Yl(fQ)gmdfﬂ ’ ZI) <O’X2>

X,

= — —g<V§f9mdf2,Zl>+ g(gradf2,21>

272
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~ ~ o~ ~ o~ o~ ~ o~

) R(%TN)% = VeVeZ-VeVgZ - Vigs

= Yi(f)—~ <
= VX2 2f2 22 Vﬁ<(0’v§222)_

YIQ(]{:) vy, 7 - 152 Zg)gmdﬁ]

gradf?, O))

e e V%gradfz o Y(f ) df ]

[Vylgr df? — Y(f2 )gmdf} )

- Gf2<(0,X2)a (0, 22))( 2f

2f?
De a) et b) on déduit

é()@,ﬁ)Z = 2;( Ygradf* — 2—f2Y1(f2)gradf2,0> NG, <O,X2> (4.4)

Des formules (1.5), (1.6), (1.7) et (1.8) on obtient
E(X, Y) _ R(X, Y) = 5 fz{(v gradf? — 2—f2Y1(f?)gmc1f2 ) P <0,X2>

—(V)Aégradﬁ — 2—f2Y1(f2)gradf2, 0) NG, <O,YQ>

(0.5 n, (0,}3)}

4.2.3 L’Opérateur Laplacien dans le Produit Tordu

Proposition 4.2.3.  Soient (M.g), (N, h) deuzx variétés riemanniennes. Ay, Ay désignent
les operateurs laplaciens sur M et N respectivement. St

a: M Xf2 N — R
(,y) — alz,y)
est une application de classe C*, alors
Ala) = <AM(ay),O> ( fQAN(ozx)> + n(day(gradln f),O)
ot A désigne 'operateur laplacien sur la variété produit tordu M Xy N.

Pour simplifier, on écrit

Ala) = Ap(a) + 2AN( a) + n.dya(gradln f)

f
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Preuve : Soit {ej,...e;,)} (resp {bmi1...-bpym} ) une base locale ortonormale sur M (
resp N). On pose

Wi = H0,bi),  si i=m+1.n+m.

Alors {(h4, ..., hynin} est une base locale ortonormale sur la variété produit tordue M x g2 N.

On a

m-+n

Z hi(hi(a) = (Vi hi) ().

Remarquons que I;l( f)=0,0na

Ae) = Y {a@e) - Taa@)+ 3 {Fhe) - (Vb))
m u 1 m+n N
= Z { eifei(y)), 0) = (V2 er)(e,),0)f + ) {(0.5:(b:(02))) = (0, (Vb)) }
Z h(bs, b:) ((gradf?)(ay),0)
i=m+1
1 n 9
= (Bula,),0)+ f—<o, Ax(aw)) + Q—Jm((gmdf )(@,),0)

= (AM(O‘y) )
= (AM(O‘y) >

7(0.800)) + 555 (day (gradr®).0)

(0 AN(ax)> + n(day(gradln f),0>

f2
72
De la Proposition 4.2.3, on déduit.

Corollaire 4.2.1.
— « harmonique si et seulement si

{ ® «a,,q, sont harmoniques ;

o doy(gradlnf) =0
~ Si f est constante, alors a harmonique si et seulement si o, et oy sont harmoniques.
i.e
(Ala) =0) & (Ay(a) =0 et Anx(a)=0).
pour tout v € M ety € N.
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4.2.4 L’Opérateur Bilaplacien dans le Produit Tordu

Définition 4.2.2.  soit (P,h) une variété Riemannienne. L’Operateur Bilaplacien d’une
application ¢ : (P,h) — R est defini par

A2(a) = A(A(a))
ot A désigne l'opérateur Laplacien sur la variété (P, h).

Proposition 4.2.4.

o) = 5(50)

2 4 —
ZA()+fA()f2 f2

dlnf(gradAN( )> + n(AM + f2AN> (dMoz(gradln f)) - PAN( a)Apy(In f)

DAy (a)) + Ax(Au(a))] + = Ax(a)lgradin /]

LR
f2
+ndln f(grad(AM(Oé) + ndyra(gradIn f)))

Preuve :

Aa) = £<£(a))

1) Calcul de Ty
T, = Ay (A(a))
= 2w (Do) +AM<f2 v(@)) +nAy (dyalgradin )

= AﬁmwAM( )An(a) +

QAM<AN( )) +2g(gradf , gradAn(a )>

f? f
+nA (dMa(gmdln f)>
- Aa<a>+fiAN<a>\gmcunf|2—%Am Aurn ) + 55800 (Ax(a)
deM lnf<gradMAN( )) + nlAy (dMa(gmdln f))
avec,
grad% = ;—Sgradlnf
Bulgs) = 55 (2laradin £ = Au(in )

lgradIn f|* = g(gradln f,gradln f).
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2) Calcul de Ty
T, = Ay <Z(a)>
= Ax(Au(0) + An(FAx () +ndy ((dualgradin )

= Ay <AM(&)> + %A?\,(a) +nAy <dMa(grad1n f))
1 1
ﬁ 9 = ﬁAN (AM(&)) +
3) Calcul de T3

1

f4A?V(oz) + Ay (dMoz(gradln f))

f2

T3 = dM(&(oz)) (gradlnf)

= g(gmd<AM(Oz) + %AN(OA) + ndya(gradln f)),gradln f>

= g(gmdAM(a),gmdln f) + g(gmd%AN(a),gmdln f>
+ng (gmd(dMa(gmdln 1)), gradln f)

= dy lnf<gmd(AM(a)> + ialM lnf<gmdAN(a)>

—%AN(aﬂgmd In f|2 + ;dM In f(grad(dMa(gmd In f)))
finalement
M) = A(A(@)
= A(0) + %A?v(a) + % Au(Ax(a) + Ay(Au(a))] + : }anN(aﬂgmdln fI?
+”f_2 2d1nf(gmdAN(a)> (A + %A@ (dwalgradin f)) - %AN(Q)AMQH f)

+ndln f(g'r’ad(AM(a) + ndyra(gradln f)))

Applications I :

Soient [; € C®(M) et Iy € C*°(N) alors ljomr € C®°(Mxp2N) et lyon € C®(M xp2N)

Proposition 4.2.5.
A(lyor) = Apn(ly) om+n.dly(gradln f) o (4.5)

A(lgon) = %AN(Z2)O7] (4.6)
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R(hom) = AY(h)om+n[Au(dh(gradin /) +d(In f)(gradis(h) o )]

+ndln f(gmd(dMll(gmd In f))) (4.7)
Ron) = a4 on+ " Avlla)gradin /7
—%ANuQ)AM(lnf) (4.8)

Corollaire 4.2.2. Si l; et ly sont harmoniques, alors

A(lyorm) = nudli(gradln f)om

A(lyon) = 0.

A’(lyor) = n.Ay(dh(gradln f)) + n2dlnf(grad(dMl1(gmdln f)))
A’(lyon) = 0.

Corollaire 4.2.3. :

1) sily harmonique alors ly o harmonique (donc biharmonique)

2) si f est constante alors Iy o m harmonique (donc biharmonique)

3) si ly harmonique, alors ly o w est biharmonique non harmonique si et seulement si

dly(gradln f) # 0,
Ay (dly(gradin f)) + ndlnf(grad(dMll(gradln f))> = 0.

Applications II :

Soient Iy € C®(M) et I, € C°(N), alors il existe « € C*°(M x 2 N) définie par :
a:Mxp N — R
(z,y) = alz,y) = L(2)L(y)
Proposition 4.2.6.

Ala) = (ZQAM(zl),o) + (o, %AN(Z2)> + nly (dll(gmdln f),o)

En abreviation, on note

Ala) = 1 [AM(Zl) + n.dly (gradn f)] -+ %AN@)

A2a) = &(&(1@))
= BAL )+ A3 )

—|—%AN(l2) {AM(ZI) + (n —1).dli(gradln f) 4+ 1,(2 — n).|gradIn f|* — [;Ap(In f)}

+n.ls {d lnf(grad(AM(h) + n.dl;(gradln f))) + Apr(dli(gradln f))]

Pr Mustapha Djaa 2017




4.2 Variété Produit Tordu 120

Preuve :
D’apres le Proposition 4.2.3

%AN(QJ?)) + n<day(9rad In f), O)

Ala) = <AM(ay),O> + (o,
pour a(x,y) = l1(x)l2(y) on a
Ale) = A(l.b)

_ (AM(zl.zg),o)+< fQAN(zlzg)) <d(l1.l2)(gmdlnf),0>

_ (lg.AM(ll),O) + ( szN(zz)> s <d(l1)(gmdln f),o)
= [AM(Zl) + n.dly(gradln f)] + ;12AN(ZQ)
avec
grad(ly.ly) = la.gradly + l;.gradly

Ay(lide) = L.Ay(l) + LANM(L) +29(gradly, gradly)
————— N >

=0 =0
— L. An(l)
An(lhly) = ll.AN(lg)+ZQAN(ll)—i—\2h(gmdl1,gmdl22
tfo—/ ;?)
= }1.Ax(l2)

et D’apreés le Proposition 4.2.4
A2l 0y) = &(&(11.12))
NI l2)+f4A2 2 (1. 52)+F[AM(AN(Z1 zg))+AN(AM(zl.12))}
2 dn f(gmdAN(ll 12)> 1-2n

f2 ———An(l1.1y)|gradIn f|?
—FAN(ll.ZQ)AM(ln )+ n(AM n FAN> (dM(ll.lg)(grad In f))
+ndln f<grad(AM(ll.l2) + ndyrly Jo(gradIn f)))

avec

AM(AN(leQ)) + AN(AMUllg)) = QAM(ll)AN<l2)

dlnf(gmdAN(ll.lg)> = g(gradln f, gradAn(ly.02))

= An(la).g(gradin f,grad(ly)) + lig(gradln f, grad(An(l2)))
= An(lp).dli(gradln f)
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A (dpr(llo)(gradin f)) = 1. Ay (dli (gradln f))
An(dy(lh.0)(gradin f)) = An(lo).dli(gradln f)

dln f(grad(AM(ll.lg)+ndM(ll.l2)(gmdln f))) — lydIn f(grad(AM(ll)—i—n.dll(gmdln f)))

Al = B.A2(L)+ %.A?\,(ZQ) + %AM(ll)AN(lg)
+nf—_22dl1(gmdln F)-An(ls) + %AN(Qﬂgmdln 12
—%AN(ZQ)AM(ID )+ nla Au(dl(gradin ) + £ Ax (1) dis(gradia f)
+n(ly).dln f(grad(AM(ll) + ndly (gradIn f)))
= BAL) + AW
+%AN(Z2) [AM(ll) + (n — 1).dly(gradin f) + (2 — n).Jgradln f|? — LA (In f)}

+n.ly {d In f(grad(AM(ll) + n.dli(gradIn f))) + An(dli(gradin f))}

Corollaire 4.2.4. Sil; et ly sont harmoniques, alors

A(ly.ly) = nly.dly(gradlin f)

A2(lidy) = nls.|An(dli(gradin £)) + ndln f(grad(dll(gradln f)))}

Corollaire 4.2.5. :
1) Sily et ly sont harmoniques alors a = ly.ly est biharmonique non harmonique si et
seulement si

lo.dly(gradln f) # 0,
Ap(dly(gradln f)) + ndlnf(gmd(dll(gmdln f))) = 0.

2) si f est constante alors o = ly.ly harmonique (donc biharmonique)
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Chapitre 5

Géometrie du fibré tangent d’ordre 1

5.1 Introduction

Notation 5.1.1. Soit M une variété de dimension n, on note
i:N(T"M) — C®(TM)
w — W
Dapplication définie par :
w:TM — R
(z,0) — we(v)
i est une application C*°(M)-linéaire.

Localement, on a _

iw(z,v) =w(x)y’ (5.1)
8.
ozt

ol w=w;dz" et v=y'

Proposition 5.1.1. Soient X,Y € D(T(TM)); Alors X =Y si et seulement si pour tout
wel(T*M), ona :

X(iw) =Y (iw)

Preuve : I suffit de démontrer que si X (iw) = 0, pour tout w € I'(T*M), alors X = 0
Localement si X = Ai% + Bia%i, on a:
. Ow; )
X ) = Al_j J B'L i
(1w) i + B'w
d’ott X (iw) = 0, pour tout w € [(T*M) si et seulement si A" = Bi =0, Vi=1,...,n. n

Remarque 5.1.1. Si f € C°(M) et X e I'(T(TM)), alors localement on a :

0 )
iy = @y (5.2)
~ 02 » 0
Xiiwn) = ALy plt (5:3)
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SV o AiLLD i 0
ouX—Aaxi—i—Bayi.

De la Remarque 5.1.1, on déduit :

Proposition 5.1.2. Soient X,Y € I(T(TM)) ; Alors X =Y si et seulement si pour tout
feC>(M), ona : N B
X(i(df)) = Y (i(df))

Définition 5.1.1. Soient X € T'(T'M) un champ de vecteur sur M. On défint les applications

7:T§(M) - (35—1(TM)
F o= y(F)
x (M) — T (TM)
F o= yx(F)
localement par :
F) = Fy oy 0 0 da" dxha 5.4
'Y( )— hy.hg Y %@)...@%@ r? Q... Qdx ()
F _Fklukthl g 0 d ha d hq 55
Vx(F) = h1..hg ay,ﬁ@...@@@)x Q..dx (5.5)

ol :q>1, F=F'"" 0 ¢ @9 @dM®.. Qdh et X=X

hi..hq 9z*1 dxkp 9
Propriétés 5.1.1. .

1. La Définition 5.1.1 est indépendante de la carte choisie.

2. Si F est un champ de tenseurs de type (1,1) sur la variété M, alors v(F') ( resp vx(F))
est un champ de vecteurs sur T M, tel que localement :

i e ivj
W(F)Zijja—yi resp VX(F):FJ'X]—»‘

ot F=Fi2 @dl et X = X2

J ozt OzI *
3. Si G € T'(T*M) est une I-forme sur la variété M, alors v(G) = iG (resp vx(G) =
G(X) om) est une fonction de classe C™ sur T'M.

4. SifeC®M)etX el (TM), on pose : v(f) =vx(f) =0
5. Si 'V est une connezion linéaire sur la variété M et f € C®°M) qglors

Vf=df, ~(df)=~(Vf)=1ildf).

Proposition 5.1.3. Si F,G € T{(M) et X € T(TM), alors :
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1. by F, Gl =0
2. [vxF,vG) =vx(Go F)
5. [WE,AGl=7(Go F) = y(FoG)

Preuve : Localement on a :

i X s,k 9
WEANG] = [Fy oy O 83/3}
. 0 0 0 0
= F’ Fly
a Z<G )ays ka a s( )8yZ
0 0
— i,J Sk s s, ki
Fly'stGiy - — Giy'aiF -
0 0
_ ] st: k 1,YS
G, i oy G’ka -
= PGl (Foc) 2
T oys k oyt

Pour plus de détail voir K. Yano et S. Thihara [116]

5.2 Relévement Vertical

5.2.1 Relévement Vertical d’une Fonction

Définition 5.2.1. Soient M une variété de dimension m et (TM,n, M) le fibré vectoriel
tangent associé. soit f € C°°(M), on définit le relévement vertical fV par :

fY=for:TM — R
veT,M — fY(v)=for(v) (5.6)
= f(x)

5.2.2 Relévement Vertical d’un Champ de Vecteurs

Définition 5.2.2. Un champ de vecteurs X € T(T(TM)) est dit vertical si et seulement si
pour toute fonction f € C®(M) on a

Xf=o. (5.7)

h -
Si | 2L | sont les composantes de X relativement a une carte induite (7~'(U), 2", y")
2

sur TM, alors pour toute fonction f € C*°(M) On a :

~ 3]”
XV =xh2L

f 1 axh
d’ou
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Proposition 5.2.1. Un champ de vecteur X € D(T(TM)) est vertical sur TM si et seulement
si relativement a une carte induite (7= 2(U), 2", y") sur TM, les coposantes de X verifient la

condition B
X{‘ 0
( }~(§ ) ( X;“ ) (58)

Remarques 5.2.1. on a :

dym: T,(TM) — T,M

;0
190 28_gﬂ|v = dn(Z) =2

1@11« (5.9)

2. N, = Ker(d,n) est un sous espace vectoriel de T, T M, appelé sous espace vertical.
3. Localement N, est engendré par (8%1“, . ayimlv).
4. N =Upery No est un sous fibré vectoriel de T(TM)

5. X e D(T(TM)) est un champ de vecteurs vertical si et seulement si dr(X) =0

6. Si FeZT(M) et X el(TM), alors y(F) et ~x(F) sont des champs de vecteur
verticaur.

Proposition 5.2.2. Si X € T'(TM) est un champ de vecteur sur M, alors il existe un unique
champ de vecteur XV sur TM wverifiant :

XY (iw) = (w(X))V (5.10)
pour tout w € T'(T*M) .

Preuve : L'unicité découle de la Proposition 5.1.1 et de la formule (5.10).

Localement si (X); et (w;); et (X!, X¥) désignent les composantes de X, w et XV res-
pectivement. Alors de la formule (5.10) on obtient :

9 o
Xf(a_%wi)yl + Xjwp = wp X"

d’ou B B
Xh=0, Xb=Xx*

pour tout h,k = 1..m. [

Définition 5.2.3. Soit X € I'(TM) un champ de vecteurs sur M, le champ de vecteurs X"
qui vérifie [’équation (5.10) est appelé relévement vertical de X o T M.

Pr Mustapha Djaa 2017




5.2 Relévement Vertical 126

Localement si le champ de vecteurs X a pour composantes (X h) h=1,..m relativement a une
carte (U, 2"), sur M. Alors le relévement vertical X" a pour composantes

XV ()?h ) (5.11)

par rapport a la carte induite (7=1(U), 2", y*) sur TM.

Remarque 5.2.1. Le relévement vertical XV de X au fibré tangent TM est un champ de
vecteurs vertical, et on a :

XV =0 (5.12)
pour tout X € I'(TM) et f € C®(M).

Propriétés 5.2.1. :
Soient X, Y € T(TM) F € 1(M) et f € C*(M), on a :
(X+Y)V =XV 4+YV

° (fX)V:fVXV
o [XV.YV]=0
i [XvafyF]:’YXF

En effet pour tout w € I'(T*M), on a
(XY, VY(iw) = XV (Y (iw) = V(XY (iw) = XV (w(Y)") = YV ((w(X)") =0
Localement, on a :

.0 .0
ips Y= xips Y N F
S ays] L Oys =

.0
\% _ i

Remarques 5.2.2. .
o Ny ={X]; X e (T M)}
o Soient uw € T,M et X € I'(TM) tel que X, = u, on note :
u = X[ (5.13)

appelé relévement vertical de u. D’aprés la formule (5.11), cette définition est indépen-
dante du choiz de X.

e L’application :

™ +— CTTM
(z,u) — u" €TwTM

est une section de classe C*° sur T'M, donc un champ de vecteurs sur T'M.
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e Soient x € M etv € T, M, alors L’application

.M — N,

U:UV

est un isomorphisme linéaire.

5.2.3 Relévement Vertical d’ une 1-Forme
Définition 5.2.4. Une I- forme w € T'(T*(TM)) sur TM, est dite verticale si :
o(XY)=0 (5.14)

pour tout X € I'(T'M)

Localement, si (CD},@?) désignent les composantes de w par rapport a une carte induite

(7= Y (U), z", y") sur TM. Alors de la formule (5.14), on obtient :

(X)) =X =0
pour tout X € I'(T'M), d’ou localement

= (561 ) (5.15)

Proposition 5.2.3. Si f € C>®(M) est une fonction de classe C> sur M, alors d(f") est
une 1-forme verticale sur le fibré tangent T'M .

Preuve : De la relation (5.12) , on a :
d(f)(XY) =XY(f") =0
pour tout X € I'(T'M) n

Définition 5.2.5. Soit w € T'(T*M). Le relévement vertical w" de la 1-forme w est définit
localement par A
V= (w;)Vda’ (5.16)

w
ot w = w;dz’, relativement & une carte (U, z") sur M.

Cette définition est independante de la carte choisie, en tenant compte que si (dx?); est
une base locale de T'(T*M), elle induit alors (dz’, dy’); ; une base locale de T'(T*(T'M)).

Remarque 5.2.2. Le relévement vertical w" de w au fibré TM est une 1-forme verticale :
WwW(XY)=0 (5.17)

pour tout w € I'(TM*) et X € I'(T'M)
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Proposition 5.2.4. Soient f,g € C°(M) . Alors :

(df)" = d(f") (5.18)
(gdf)” = g¥d(f") (5.19)
Preuve : Localement, on a :
d(fv) _ a(J(;;zW) dmz + a(g;ﬂ-> dyz _ a(g;lﬂ) d{Bl _ (df)v

Remarque 5.2.3. De la Proposition 5.2.4, on obtient :

d((f9)") = d(f".g") = g".d(f") + ".d(g") = (d(fg))"

Propriété 5.2.1. on a pour tout w,0 € I'(TM*) et f € C®°(M) :

(w+0)Y = WV 46Y (5.20)
(fw)V = fYu (5.21)

Si (U, z") est une carte sur la variété M, alors de la formule (5.16) on obtient :
(dz™)V = da” (5.22)

par rapport a la carte induite (7= *(U), 2", y") sur TM.

5.2.4 Relévement Vertical des Champs de Tenseurs
Soient P,Q, R,S € TI(M) des champs de tenseurs. On pose :

(P2Q)" = P oQ" (5.23)
(R+S)Y = RV+9Y

Si F € T}(M) est un tenseur de type (1,1), tel que Fih% ® dz' relativement & une carte
(U, 2") sur M, alors de la relation (5.23), on a :

0 .
FV = (Fl5—®dz")Y
(F 5, ® )

= ()G © ()
= (B (5 0 e

d’out FV' a pour composantes :
0 0
FY . ( o ) (5.24)
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De méme, si G € TH(M) tel que G = Gyyde’ © da et H € T tel que H = H" 2 @ 52

Oxp?
alors : "
Gv ( %"j 8 ) (5.25)
0 0
HY ( 0 I ) (5.26)

par rapport a la carte induite (7=1(U), 2", y*) sur TM.

Proposition 5.2.5. Pour tout w € TY(M) on a :
dw’ = (dw)¥ (5.27)
Preuve : Si w = w;dx’ par rapport a la carte (U, z') sur M, alors

WY = (widx")V = widx’

dwV = O dz? A dx’
(9xj
1 c%),- &uj ; ;
= — — dx’ dz’

et

(dw)v = (d(wi)/\dmi)v
1 8wz (%)j

= = drt ® d’

Relativement a la carte induite (7= 1(U), 2", "), d(w"") a pour composantes :

awi &uj
d(w") : ( %(3%0_ 81‘1‘) 8 )

Proposition 5.2.6. Soit F' € T}(M) un champ de tenseurs de type (1,1) sur la variété M,
alors

F":TM — TTM
(z,u) — FY(z,u) = (Fy(u))” (5.28)

est un champ de vecteurs sur T M.
Relativement a une carte induite (m=(U),z*,y?), on a :
0 ; 0

FU = 'V = — o (F(——
y lay] y( (axz

DY =(F)
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5.3 Relévement Complet

5.3.1 Relévement Complet d’une fonction

Définition 5.3.1. Soit f une fonction de M.On définit le Relévement Complet de f, noté f€
de M au fibré TM par

f¢ = idf (5.29)
¢ :TM — R
v o df(v)

Relativement a une carte induite (x=1(U), 2", y") sur TM, on a

FO) = o' (@) = 0)()

De la Proposition 5.1.2, on conclus que cette famille de fonctions joue un réle important
dans la caractérisation des champs de vecteurs sur le fibré tangent 7'M et on a :

Proposition 5.3.1. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur T'M. Si pour tout fonction

feC®*M) ona:

X(F9) =Y (f9)
Alors X =Y.

Propriétés 5.3.1. Soit X e I(TM) ,F € T}(M) et g, f € C°(M) on a :
XV = xm) (5.30)
9N = ¢°f " +4"f¢ (5.31)
g+ = ¢+ f° (5.32)
(VE)(fC) = A(df o F) (5.33)

Localement, si F' = Fij O @ da?, alors :

ox?
9, Of o Of L Of
C pr— t ']— S = ¢ ] S = ¢ S ==

Remarque 5.3.1. Si (U, x%) est une carte sur la variété M, alors (m=1(U), (2%)V, (27)° est
la carte induite sur le fibré tangent T M

5.3.2 Relévement Complet d’'un Champ de Vecteurs

Définition 5.3.2. Le relévement Complet d’un champ de vecteurs X sur M est 'unique
champ de vecteurs X sur le fibré tangent TM tel que

XCpO = (X f)° (5.34)
pour tout f € C°(M)
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L’unicité découle de la Proposition 5.3.1 et ’existence provient de la proprsition suivante :

Proposition 5.3.2. Si X est un champ de vecteurs de composantes (X"), par rapport a une
carte (U, z") sur M, alors le relévement complet X a pour composantes

X¢ . ( 5;1,1 ) (5.35)

ioX"

. N . . -1 h ,,h \ h __
relativement a la carte induite (= (U), 2", y") sur TM, ot 0X" = y' 5~

)}“-h
Preuve : Soient ~}€

2
sur TM. De la formule (5.34), pour toute f € C*(M), on a :

XUy = Riilow+ %L
— (xfy©
y' aii (X7 g—é)
- X+
doit Xi = X'et XJ =y %% (i,j=1,..,m). -

Proposition 5.3.3. Soient f € C*(M), X e I'(TM) etw € I'(TM*), on a :

X°+Y% = (X+Y)° (5.36)
(fX)¢ = XV 4 fYx© (5.37)
X = (xfnY (5.38)

Ww(X9) = (w(X)) (5.39)

Preuve :

1)Les formules (5.36) et (5.37) sont des conséquences directes de la Définition 5.3.2 et des
Propriétés 5.3.1.

2) Localement, on a :

XCfVIXi%(fOW)eri%a%(foﬂ):Xiaii(fOW):<Xf)V

W’ (X9) = weda® (X' + yi%%a‘zi) = w,dr*(X'2) = (W X*) o = w(X))Y

Proposition 5.3.4. Soient X, Y € I(TM) et F € T{(M), on a :
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\%

XV, YV] = (5.40)
XV, v = [X,Y]V (5.41)
(X9 Y = [X,Y]¢ (5.42)
(X9 AF] = ~(LxF) (5.43)

Preuve : Utilisant la proposition de caractérisation (Proposition 5.3.1), soit f € C*°(M),
on a :
[ ]

XV Y00 = XV - YY)
— XUV YT
= 0.

XV Y)Y = XVYO(F) = YUXT(f)
= X'V -yexny
= (X(Yf)" —(V(Xf)"
= (X Y]
= [XY]VfC

e De méme, on obtient :

(XY = XOYUf) - YUXOF9))
= (XY= (YXf)©
= (X, Y]N)°
= [XvY]CfC

e Localement, on a :
d’une part

" 9 i
O - rx Ly o de
Cpe
I oxs’ Oxt
0X, L 0X,. O
9 o Yo ©

QJ‘QD

= {[X,F

—~

=G,

Q
|

- (X5, I} do'

OFF
oxs

SR

:{X
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et d’autre part

0 n ,0X° 0 Ji]
oz Y ou 8y5’y oy
OF] 0  ,0X°, 0 L, 0X® 0
— kxs_k_ Z—,(SkFJ—.— k Jyi
oxs Oy’ Y o s k Oy Y05 g oy*
. _OFF 0 0X* .0 0X° 0
i xS 7 i _ Y sz
VA s oyt TV o 1
saﬂk aXSFk

(X = [X°

oy U Ko oy
oxXk 0o

= y{X PP —Fl —}—
v ox* + oxt ° b Oxd }8yk
"
Remarque 5.3.2. Relativement a une carte induite (7= *(U), 2", y") sur TM, pour tout i =
1,..,m,ona:
J .- O
= 5.44
5a) = oz (5.44)

5.3.3 Relévement Complet d’ une 1-Forme
Théoréme de caractérisation des formes différentielles

Théoréme 5.3.1. Soient &,0 € T(T*(TM)) deuz formes sur TM. Alors & = 0 Si et seule-
ment si pour tout X € I'(TM) on a :

H(XC) =0(x°)

Preuve : Il suffit de démontrer que si ©(X%) = 0 pour tout X € I'(T'M), alors @ = 0 .

Localement si X = X'z2- (resp & = 0} da’ + &jdy’) relativement a la carte (U, z7) sur M
(resp a la carte induite (7~1(U), z", y") sur TM) , alors
k

- - —y ;0X
O(XY) =@ X" + &y 7 =0

dou @ =0=&} hk=1,.,m

D’une maniére plus générale on a :

Théoréme 5.3.2.  Si&,0 € T(TM)) (resp € T,(TM)), tels que pour tout Xq,..,X, €
L(TM) :
(XY, .., XJ) =0(X{, ..., X9).

p

Alors 5 =10 .
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Proposition 5.3.5. Soit w € T'(T*M), il existe une unique w° € T'(T*(T'M)) telle que pour
tout X € I'(TM), on a
w(X) = (w(X))® (5.45)

2]

Preuve : Du Théoréme 5.3.1, découle 'unicité. Localement si X = X* 57y W = w;dx’ et
c

wY = wda' 4+ ©;dy’ | alors

J
WO(XC) = @ixzwj(y%%—i)
= (wX)
O(wnX")
yT

dot  w; =0w; = (y'52)et ©;=w; 1,j=1,..,m. On pose alors, localement

0 0
c_a, ,
XY = Ow; ErS + w;j By

Définition 5.3.3. Soit w € ['(T*M), l'unique forme w© € T(T*(TM)) qui vérifie la formule
(5.45) est appelée relévement complet de w.

Proposition 5.3.6. Siw est une 1-forme sur M de composantes (w;) par rapport a une carte
(U, z") , alors le relévement complet w® a pour composantes

;0w
wC : (awiawj) = (y 8_3:7(")]')‘ (546)

relativement a la carte induite (7=1(U), z", y*) sur TM.
Remarque 5.3.3. Relativement a la carte induite (7=1(U), 2", y*) sur TM, on a :

(dz))° = dy' (5.47)
Proposition 5.3.7. Siw,0 € I'(T'M*) et X € I'(T'M), alors :

1) (w+0)° =w+6¢
2) (fw)® = fOu¥ + fVuC
3) w(XY) = (w(X))¥
Preuve : Soit X € I'(TM), on a :
1)

(@ +0)°(XO) = (w+O)(X)° = (w(X)+0(X))°
(@(0)° + (0(X))°
= (@€ +0°)(XC)
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2)

(fw))X) = (fw(X))9) = flw(X) + fw(X))"
— waC(XC)+waV(XC)

3) Localement si X = X'-% w = w;dx’, alors des formules (5.11) et (5.46), on obtient :

2]
Oxt)?

WOXY) = (@iXT) o = (w(X))")

5.3.4 Relévement Complet d’un Champ de tenseurs

Définition 5.3.4. Le relevement complet peut étre prolonger a un tenseur quelconque de
maniére unique tel que pour tout P,Q € TI(M) et f € C*(M), on a :

(P2Q)° = PPoQ"+P Q° (5.48)
(P+Q)° = P°+Q° (5.49)
(fP)° = fOPY 4+ fVP (5.50)

Si F € T}(M) tel que localement F' = F}' -2 @ da’, alors :
zp

F¢ = (Fﬁi@@dxi)c

! &vh
h a Vv n\V h a \V
= (NG @ (e + (FY () @ ()
+<ﬂh>V<8%>V ® (da')°

0 - 0 . 0 4
_ h\C i hV i hV )
= (F") o @ dx' + (F}") pr. ®dx' + (F}) o ® dy

d’ott F¢ a pour composantes

F' 0
C . i
F*~ ( OF I ) (5.51)
De méme si G € T3(M) tel que G = Gy;dr’ ® da?, alors G a pour coordonnées :
0G.: G
C . ] J
X -

Proposition 5.3.8. Soient X, Y € I'(TM) et G € TY(M), on a

GYXV, YY) = 0 (5.53)
GYX° YY) = (GX, Y)Y (5.54)
GY(X9 YY) = (G(X, Y)Y (5.55)

Pr Mustapha Djaa 2017




5.4 Relévement Horizontal 136

Preuve : En vertu de la Définition 5.3.4, il suffit de démontrer la proposition dans le cas
ot G =w®w, on a:

GC(XV,YV> — (wC ® wv)(XV,YV) + (WV ® wc)(XV,YV)

= XD YY)+ (X (YY)
= 0.

GC(XC,YV) — wC(XC)wV(YV)—I—wV(XC)wC(YV)
= (W) (@())"
= G<X7Y))V

GC(XC,YC) — u)C(XC wV(yC)_l_wV(XC)wC(YC)

= (WX (@(¥)" + (X)) (@ (¥)"
= (WX)w(¥)°
= (G(X7 Y))C
Proposition 5.3.9. Pour tout w € IT*(TM) ona :
d(w®) = (dw)® (5.56)

Preuve : En utilisant le théoréme 5.3.2, la Proposition 5.3.8, les Propriétés 5.3.1, la
formule (5.42) et la formule de dérivation suivante :

dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) —w([X,Y])
on obtient :
dW) (XYY = X9 w (YY) = Y9 (w (X)) - w (X9, YY)
= (X)) = (Y(w(X))9) = (X, Y])*

Y
= ((dw)(X,Y))"
= (dw)“(X“,Y)

5.4 Relévement Horizontal

Dans cette section, on suppose que M est une variété de dimension m munie d’une
connexion linéaire V.

Définition 5.4.1. On définit la connexion opposée a V notée @, par :
VY = Vy X +[X,Y]
VX,Y e I(TM).
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Remarques 5.4.1. .

1. Soient T et T les tenseurs de torsion associés a V et V respectivement, alors pour tout

X,Y e (TM), ona T(X,Y) =T(Y, X).

2. S8i 'V est sans torsion, alors vV=V.

5.4.1 Relévement Horizontal d’une Fonction

De la Propriété 5.1.1 (5), on rappel que, pour tout f € C®*M) on a :

Wdf) = (V) =v(Vf) = i(df) = € = d(f)

Définition 5.4.2. Si [ est une fonction sur M, on pose

f1=fC =4V =0 (5.57)

application de classe C* sur T'M dite relevement horizontal de la fonction f.

5.4.2 Relévement Horizontal d’'un Champ de Vecteurs

Définition 5.4.3. Soit X un champ de vecteurs sur M. On définit le relévement Horizontal
de X noté X" au fibré tangent TM par

X =XY-v, X (5.58)
Localement si X = X2, alors
0X? b\ O j
0X'! ki . 0
YO _ yi 0 jaXZ 0

ox? ty oxt Oyt
d’ou

Proposition 5.4.1. Si X un champ de vecteurs sur TM de composantes (X") par rapport
a une carte (U, x") sur M, alors le relévement horizontal X a pour composantes

X"
H
XH = ( oty ) (5.59)

1
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et
( ai)H = aii —y ?iaiyh (5.60)
On note : 5 5 | 5 5
e [3@ —y ?ia—yh = (axi)H (5.61)
relativement a la carte induite (7= *(U), z",y’) sur TM.
Remarque 5.4.1. Pour tout X € T(TM) on adrno X" = X on.
Définition 5.4.4. Soit v € T'M ,alors
H, = {X", X eI(TM)} (5.62)
est un sous espace vectoriel de T,(T'M) appelé espace horizontal associé o V.
H = U H, (5.63)

est un sous fibré vecoriel de T(T M) appelé fibré horizontal associé V.

Remarque 5.4.2. Des formules (5.59) et (5.62), localement pour tout v € T M, on obtient :

; 0 ki 0
H, = {a 8$i|v— jiayja_ykh);

a',..,a™ € R} (5.64)

De la Remarque 5.2.1 et la Définition 5.4.4 découle la proposition suivante :

Proposition 5.4.2.
T(TM)=HoN

Tw(TM) =Hy DN,y

ouw € TM.
En effet localement si w = w’ a?;i eTM et X = a a?si + b azi € T,(TM), alors
N 9 9 o 0
X = (a'== — d'wTh==) + {b" + aw'I'}} —

ot ij oYk ij oYk

avec :

Xh = (ai% — aiijfj%) € H,, est la partie horizontale de X

et

X0 = {bF + aiwjl“fj}% € N, est la partie verticale de X

Définition 5.4.5. Soit w € T, M, le relevement horizontal de w est defini par
w? = X1 (5.65)

ou X € T'(TM) telqgue X, = w. De la formule(5.59) cette définition est indépendante du
champ de vecteurs X choisi, et on a la proposition :
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Proposition 5.4.3. L’application

.M — H,

w = w

est un isomorphisme linéaire

Définition 5.4.6. Un champ de vecteurs X € T(T(TM)) est dit horizontal, si pour tout

UETMona)?UEHU

Proposition 5.4.4. Un champ de vecteurs X € T(T(TM)) est horizontal, si et seulement

st, localement, pour h =1..m., on a :
X+ T0X{y =0

i 0 vi_d
ou X = Xigr + Xo55

Proposition 5.4.5. Pour tout X, Y € I(T'M) et f € C>®°(M), on a :

(X +YV)7T=(X ) + ()7

(fX)" = (f)rx"

XY =(Xf)Y

XHfC = (X )¢ —~(df o (VX)

XV, YH) = [X, V] = (VxY)" = =(VyX)"
(XA YV] = (VxY)V

(XA YH] = [X,Y]H — yR(X,Y).

ou R est le champs de vecteurs de courbure associé a V .

Lemme 5.4.1.

(5.66)

(VY) o (VX) — (VX) o (VY) = {ﬁyﬁx — ﬁxﬁy} — LyVX + LxVY + [Ey,ﬁx]

pour tout X,Y € I'(TM).
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Preuve :(Du Lemme). Soit Z € I'(T'M ), on a :
(VY)o (VX)Z = (VY)(VzX)
= (VY)(VxZ +[Z, X))
= (VY)(VxZ)— (VY)(Lx(Z))
= Vy(VxZ) = (Ly)(VxZ) - (VY)(Lx(Z))
= V(VxZ2) = (Ly)(LxZ) — (Ly)(VX)(Z))
—(VY)(£Lx(2))
(VY) o (VX)Z = (VX) o (V)2 = {VyVxZ - VxVyZ} - {Ly((VX)(2)) - VX(Lr(2))}

HLx ((VY)(2)) - VY (£x(2))}
Ly (Lx(2))  Lx(Ly(2))}

= {VWVxZ = VxVyZ} = (LyVX)(Z) + (Lx(VY)(2)
—[Ly, Lx](Z)

Ici on a utilisé la propriété Lx(F(Z)) = (Lx o F)(Z) + F(LxZ) l

Preuve : (De la Proposition 5.4.5), on a :
o XU(fY) (X =V,X)(f)
X)) = (V. X)(FY),

aQ
=
I~
3

Puisque V,X champ de vecteur vertical, alors
XAy = XA
= (XN
o XU(fO) = XU - (V,X)(f),
De la Propriété 5.3.1  formule(5.33), on obtient :
XA = (XN =(df o VX)
o XV Y] = [XV Y- [XY,9(VY)], (dela Propriété 5.2.1)
= X, ] —1x(VY)
= [X Y]V = (VaY)"
o [XTYH] [XC V= (VX), Y] = [XC 7 (VY)] + [1(VX),7(VY)]
(X

, ] +{LyVX — LxVY + (VY) (VX) - (VX)o (VY)}
= (X, V" +4(V[X,Y]) +{LyVX — LxVY}
+7{(VY) (VX) = (VX) o (VY)}
Du Lemme 5.4.1  on  obtient
XAIYH = XY 4 {Vixy) — Lixv} + 1 {Ly VX — Lx VYY)
+7{(VY) o (VX) — (VX)o (VY)}
= [(XY]"—yR(X,Y) = ALy + Ly, Lx]}
= [X,Y)T—4R(X,Y).
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5.4.3 Relévement Horizontal d’une 1-forme

Définition 5.4.7. Soit w une 1-forme dans M. on définit le Relevement Horizontal de w noté
wi de M au fibré TM par :
w =w’ - V,w (5.67)

ot V,w = v(Vw).
Expressions Locale. Si (w;) désignent les coordonées de w € T'(T*M) et I'’; les coef-

ficients de Christoffel associés a la connexion V relativement a la carte (U,z") sur M on
a:

C

w Ow;, w;)
V,w

(

(v ajwz JFh W, 0)
@wu s (Y @wz JFh LW, 0)
wl (y'T wh, w;) (5.68)
par rapport a la carte induite (7=1(U), 2", y") sur TM.
Définition 5.4.8. Une I-forme & € I'(T*(T'M)) est dite horizontale si , on a :

(X" =0 (5.69)

pour tout X € I'(TM).

Expressions Locale. Si (&},©7) désignent les composantes de & € T'(T*(T'M)) par
rapport a une carte induite (7= *(U), z", y") sur TM, alors pour tout X € I'(T'M), on a :

O(XT) =0/ X' =By ThX =0

d’ou
@ —wpyTh =0 (5.70)

pour tout ¢ = 1..m.

Localement, on peut démontrer les propriétés suivantes :

Propriétés 5.4.1. Soient w € I'(TM*) et X € I'(TM), on a :

WwI(XY) = (w(X))" (5.71)
WHIXY) = w9V, X) (5.72)
JAXTY = 0 (5.73)

Remarque 5.4.3. De la formuule 5.68, localement on obtient

(da™)! = /Thda’ + dy” (5.74)
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5.4.4 Relévement Horizontal d’'un Champ de Tenseurs

Définition 5.4.9. Soit S un champ de tenseurs sur M de type (0,s) (resp (1,s). On définit
le Reléevement Horizontal de S au fibré TM noté S? par

SH =59-v,S (5.75)

Définition 5.4.10. D’une maniere générale le relevement Horizontal peut étre prolonger a
un tenseur quelconque de maniére unique tel que pour tout P,Q € TI(M) ,on a

(PQ)"=PieQ"+P Q" (5.76)
(P+Q)"=P"+Q" (5.77)

Expressions Locale.

Si F € T}(M) tel que F = F!-2 @ da? alors :

i 9
F! 0
H * . . k . . .
o ( _ijlirz't +Z/”FZF§-;€ Fé ) (5.78)
Si G € TYM) tel que G = G;;dx’ @ da? alors :
tTh T
. YTLGr +y'TEGH Gy
oo (OO G -

Si H € TH(M) tel que H = H" 2 ® % alors :

g Y i (5.80)
: Hz‘h _ytrinjh o th?jHij :

Proposition 5.4.6. Soit F' € T}(M) un champ de tenseurs de type (1,1) sur la variété M,
alors

Fh:TM — TTM
(z,u) — F"z,u)=F2 ") (5.81)

(z,u)

est un champ de vecteurs sur T M.

Localement, relativement a une carte induite (7= (U), 2%, y?), on a

0 . 9] oy O
h _ _i717) ik l s — H
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5.4.5 Application tangente

Soient (M™,g) et (N™, h) deux variétés Riemannienne de connexion de Levi-Civita V¥

et V¥V respectivement. Soit ¢ : (M™, g) —

®~dp: TM — TN

(N™, h) une application lisse. On pose :

Localement, Noton par (z%,47;4,j = 1,..m) les coordonnées locale sur T'M induite par (x%;i =
1,.m)sur M et (u®,v%;a, 3 = 1,..n) les coordonnées locale sur TN induite par (z%;a = 1, ..n)

sur N on a :

¥

d=(y)

ou (;i=1,.. )(esp (aaa,a
M (resp N)

De I’équation 5.84, on déduit I'expression locale de la matrice associée a dy :

(dp)i =

d’ot

= (¢ .., 0"
6’90 dp"
= (o j
<()0 bR 7()0 78 ] 7"'7 ax] )
(‘9@ -0

(5.82)
(5.83)

(5.84)

1,..,n)) désigne la base locale de champs de vecteurs sur

Ol Ot
o) "\ ap i
oxi 't Ox™m
o 9o
d ) = ———
¢(8x2> ozt Ju®

o 0

(5.85)

Relativement & la base locale de champ de vecteurs (537, 5,7 )i, (resp (a% %)a g sur M (resp

N),la matrice associée a l’application tangente d¢ est donnée par :

d’ou la proposition suivante :

Proposition 5.4.7.
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o9l 9p
9, | Del 0..0
o™ dp™
BT o 10.. 0 )
Pt i 9 99 Op_
ozior Y "'8zm8x1y oxl """ ozm
82%7"‘ i 82 D™ 62"
ozlor Y "'8xm8a:1y ozl 9x™
0 \%
= (do(= )
( (8:162)

dp® 0 2% .0

= J

oxt Ju® + 8xi8xjy ovb

- (i)

((Vaa.

57)

(5.86)

(5.87)

(5.88)

(5.89)
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Preuve :
0 B op® 0
d¢(8yi) T 92t Ov>
(5o7)
oxt Ju™
0 \%
- (d(p(ﬁxi>)
) B 0 Mok 0
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5.5 Meétrique Naturelle

5.5.1 Meétrique Naturelle

Définition 5.5.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne . Une mélrique Riemannienne §
sur le fibré tangent TM de M est dite naturelle par rapport a g si

g(XH’YH) = g(va)V
= g(X,Y)orm (5.90)
gxXT Yy = 0
VX,Y € T(TM)

Remarque 5.5.1. De la Définition 5.5.1, on déduit que pour tout champ de vecteurs vertical
Y el (T(TM)) et X e (TM) , on a

gxX"Y)=0
ol g est une métrique naturelle sur le fibré tangent T M.

Proposition 5.5.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne de connexion de Levi-Civita V.
Si g est une métrique naturelle sur TM de connexion de Levi-Civita V, alors

1)g(x,u)(vXHYH7 ZH) - g(z,u)((VXY)Hv ZH) = gx(vXK Z) om
1

Z)g(xau)<vXHYH7 ZV) = _ig(r,u)<{R(X, Y)u}v7 ZV)
= 1

3)Gway(Van Y, 2%) = S[XM(G(YY, 27) +5(2", (VX)) = g0V, Vx2) ] (e
= 1

4)§($M)<VXHYV72H) = —§§(x’u)({R(Z,X)u}V,YV)

= 1
5)§(m,u)(vXVYH7 ZH) = ég(x,u)({R(K Z)U}Va XV)
= 1
6)3(a) (Vv Y™, 27) = SV(g(X", 27) = g(2", (V¥ X)") = 9(XY, (V¥ 2)" ]
- 1
Ny (Var Y'Y, 2%) = S[=2"GX" Y) + (VY (V2X)") + 35XV, (V) )]
1

S)Q(I,u)(vXVYV7 Zv) - i[Xv(g(Yva ZV)) + Yv(g(Zvav)) - Zv(g(Xv7YV))](z,u)
ot (x,u) € TM tel que w(u) = x.

La preuve découle immédiatement de la formule de Kozul et de la Définition 5.5.1 .
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Preuve : (de la Proposition 5.5.1)

29(VxnY™, Z") = X" (", Z2%) + YT (g(x", z™) - 2" (g(x", v™))
+g(Z7 [ XH YH) +g(VH, (27, X)) —g(XH, [y, ZH))
= X", 2)")+Y"(9(X,2)") - z"(g(X,Y)")
+g(2™, (X, Y] +9(v ", 12, X)) — g(X T [y, Z]7)
= {X((Y,2))+Y(9(X,Z2)) - Z(9(X,Y)) + g(Z,[X,Y])
+9(Y,[Z,X]) — g(X, [V, Z])}"
= 29(VxY,Z)om.

2g(Vxu Y 2V) = XT(G" z2V)) + Y (g(x", 2")) - 2V (Gx", v))
+g(ZV XY T) + gy 2V, X)) - g(x T [y ", ZV))
= —Z2V(gX,V)) + 52", X, Y]") - 52" 4(R(X,Y))
—g(Y", (Vx2)") - g(X", (Vy2)")
= (2" A(R(X,Y))
= —g(2" Y (R(X,Y))

puisque la connexion symetrique V =Vet R=R. Comme Y(R(X,Y)) (z) = (Ro(X,Y),0)Y,
on déduit

_ = 1_
g($,u) (vXHYH7 ZV) = _ig(CE,U) ({R<X7 Y),u}V’ Z(Yv,u))
Les autres égalités se démontrent de la méme facon.

5.5.2 Meétrique de SASAKI

Définition 5.5.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. La métrique de Sasaki associée est
l'unique métrique naturelle g sur le fibré tangent T M telle que :

DX, vy?) = g(X,)Y)on (5.91)
2)g( X7 YY) = 0
3)g(XV, YY) = g(X,Y)orm

VX,Y € T(TM)

Dans toute la suite, la métrique de Sasaki sera notée ¢°.

De la Proposition 5.5.1 et la Définition 5.5.2, on déduit :
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Proposition 5.5.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne de connexion de Levi-Civita V

et ¢° la métrique de Sasaki sur TM associée. Si v désigne la connexion de Levi-Civita sur
TM, alors

1) ¢*(VxnYT 20y = ¢5(VxY)!, 2M)
_ (gg Y2V,
2098, (Txr¥ ", 2Y) = —La.(R(X Y0 2)Y)

1
— _595([3()(, Y%, ZY) (-

B o Tan¥V.2%) = (XY, 7))+ 4(Z,VxY) ~ gV, VxZ}"
— (9(VxY.2))"
= (V)2

4)ga,u)(§XHYV72H) = _%gx(R(Z7X)u7Y)

1
1
= L)X 2

1

= %gw(R(Yv Z)u’ X)

_ %gx(R(u, X)V, 2)

1
= 595([R(*7X)Y]h>ZH)
~ 1
6)ga,u)<vayH7 ZV) = é[YH(gS(XV7 ZV) - gS(ZV7 (VYX)V) - gS(XVa (VYZ)V](CIHU)

= SV (9(X,2)) = 9(Z,VyX) = g(X,Vy 2)](z)

N0 (Var YV, 2") = S[=Z2"(* (XY YY) +6° (Y, (V2X)") + 6% (XY (V) e

[—Z(g(X,Y)) + g(Y,V2X) + 9(X,V V)]l

NI RO RN —RON

8)96a)(Vxv YV, 2Y) = S[XV(Y,Z") + Y (02", XY)) = 273XV YY)

I
e

ot (x,u) € TM tel que 7(u) = x.

De la Proposition 5.5.2, découle :
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Proposition 5.5.3. soit (M, g) une variété Riemannienne. Si v désigne la connexion de
Levi-Civita associée & la métrique de Sasaki g°, alors pour tout X,Y € T(TM) et F € TH(M)

on a :

(§XH YV)(Q;’U)

(%Xv YH)(I7U)

(Vv YY) (e
(VXV Fv)(%u)

(%XV Fh)(%u)

ou (z,u) € TM.

= (V) — (R

= (V)L — 5 (ROX V)N

= (V) + 5 (Rel,V)X)"

= (V) + 5 (RO V) X )"
= S(Re(w, X)Y)"

= LR XV

- 0

= (FX)

= (PO + 5 (Ralu, Xo) F(w)”

Preuve : Pour tout Z € I'(T'M) On a :

G (VyuYH ZH) =

(V)" 21

g
= (), 27) — S (R(X, V), 27)
@y, 27) = S (R V), 2Y)

= ¢*(VaY)". 2"

d’on

— SR V), 2Y)

~ 1
VxunYH = (V)7 — 5[R(X, Y)]?

Localement on a :
[ )
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Vv "

(@Xv Fh)(x’u)

Les premiéres formules se déduisent directement de la Proposition 5.5.2 et de la Définition

5.5.2

Proposition 5.5.4. Soit (M, g) une varété Riemannienne. Si R désigne le tenseur de cour-

bure associé a la métrique de
LRy (XY, Y2V
2. Ripuy(XV,YV)ZH
3Ry (X, YVYZV
4Ry (X YY) ZH

5. Rauy(XT, V) ZV

6. Rzuy (X ™, V) ZH

ou (x,u) € TM tel que 7(u)

Sasaki g% sur TM, alors pour tout X,Y,Z € T(TM) on a :

0
[R(X,Y)Z + %R(u, X)(R(u,Y)Z) — }LR(u, Y)(R(u, X)Z)|H

H
T

1
_[5
[}lR(R(u, Y)Z, X )u + %R(X, 2)Y)Y + %[(VXR) (u,Y)Z)H

[R(X,Y)Z + %R(R(u, 2)Y, X)u — %lR(R(u, 2)X,Y)u)Y

R(Y,2)X + %LR(u, Y)(R(u, 2)X)]

%[(VXR)(u, Z)Y — (VyR)(u, 2)X]!
(VZR)(X,Y)u)/

o= 4

HR(X,Y)Z + iR(u, R(Z,Y)u)X

1
+oR

1 (u, R(X, Z)u)Y + %R(u, R(X,Y)u)Z)?

=T

la preuve découle immédiatement de la Proposition 5.5.3.

Preuve :(de la Proposition 5.5.4)

1)

Ry (XY, YY) 2V
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2)
E(XV,YV)ZH - §XV§yVZH - §yV§XVZH - %[XV’yV]Zy
- §Xv§yVZH - ﬁyvﬁvaH
1 ~ N
= 5{VXV(R(*, Y)Z)" — Vyv(R(x, X)Z)"}

de la formule (5.97), on a

N 1 1
Ry (XV, YV ZT = 5{(R(X,Y)Z)fi7u)+§(Rx(u,X)R(u,Y)Z)H

(RO, X)2)f )~ 5 (Relw, V)R (s, X) 2)"}
_ [R(X.Y)Z) + }le(u, X)R(u,Y)Z — in(u, Y)(Ry(u, X)2)]"

E(XH’YV)ZV = ﬁXH§yVZV — ﬁyvﬁxHZV — %[XH’yV]ZV
~ 1o S
= Yy (Vx2)" = 5V (B(6 2)X)" = Vg 2"

= Ty (R 2)X)"

En vertu de la formule (5.97), on obtient

~ 1 ~
Rieuwy(X"YV)ZY = —§[Vyv(R(*,Z)X)h](x,u)
1

= SR, 2)X) + %Rm(m Y)(Re(u, 2)X)]"

Les autres formules se démontrent de la méme mniére.

Théoréme 5.5.1. Soit (TM, ¢g°) la variété de Sasaki associé a la variété (M, g). Alors (M, g)
est plate si et seulement si (T M, g°) est plate.

Preuve : De la Proposition 5.5.4 on a,

De la Proposition 5.5.4, formule (6), on obtient :
(Ry(X,Y)2) = Ripoy(XT, V) 21 = 0
pour tout X, Y, Z € I'(TM) et p € M ; D’ou

~

(R=0)= (R=0)
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5.5.3 Meétrique de CHEEGER-GROMOLL sur 1M

Définition 5.5.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne. La métrique de Cheeger-Gromoll
g est une métrique naturelle définie sur le fibré tangent T M par :

1)/9\(XH7YH) = g(X’Y)7
2) (X", Yv) = o,

DY) = s (g (0Y) + g (Xu)g (Vo).
ou X, Y e X (M), etr =] ul=+/g(u,u).

Connexion de LEVI-CIVITA

Proposition 5.5.5. Soit V la connezion de LEVI-CIVITA sur le fibré tangent T M associée
a la métrique de CHEEGER-GROMOLL ¢. Si X, Y € X (M), alors pour tout (z,u) € TM :

1) Vyn Y = (VXY)H—%{R(X,Y)u}V, (5.98)
2) VynVV = i{R(u,Y)X}HjL(VXY)V,

= 1
3) Ve Y = —{R(u, X)Y}",

H VYV = —é GV U Y+ U)XY) + L XV YU
—éa(xv,u)a(yv,u)u.

ol localement u = Y w2, o = 1+ 1% et U €X(TM) désigne le champ de vecteurs

vertical définit par :
U= ’. =U" = .
; o u ; Y oui

U (resp U ) sont constant sur chaque fibre.

Lemme 5.5.1. Soit f : R — R une fonction de calasse C*°, on a

X (f (1) =0 (5.99)
Xty (F (%)) = 2f () 9(Xw)

Preuve : Localement, si X = X* a(z“ alors
0 0 o 0
XV =X'"— X7 =X'— — X"/t —
out ox’ i Gk
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De la formule 1.2.1, on a :

2 a 2 j 8 2
X)) = 262 - Tt (7 ()
0 ; 0
= ) {5500 ) - Dt (g(u,w) }
D) .
= f/(TQ){UlUS xi(gls) iju ﬁ(uu gls)}
= [ (r?) v'u{ il (91s) — Tiigske — Thgun}
/ 2 s 1 0 S a 1S a [ 8 S 8 [ 8 1S
= fer )“l“{ i (gls)_é[aiil ai«l - aisl aili aisl - ail
= 0.
XU(f() = X () 5 (Wg)
2X"f1 (%) u’ gy

= 2f(r*)g(X,u).

Lemme 5.5.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si pour Y € I'(T'M), on note

alors

Preuve : Localement, si u = u'

X" (g(Y,.))

g¥,):TM — R
p:(:c,u) = gx(Yw,u)

(%50~

X(g(Y,u)) -

anﬁglymxu»

0
X’u]Ffja k(gabYaub)

-0

i a 7 a
g(VxY,u) +g(Y, X “]vai] %) -9V, X uJF,’fja =)
;0

(gabY “u b)

a 7
0
X gab auz( b)

- qujl—‘f‘:] (gakya>

— X’Lgazya
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Preuve :[De la Proposition 5.5.5].
En utilisant la formule de Koszul (1.9), la Définition 5.5.3 et les Lemmes 5.5.1 et 5.5.2, on

obtient
0 25(Vyu Y™ 7M7)

« 25(Vyu Y ZV)

¢ §(VynY", ZH)

0 25(VynYV,2Z")

0 25(V v Y ZH)
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= gxv,[Y", z
= §(XV,(R(Y,2)w)")

= X" zM) + Y (g(x", 2") - 27 (gx ",y )

_/g\(XHv [YHa ZH]) + E(YH7 [ZH7 XH]) + jq\(ZH: [XH’ YH])
20((VxY)", Z").

25((VxY)" + (R(X, V), 27).

XTGy™, zV) + Y (g(x",2%)) - 2V (g(x",Y™"))
_/g\(XH7 [YH7 ZV]) + E(YHa [Zvv XH]) + @\(Zvv [XH7 YH])

9" AR(Z, X)u}t")

—5-(9(Y, R(Z, X)u) + g(Y,u)g(R(Z, X)u, u))

1
——g(R(Z, X)u,Y

~—9(R(Z,X)u,Y)
1

S IR, )X}, 2%)

X (G (v, 2%)) + 3" (27, x7)

+§(ZV, [XH, YV} )

X (g (V,2) + g (V) g (Zw) 5 (¥, (Vx2)")

+9(2", (VxY)")

oV xY,2) + gV, Vx2) + (VYo u)g(Z,0)

+9(Yu)g(VxZow) = v, (Vx2)") + 32", (VxY)")

(o(VxY,2) + 9(VxYw)g(Z,0) +5(2Y, (Tx1)")

25(VxY)" . 2")
)

(9 (X, R(Y, Z)u) + g (X,w) g (R(Y, Z)u,u))

g (R(u, X)Y, Z)

(R(u, X)Y)H ZH).

QIR+
Q)
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« 2(Vir Y. 2") = YH( (2%, X") =49(Z", (Vv X)") = g(X", (Vy2)")
= 92", (VX)) +3(X", (Vv 2)") = 5(2", (Vv X)")
—9(X",(Vy2)")
=0
0 25(VyvYV, 2"y = —Z" (g(XV.YV)) +3
= gV, (V2X)") - ﬁ(XV,( z
9

=0
Du Lemmes 5.5.1 et 5.5.2, on a

XV@GY,2Y) = e (X (Y. 2) + g (Vu)g (Z,u)

_I_é(g(X’Y)g(Z,u) +9(X,Z)g(Y.u)

d’ou
¢ 25(VvYV, 2y = XV(GzV, YN +YV(@G(xY,2") - 2V (EG(xV, YY)

= 20(X,) 90V, 2) + g¥u)g(Z,0)

J% (9(X,Y)g(Zu)+g(X.Z)g(Y,u))

_ig (Y"u) (g (X, Z) +g(X,U)g(Z,U))

2
1

+=(9(X.Y)g(Z,u) +9(Y. 2) g (X,u)
+%g (Z,u) (9 (Y, X) + g (Y,u) g (X, u))
_é(g(y, Z)g(X,u) + g(X, Z)g(Y, u))

_ —29()(, WYV, zv) — 29(1/, wg(Xx", 2") + %g(Z, wg(x",vY)
+§g(X, Y)g(Z, u)

_ —zg(x, wg(vv,z") - 29(14 wg(X",2"%) + %g(Z, w)g(x", YY)

F25(XY Y )g(Z,w) — 2g(X,wg(Yu)g(Z, )

De la définition 5.5.3, on a pour tout champ de vecteurs X € I'(TM) :
iX U = gx . uY)
= (X 0) + (X, V)g(U. V)
= g(X.U)
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par suite, on obtient :
~ 1
JVy",2Y) = =g gy, 2Y) =50 ugx Y 2%) + (1 + a)g( 2" wg(x Y YY)
(X Uy uyg(zY . u) |
2
= S5 =gy =50V uxY + 1+ a)g(xt YU

—5(x", g ., 2")

5.5.4 [(-metrique sur TM.
Définition 5.5.4. Soit (M,g) une variété Riemannienne et 5 € Ry. Sur le fibré tangent T M ,

on définit la métrique B-metric noté g par
1L g(X"y") =£9(X,Y)om
2. X" YVy=0
3 Gy (XY, YY) = 2(92(X,Y) + Bga (X, 0)gu (X, )
ou X, Y e (TM), (z,u) e TM, r =g(u,u), « =1+ Bg.(u,u) et e € {1,2}.

Noton que si § = 0 (resp 8 = 1) et € = 2, alors g est la métrique de Sasaki (resp la
métrique de Cheeger-Gromoll).

Dans la suite on prend ¢ = 1.

Lemme 5.5.3. Soit (M,g) une variété Riemannienne, alors pour tout v € M et u = u'
T.M, on a les formules suivantes :

1. X" (g(u, ) @y =0

mie

2. XM (g(Y ) @) = 9(VxY,u)e
3. XV(g( 7u>xu —29(X e
Preuve : Localement, si U : x € M — U, = u’ 881 € TM est un champ de vecteurs

constant sur chaque fibre T, M, alors :
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-0 .0
H o i s k i s
1. X (9<U7U))(ac,u) = [X %gstﬁy yt - Fin y’ a_ykgsty yt](ax,u)
= (X(( ) —29(U,VxU)).
= 0.
2. XH(g<u’u))(oc,u) - [XZ

;i 0
_FkXy a kgstyy](zu)

X(g ( U)e — (THX 'Y 95Y ") )
(X(g(Y,U)x — g(Y, VxU))a
9(VxY,U))a-

i 8 s 7
3. Xv<g<u7u))(ﬂc,u) = [X wgsty yt](w,u) =2X gitut = QQ(X, u):}c

a % s

L X u)en = Xg-

Théoréme 5.5.2. Soient (M,g) une variété Riemannienne et g une B-metric relative a g

sur TM. Si N (resp V) désigne la connexion de Levi-Civita associée a (M, g) (resp (TM,7q),
alors on a :

~ 1
1. (VxaY™), = (VxY)7 -

SR Y ),

2. (VyuYV), = (VXY)V—F%(R(u,Y)X)H

3 (¥, = o (Rl X)Y))

L (T, = 2V Y G U)X+ gt oM o

«

~(1+a)g(xX", YU

= el )Y 4 g(v.0)XY) — Bg(x.0)g(y.0)U

a2

p

—(1+a)g(X, Y)UV}

p

pour tout champ de vecteurs X,Y € T'(TM) et p= (z,u) € TM, ou R désigne le tenseur
de courbure de (M,g),.

La preuve du Théoréme 5.5.2 découle directement de la formule de Kozul, le Lemme 5.5.3
et les formules suivantes :

LU = lg(Xw) + Be(X, u)g(u,w)] = g(X,u)
2 XVGOY,2Y) = (X 0)lg(Y.2) + 5(Y,U)g(Z, V)]
XY )g(Z,0) + (X, 2)g(Y.U)]
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5.5.5 Meétrique Compléte

Définition 5.5.5. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le relévement complet du tenseur
g au fibré tangent TM est une pseudo-métrique sur TM, de signature (m,m), notée g, elle
est dite métrique Compléte.

De la Proposition (5.3.8), on a :

(XYY = (g(XY) = g7 (XYY (5.100)
(XYY = (9(X,Y)° (5.101)
XV YY)y = o (5.102)

pour tout X, Y € I'(TM).

Remarque 5.5.2. Localement si (Ey, ..., E,,) est une base orthonormale de champs de vec-
teurs sur M, alors

(\/;(Ef +EY), ..., g(Eg + EY), \/g(EE —EV), ..., ?(Eﬁ —E")) (5.103)
est une base pseudo-horthonormale telle que :

U EE + B, CRE 4 B = HolB5)° + (ol )"
= 0

LB~ BN~ B) = S(a(Ba B)° — (B )
= 0y

go((?(Ef? ZV%(\/;(EJC —-E)) = %{(9(Ei>Ej))C+ (9(Ei, E))Y = (9(E;, E)"}
= 0.

Relativement a la base obtenue par la formule 5.103, la matrice associée ¢ g© est donnée
par :
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Proposition 5.5.6. Soit (M,g) une variété Riemannienne. Si V (resp V) désigne La

connezion de Levi-Civita associée a la métrique g (resp la métrique compléte g©), alors :
vy =0 (5.104)
Vi Y? = vy = (VY)Y
VSeYC = (VxY)©

Pour tout X, Y € I'(T'M).

La preuve de la Proposition 5.5.6, se déduit de la Définition 5.5.5 et de la formule de Kozul
(1.9).

Remarque 5.5.3. Soit (M™,g) une variété Riemannienne; Si (8x1,. 785'") est une base
locale de champs de vecteurs relativement a une carte (U, z"), alor’s
J .o J o, 0 v 0 v
() () (o) o (5o))
est une base locale des champs de vecteurs sur T M relativement a la carte induite (7= 1(U), x%, y7),
et on a : 5
k gzg .
¢© (y oak 9 ) (5.105)
95 0
. 0 g¥ )
cy-1
e Rl S 5.106
") ( g7 yrSi (5:106)

ot (g7) est la matrice inverse de (g;;).

5.5.6 Tenseur de Courbure d’une Métrique Compléte

Proposition 5.5.7. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si RC désigne le tenseur de

courbure associé & la métrique compléte g€ sur le fibré tangent TM, alors , pour tout X,Y, 7 €
I'(TM) on a :

DRE(XV,YVYZYV = 0 (5.107)
2)RY(XV,YV)ZY = 0

3I)RY(XY, Y ZY = 0

HRY(XC YY) Z¢ = (R(X,Y)Z)"

5 RY(XC,YNZY = (R(X,Y)Z)V

6)RY (XY, YZ° = (R(X,Y)2)¢

Preuve : De la Proposition (5.5.6) on a :
2)
RYXY,YV)Z = VxvVywZC —VyvVxv Z9 = Vixv yv 2
Vxv(VyZ) —Vyv(VxZ)°
=0
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4)
ROXCYY)ZC = VxoVyvZ% —VyvVxoZ — Vixe yr Z°
= (VxVy2)" = (VyVx2)" = (Vixy2)"
= (R(X,Y)2)"
6)
ROXC,YNZY = VxeVyeZC —VyeVxeZ9 — Vixe yeZ¢
= (VxVy2)Y = (VyVxZ)° = (Vixy12)©
= (R(X,Y)2)"
les autres egalités se démontrent d’une fagcon analogue. [
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