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Chapitre 1

Introduction à la géométrie
Riemannienne

1.1 Métrique Riemannienne sur une variété.
Définition 1.1.1. Une métrique Riemannienne g sur une variété M est une application,

g : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M) ,

C∞(M)-bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive.

Remarques 1.1.1. Soit g une métrique Riemannienne sur M . Pour tout V,W ∈ Γ(TM),
on a :

1. – g(V,W ) = g(W,V ). (symétrique)
– g(V, V ) = 0 ⇒ V = 0. (non dégénérée)
– g(V, V ) ≥ 0. (définie positive)

2. g ∈ Γ(TM∗)⊗ Γ(TM∗)

Si (U,ϕ) est une carte sur M , alors

g =
k∑

i,j=1

gijdx
i ⊗ dxj (1.1)

où gij sont des fonctions différentiables sur U appellé composantes du tenseur métrique
relativement á la carte (U,ϕ) .

Localement, si V = V i∂i et W = W j∂j on a

g(V,W ) = gijV
iW j

3. Pour tout x ∈M on a
gx : TxM × TxM −→ R

est une forme bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive, où TxM désigne
l’espace tangent en x.
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1.1 Métrique Riemannienne sur une variété. 5

Définition 1.1.2. Une variété Riemannienne est un couple (M, g), où M est une variété
différentiable et g une métrique Riemannienne sur le fibré tangent (TM, π,M).

Exemple 1.1.1. L’espace Rn muni du produit scalaire standard

g0(v, w) =
n∑
i=1

viwi ,

où v = (v1, ..., vn)x, w = (w1, ..., wn)x ∈ TxRn et x ∈ Rn.

Exemple 1.1.2. Dans la boule

Dn = {x ∈ Rn | ‖x‖ < 1} ,

on considère le tenseur gH défini par

gH(v, w) =
4

(1− ‖x‖2)2
g0(v, w) , v, w ∈ TxRn, x ∈ Dn .

gH est appelée la métrique hyperbolique sur Dn.

Exemple 1.1.3. Soit M une sous-variété différentiable de Rn. Pour tout x ∈M , on a TxM ⊂
TxRn. En posant

g(v, w) = g0(v, w) v, w ∈ TxM.

on obtient la métrique Riemannienne induite par g0 sur M.

Remarque 1.1.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n, (U,ϕ) et (V, ψ)
deux cartes sur M, . Si gij (resp g̃kl) désignent les composantes de g relativement à la carte
(U,ϕ) ( resp (V, ψ) ), alors pour tout x ∈ ϕ(U ∩ V ), le changement de coordonnées est donné
par

y = y(x) = (y1, ..., yn) = ψ ◦ ϕ−1(x)

gij =
n∑

k,l=1

∂yk

∂xi
∂yl

∂xj
g̃kl ,

où ( ∂
∂x1 , ...,

∂
∂xn

) et ( ∂
∂y1
, ..., ∂

∂yn
) désignent les bases de champs de vecteurs associés respec-

tivement aux cartes (U,ϕ) et (V, ψ). pour la preuve, remarquons que pour tout i = 1, ..., n

∂

∂xi
=

n∑
k=1

∂yk

∂xi
∂

∂yk
.

1.1.1 Image inverse d’une métrique

Définition 1.1.3. Soient (N, h) une variété Riemannienne, de dimension n, M une variété
différentiable, de dimension m, et f : M −→ N une immersion . Alors

f ∗h : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M)
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1.1 Métrique Riemannienne sur une variété. 6

définie pour tout X,Y ∈ Γ(TM) et x ∈M par

f ∗h(X,Y )x = hf(x)(dxf(Xx), dxf(Yx)) ,

est une métrique sur M , appelée métrique inverse

Expression locale de la métrique inverse f ∗h

Soient (U,ϕ) une carte de M de base locale associée ( ∂
∂x1 , ...,

∂
∂xm

) et (V, ψ) une carte de
N de base locale associée ( ∂

∂y1
, ..., ∂

∂yn
), alors

(f ∗h)ij = f ∗h(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

= h(df(
∂

∂xi
), df(

∂

∂xj
))

=
n∑

α,β=1

∂fα

∂xi
∂fβ

∂xj
h(

∂

∂yα
,
∂

∂yβ
) ◦ f

=
n∑

α,β=1

∂fα

∂xi
∂fβ

∂xj
(hαβ ◦ f) . (1.2)

Définition 1.1.4. Étant donnée une métrique Riemannienne g sur une variété M , on définit
la norme ‖V ‖g d’un champ de vecteur V ∈ Γ(TM) par

‖V ‖g =
√
g(V, V ) (1.3)

Localement, si V = V i∂i alors,

‖V ‖2
g = gijV

iV j

Proposition 1.1.1. Soit g une métrique Riemannienne sur M . L’application,

] : Γ(TM∗) −→ Γ(TM)

ω → ]ω

définie par
g(]ω, V ) = ω(V ), (1.4)

pour tout V ∈ Γ(TM), est un isomorphisme C∞(M)-linéaire.

Lemme 1.1.1. Soit g une métrique Riemannienne sur M . Pour tout x ∈ M la métrique g
induit un isomorphisme linéaire entre TxM∗ et TxM

]x : TxM
∗ −→ TxM

ω → ]xω

définit par,
gx(]xω, v) = ω(v)

pour tout v ∈ TxM .

Pr Mustapha Djaa 2017



1.2 Connexion linéaire. 7

Remarque 1.1.2. Localement, si ω = ωidx
i et g = gijdx

i ⊗ dxj, alors

]ω = ωig
ij∂j

où (gij) désigne la matrice inverse de (gij).

1.2 Connexion linéaire.
Définition 1.2.1. Une connexion linéaire sur une variété M est une application

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)

(X,V ) 7−→ ∇XV

vèrifiant :
1. ∇X(V +W ) = ∇XV +∇XW

2. ∇X(fV ) = X(f)V + f∇XV

3. ∇X+fY V = ∇XV + f∇Y V ,
pour tout V,W,X, Y ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M).

Définition 1.2.2. Soient ∇ une connexion sur une variété M de dimension n et (∂1, ..., ∂n)
(resp (dx1, ..., dxn)) une base locale de section de Γ(TM) (resp Γ(T ∗M)). On défini les coef-
ficients de Christoffel par

Γkij = dxk(∇∂i∂j) (1.5)

Définition 1.2.3. Une section V ∈ Γ(TM) est dite parallèle par rapport a la connexion ∇ si

∇XV = 0

pour tout X ∈ Γ(TM).

Définition 1.2.4. Soit g une métrique Riemannienne sur M , On dit que la métrique g est
compatible avec la connexion ∇ (ou parallèle), si

∇g = 0 (1.6)

i.e
(∇Xg)(V,W ) = 0

ou
X(g(V,W )) = g(∇XV,W ) + g(V,∇XW ) (1.7)

pour tout X,V,W ∈ Γ(TM).
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1.2 Connexion linéaire. 8

1.2.1 Tenseur de torsion.

Définition 1.2.5. Soient M une variété différentiable et ∇ une connexion linéaire sur M . Le
tenseur de torsion associé à ∇ est une application vectorielle C∞(M)-bilinéaire définie par

T : Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM)

(X, Y ) 7→ T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

pour tout X, Y ∈ Γ(TM).

La connexion ∇ est dite sans torsion si T ≡ 0.

Remarques 1.2.1.
1. T est un champ de tenseur de type (1, 2)

2. T (X, Y ) = −T (Y,X) pour tout X,Y ∈ Γ(TM) (T est antisymétrique )

3. La connexion ∇ est sans torsion ssi pour tout X,Y ∈ Γ(TM) on a :

[X, Y ] = ∇XY −∇YX

4. Pour tout x ∈M , le tenseur de torsion T induit une application bilinéaire vectoriel

Tx : TxM × TxM → TxM

(v, w) 7→ Tx(v, w) = (∇XY )x − (∇YX)x − [X, Y ]x

où X, Y ∈ Γ(TM), telque Xx = v et Yx = w (indépendament du choix de X et Y ).

Théorème 1.2.1. (fondamentale).

Soit ∇ une connexion linéaire sur M . Si p ∈ M tel que Tp u 0, alors il existe une carte
(U, x1, ..., xn) telle que pour tout i, j, k = 1, ..., n, ona

Γkij(p) = 0 (1.8)

1.2.2 Connexion de Levi-Civita.

Théorème 1.2.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne, l’application

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM) ,

définie par la formule de Kozul,

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X,Y )) (1.9)
+g(Z, [X, Y ]) + g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z]) ,

est une connexion linéaire sur M , appelée connexion de Levi-Civita.

Preuve : Pour tout X,Y, Z ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M) on a,
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1.2 Connexion linéaire. 9

1.

2g(∇fXY, Z) = fX(g(Y, Z)) + Y (g(Z, fX))− Z(g(fX, Y )) + g(Z, [fX, Y ])

+g(Y, [Z, fX])− g(fX, [Y, Z])

= fX(g(Y, Z)) + Y (f)g(Z,X) + fY (g(Z,X))− Z(f)g(X, Y )

−fZ(g(X, Y ))− Y (f)g(Z,X) + fg(Z, [X, Y ])

+Z(f)g(Y,X) + fg(Y, [Z,X])− fg(X, [Y, Z])

= fX(g(Y, Z)) + fY (g(Z,X))− fZ(g(X,Y )) + fg(Z, [X,Y ])

+fg(Y, [Z,X])− fg(X, [Y, Z])

= 2fg(∇XY, Z)

= 2g(f∇XY, Z),

et comme g est non dégénérée on a , ∇fXY = f∇XY

2.

2g(∇X+WY, Z) = (X +W )(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X +W ))− Z(g(X +W,Y ))

+g(Z, [X +W,Y ]) + g(Y, [Z,X +W ])− g(X +W, [Y, Z])

= X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y )) + g(Z, [X,Y ])

+g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z]) +W (g(Y, Z)) + Y (g(Z,W ))

−Z(g(W,Y )) + g(Z, [W,Y ]) + g(Y, [Z,W ])− g(W, [Y, Z])

= 2g(∇XY, Z) + 2g(∇WY, Z)

= 2g(∇XY +∇WY, Z),

d’où , ∇X+WY = ∇XY +∇WY .
3.

2g(∇XfY, Z) = X(g(fY, Z)) + fY (g(Z,X))− Z(g(X, fY )) + g(Z, [X, fY ])

+g(fY, [Z,X])− g(X, [fY, Z])

= X(f)g(Y, Z) + fX(g(Y, Z)) + fY (g(Z,X))− Z(f)g(X, Y )

−fZ(g(X, Y )) +X(f)g(Z, Y ) + fg(Z, [X, Y ]) + fg(Y, [Z,X])

+Z(f)g(X, Y )− fg(X, [Y, Z])

= 2X(f)g(Y, Z) + fX(g(Y, Z)) + fY (g(Z,X))− fZ(g(X, Y ))

+fg(Z, [X, Y ]) + fg(Y, [Z,X])− fg(X, [Y, Z])

= 2X(f)g(Y, Z) + 2fg(∇XY, Z)

= 2g(X(f)Y + f∇XY, Z),

d’où ∇XfY = X(f)Y + f∇XY .
4. De même manière on obtient , ∇X(Y +Z) = ∇XY +∇XZ . Donc ∇ est une connexion

linéaire sur M .
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Théorème 1.2.3. ( Théorème fondamental de la géométrie Riemannienne ) Si (M, g) est
une variété Riemannienne, alors la connexion de Levi-Civita est l’unique connexion linéaire
sans torsion et compatible avec g.

Preuve : On a

g(∇XY, Z)− g(∇YX,Z) =
1

2
{g(Z, [X, Y ])− g(Z, [Y,X])}

= g(Z, [X, Y ]),

d’où la connexion de Levi-Civita est sans torsion. Et,

g(∇XY, Z) + g(∇XZ, Y ) =
1

2
{X(g(Y, Z)) +X(g(Z, Y ))}

= X(g(Y, Z)),

celà prouve que la connexion de Levi-Civita est compatible avec la métrique g sur M. Comme
g est non dégénérée, cette relation (1.9) détermine complètement la connexion∇, ce qui donne
l’unicité.

Exemple 1.2.1. Une connexion linéaire ∇ sur M est une connexion linéaire sur le fibré
tangent (TM, π,M).

Dans un système de coordonnées (xi) sur M, ∇ est complètement définie par les symboles
de Christoffel Γkij définis par :

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
.

En effet, si X = X i ∂
∂xi

et Y = Y j ∂
∂xj

alors

∇XY = X i(
∂

∂xi
Y k + ΓkijY

j)
∂

∂xk
.

Proposition 1.2.1. Soient (Mm, g) une variété Riemannienne, de dimension m et ∇ la
connexion de Levi-Civita. Si (U,ϕ) est une carte sur M avec les champs de bases ∂

∂x1 , ...,
∂

∂xm

associés, alors les coefficients de Christoffel Γkij sont donnés par

Γkij =
1

2

m∑
l=1

gkl{∂gjl
∂xi

+
∂gil
∂xj

− ∂gij
∂xl

} ,

gklΓ
k
ij =

1

2
{∂gjl
∂xi

+
∂gil
∂xj

− ∂gij
∂xl

} ,

où, gij sont les coordonneés de g relativement à la carte (U,ϕ).

Preuve : Comme [∂i, ∂j] = 0 pour tout i, j = 1, ...,m, où ∂i = ∂
∂xi

pour tout i = 1, ...,m
on a,

2g(∇∂i∂j, ∂l) = 2
m∑
s=1

g(Γsij∂s, ∂l)

= 2
m∑
s=1

Γsijgsl

= ∂i(g(∂j, ∂l)) + ∂j(g(∂l, ∂i))− ∂l(g(∂i, ∂j)) ,
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donc,
m∑
s=1

Γsijgsl =
1

2
{∂igjl + ∂jgli − ∂lgij}

d’où,
m∑
s=1

Γsijgslg
lk =

1

2
glk{∂igjl + ∂jgli − ∂lgij} ,

et,
m∑

s,l=1

Γsijgslg
lk =

1

2

m∑
l=1

glk{∂igjl + ∂jgli − ∂lgij} ,

et comme (gij) est la matrice inverse de (gij) on a
∑m

l=1 gslg
lk = δks, où δks est le symbole de

Kronecker, d’où

Γkij =
1

2

m∑
l=1

gkl{∂gjl
∂xi

+
∂gil
∂xj

− ∂gij
∂xl

}.

Exemple 1.2.2. On considère la paramétrisation de la sphère Sn = {u ∈ Rn+1 | ‖u‖ = 1 }
et soit la projection stéréographique, ψ : Rn −→ Rn+1 donnée par

ψ(x) = (
2x1

‖x‖2 + 1
, ...,

2xn

‖x‖2 + 1
,
‖x‖2 − 1

‖x‖2 + 1
) , x ∈ Rn .

Les composantes du tenseur métrique relativement à ψ sont

gij(x) =
4 δij

(1 + ‖x‖2)2
, x ∈ Rn .

Pour la preuve, en utilisant la formule 2.11.
Les symboles de Christoffel sont,

Γiii(x) = Γjij(x) = Γiji(x) = −Γijj(x) =
−2xi

1 + ‖x‖2
,

Γkij(x) = 0 , pour i, j et k = 1, ..n distincts .

pour la preuve en utilisant la proposition 1.2.1.

Théorème 1.2.4. (fondamental).

Soient (M, g) une variété Riemannienne et p ∈M , alors il existe une carte (U, x1, ..., xn)
telle que

Γkij(p) = 0 (1.10)
g(∂i, ∂j)(p) = δij (1.11)

pour tout i, j, k = 1, ..., n,
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1.3 Courbures.

1.3.1 Tenseur de courbure.

Définition 1.3.1. Soit M une variété muni d’ une connexion linéaire ∇. On définit le tenseur
de courbure, R : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM), associé à ∇, par :

R(X, Y )V = ∇X∇Y V −∇Y∇XV −∇[X,Y ]V

pour tout X, Y, V ∈ Γ(TM) .

Propriétés 1.3.1.

1. La courbure R est C∞(M)-3 linéaire
2. R(X, Y )V = −R(Y,X)V pour tout X, Y ∈ Γ(TM) et V ∈ Γ(TM) ( antisymétrie )

Définition 1.3.2. Sur une variété Riemannienne (M, g), le tenseur de courbure de la connexion
de Levi-Civita est appelé tenseur de courbure Riemannienne.
Le tenseur de courbure Riemannienne s’exprime en fonction des coefficients de Christoffel :

R(∂i, ∂j)∂k =
n∑
l=1

Rl
ijk∂l

Rl
ijk = ∂i(Γ

l
jk)− ∂j(Γ

l
ik) +

n∑
m=1

{ΓlimΓmjk − ΓljmΓmik} ,

où, (∂i)i=1..n est une base locale de champs de vecteurs sur M.

Proposition 1.3.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de courbure Rieman-
nienne R a les propriétés suivantes :

1. R est un champ de tenseurs de type (3, 1).
2. g(R(X, Y )Z,W ) = −g(R(X, Y )W,Z).

3. g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X, Y ).

4. R vérifie l’identité de Bianchi algébrique

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.

5. R vérifie l’identité de Bianchi différentielle

(∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z,X) + (∇ZR)(X, Y ) = 0.

∀X, Y, Z,W ∈ Γ(TM)
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1.3.2 Courbure sectionnelle

Définition 1.3.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension n ≥ 2 et P un
2-plan de TxM de base {X, Y }. On appelle courbure sectionnelle en x de P

Kx(P ) =
g(R(X, Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y )2

Remarquons que dans la définition précédente, on peut remplacer X par λX pour λ 6= 0 et Y
par Y − g(X,Y )X. On peut donc supposer que {X, Y } est une base orthonormale. Dans ce
cas

Kx(P ) = g(R(X, Y )Y,X)

On vérifie que Kx(P ) ne dépend pas de la base orthonormée de P : En effet, si {Z, T} est
une autre base orthonormale, il existe a, b ∈ R, tels que a2 + b2 = 1 avec

Z = aX + bY , T = −bX + aY.

Une simple vérification montre que g(R(X, Y )Y,X) = g(R(Z, T )T, Z).

Définition 1.3.4. Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n. On dit que M est
une variété à courbure constante s’il existe une constante k ∈ R telle que pour tout x ∈M et
tout 2-plan P de TxM , on a

Kx(P ) = k .

Remarques 1.3.1. (Résultats algébriques)

Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n, x ∈ M , ( ∂
∂xi

)i=1..n une base de
TxM et (ei)i=1..n base orthonormée de TxM . Soient

A : TxM −→ TxM ,

B : TxM −→ T ∗xM ,

des applications linéaire et
C : TxM × TxM −→ R ,

une application bilinéaire, on pose

B1 : TxM −→ TxM

u = ]B(u)

C1 : TxM −→ T ∗xM

u = C(u, .)

C2 : TxM −→ TxM

u = ]C1(u)

= ]C(u, .)

On a :
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� traceA =
∑n

i=1 e
i(A(ei)) =

∑n
i=1 g(A(ei), ei)

=
∑n

i=1 dx
i(A( ∂

∂xi
)) =

∑n
i,j=1 g

ijg(A( ∂
∂xi

), ∂
∂xj

)

� traceB = traceB1 =
∑n

i=1B(ei)(ei) =
∑n

i,j=1 g
ijB( ∂

∂xi
)( ∂
∂xj

)

� traceC = traceC1 = traceC2 =
∑n

i=1C(ei, ei) =
∑n

i,j=1 g
ijC( ∂

∂xi
, ∂
∂xj

)

où dxi (resp ei) désigne le dual de ∂
∂xi

(resp ei).

1.3.3 Courbure de Ricci

Définition 1.3.5. La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (Mm, g) de dimension
m est un tenseur de type (0, 2) défini par

Ric(X, Y ) = traceR(∗, X)Y

=
m∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei) ,

pour tout X, Y ∈ Γ(TM), où (ei) est une base orthonormée locale sur M, et

R(∗, X)Y : Γ(TM) → Γ(TM)

Z 7→ R(Z,X)Y

On pose :

Ric : Γ(TM)× Γ(TM) → R
(X, Y ) 7→ Ric(X, Y )

La courbure de Ricci, Ric est forme bilinéaire symétrique, en effet

Ric(X,Y ) =
m∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei)

=
m∑
i=1

g(R(Y, ei)ei, X)

=
m∑
i=1

g(R(ei, Y )X, ei)

= Ric(Y,X)
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Relativement à la base( ∂
∂xi

)i=1..m, les composantes du tenseur de Ricci sont donnés par

Ricij = Ric(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

= traceR(∗, ∂

∂xi
)
∂

∂xj

= gklg(R(
∂

∂xk
,
∂

∂xi
)
∂

∂xj
,
∂

∂xl
)

= gklRs
kijgls

= δksR
s
kij

= Rk
kij

Définition 1.3.6. Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (Mm, g), est un tenseur
de type(1, 1), défini par

Ricci(X) =
m∑
i=1

R(X, ei)ei

pour tout X ∈ Γ(TM), où (ei)i=1..m est une base orthonormée locale sur M.

Remarque 1.3.1. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne, de dimension m. Pour tout
X, Y ∈ Γ(TM) on a

Ric(X, Y ) = g(Ricci(X), Y )

1.3.4 Courbure scalaire

Définition 1.3.7. On appelle courbure scalaire d’une variété Riemannienne (Mm, g) la fonc-
tion définie sur M par

S = tracegRic =
m∑

i,j=1

g(R(ei, ej)ej, ei)

où (ei)i=1..m une base orthonormée locale sur M.

Proposition 1.3.2. Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante
k si et seulement si le tenseur de courbure vérifie l’équation :

R(X, Y )Z = k(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ).

pour tout X, Y et Z ∈ Γ(TM).

Corollaire 1.3.1. Si (Mm, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante
k, alors pour tout X, Y ∈ Γ(TM) on a

1. Ricci(X) = (m− 1)kX ,

2. Ric(X,Y ) = (m− 1)kg(X, Y ) ,

3. S = m(m− 1)k .

Exemple 1.3.1. L’espace euclidien Rn muni du repère canonique ∂i = ∂
∂xi

, du produit scalaire
euclidien g = gijdxi⊗ dxj, où gij = δij. On vérifie immédiatement que Γkij = 0, Rl

ijk = 0 donc
R = 0. En particulier, la courbure sectionnelle de (Rn, g0) est nulle.
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1.4 Opérateurs sur une variété Riemannienne

1.4.1 L’opérateur gradient

Définition 1.4.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit l’opérateur gradient par

grad : C∞(M) −→ Γ(TM)

f 7−→ grad f = ]df

où df est la différentielle de la fonction f .

Proposition 1.4.1. ( Expression du gradient en coordonneés locales ). Soit (M, g) une variété
Riemannienne de dimension m, (U,ϕ) une carte sur M avec les champs de base associée
∂
∂x1 , ...,

∂
∂xm

, alors pour tout f ∈ C∞(M) on a

(grad f)|U =
m∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi
∂

∂xj
(1.12)

Preuve : On applique directement la définition de l’application ] (voir proposition 1.2.1),
et la définition de la différentielle la fonction f ∈ C∞(M) relativement à la carte (U,ϕ) sur
M, on a

df =
m∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

]df =
m∑

i,j=1

gij(df)i
∂

∂xj

=
m∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi
∂

∂xj

où dx1, ..., dxm est la base duale.

De la Proposition 1.4.1, on déduit

Proposition 1.4.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout champ de vecteur
X ∈ Γ(TM) et toute fonction f ∈ C∞(M) ,on a

df(X) = X(f) = g(grad f,X) (1.13)

Propriétés 1.4.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne , pour tout f, h ∈ C∞(M) on a
1. grad(f + h) = grad f + grad h

2. grad(fh) = h grad f + f grad h

3. (grad f)(h) = (grad h)(f)
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Preuve : Soit f, h ∈ C∞(M) , pour tout X ∈ Γ(TM) on a :
1).

g(grad(f + h), X) = X(f + h)

= X(f) +X(h)

= g(gradf,X) + g(gradh,X)

= g(gradf + gradh,X) ,

2).

g(grad(fh), X) = X(fh)

= hX(f) + fX(h)

= hg(gradf,X) + fg(gradh,X)

= g(h grad f + f grad h,X) ,

3).

(grad f)(h) = g(grad h, grad f)

= g(grad f, grad h)

= (grad h)(f)

1.4.2 L’opérateurs divergence

a)- Divergence d’un champ de vecteurs

Soit X ∈ Γ(TM) un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne (M, g), on a

∇X : Γ(TM) −→ Γ(TM) (1.14)
Z 7−→ ∇ZX

est une application C∞(M) linéaire (∇X est un tenseur de type (1,1)).
si x ∈M , alors

(∇X)x : TxM −→ TxM (1.15)
v 7−→ (∇vX)x

est une application linéaire d’espace vectoriel.

Définition 1.4.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’un champ de vec-
teurs X ∈ Γ(TM), notée divX est une fonction sur M définie par

divX = trg(∇X)

pour tout x ∈M , on a
(divX)(x) = trg((∇X)x)
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En coordoonée locale (voir la Remarque 1.3.1), on a

div X = dxi(∇ ∂

∂xi
X)

= gijg(∇ ∂

∂xi
X,

∂

∂xj
)

Si (ei) est une base orthonormée locale sur M on a

div X =
m∑
i=1

g(∇eiX, ei)
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b)- Divergence d’une forme differentielle

Soit ω ∈ Γ(T ∗M) une 1-forme sur une variété Riemannienne (M, g), on a

∇ω : Γ(TM) −→ Γ(T ∗M) (1.16)
Z 7−→ ∇Zω

est une application C∞(M) linéaire ( ∇ω est un tenseur de type (0,2)).
si x ∈M , alors

(∇ω)x : TxM −→ T ∗xM (1.17)
v 7−→ (∇vω)x

est une application linéaire d’espaces vectoriels.

Définition 1.4.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’une 1-forme ω ∈
Γ(T ∗M), notée div(ω) est une fonction sur M définie par

div(ω) = trg(∇ω)

pour tout x ∈M , on a
(div(ω))(x) = trg((∇ω)x)

De la Remarque 1.3.1, on obtient localement

div ω =
m∑
i=1

(∇eiω)(ei)

=
m∑

i,j=1

gij(∇ ∂

∂xi
ω)(

∂

∂xj
)

Cas d’un tenseur de type (0,p) Si T est champ de tenseur de type (0, r), on défini sa
divergence par :

(div T )(X1, ..., Xr) = trg(Z 7−→ (∇ZT )(X1, ..., Xr)) .

c)- Expression locale de la divergence

Proposition 1.4.3. . Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, pour tout
X ∈ Γ(TM) on a localement

div X =
m∑

i,j=1

(
∂X i

∂xi
+XjΓiij)

où X = X i ∂
∂xi

.
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Preuve : Localement, on

X = X i ∂
∂xi

et ∇ ∂

∂xi

∂
∂xj

= Γkij
∂
∂xk

,

d’où,

div X =
m∑
i=1

dxi(∇ ∂

∂xi
X)

=
m∑

i,j=1

dxi(∇ ∂

∂xi
Xj ∂

∂Xj
)

=
m∑

i,j=1

dxi(
∂Xj

∂xi
∂

∂xj
+XjΓkij

∂

∂xk
)

=
m∑

i,j=1

(
∂X i

∂xi
+XjΓiij)

Propriétés 1.4.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tous X, Y ∈ Γ(TM) et f ∈
C∞(M) on a

1. div(X + Y ) = div X + div Y

2. div(f X) = f div X +X(f)

Preuve : On applique directement la définition du divergence, soit (ei) une base ortho-
normée locale sur M, on a
1)

div(X + Y ) =
m∑
i=1

g(∇ei(X + Y ), ei)

=
m∑
i=1

g(∇eiX, ei) +
m∑
i=1

g(∇eiY, ei)

= div X + div Y ,

2)

div(fX) =
m∑
i=1

g(∇eifX, ei)

=
m∑
i=1

g(ei(f)X + f∇eiX, ei)

=
m∑
i=1

ei(f)g(X, ei) +
m∑
i=1

fg(∇eiX, ei)

= X(f) + f div X
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Lemme 1.4.1. Sur une variété Riemannienne (M, g). Relativement à une carte locale (U, xi),
on a

∂

∂xk
(
√
det(gij)) =

√
det(gij)

m∑
l=1

Γllk (1.18)

Proposition 1.4.4. ( Deuxième expression de la divergence en coordonnées locales ).
Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout X ∈ Γ(TM) on a

div X =
1√

det(gij)

∂

∂xk
(
√
det(gij)X

k)

Preuve : D’aprés la proposition de premiére expression de la divergence en coordonneés
locales nous avons,

div X =
m∑
i=1

∂X i

∂xi
+

m∑
j=1

m∑
i=1

XjΓiij

=
m∑
i=1

∂X i

∂xi
+

m∑
j=1

Xj

m∑
i=1

Γiij

en utilisant le Lemme 1.4.1, avec G = (gij), alors un calcul direct donne,

div X =
1√
detG

(
√
detG

m∑
i=1

∂X i

∂xi
+

n∑
j=1

Xj
√
detG

n∑
i=1

Γiij

=
1√
detG

(
√
detG

m∑
i=1

∂X i

∂xi
+

m∑
j=1

Xj ∂

∂xj
(
√
detG)

=
1√
detG

m∑
i=1

∂

∂xi
(
√
detGX i)

en utilisant la convention d’Einstein on a

div(X) =
1√
detG

∂

∂xi
(
√
detGX i)

1.4.3 La Hessienne d’une fonction

Définition 1.4.4. Soient (M, g) une variété Riemannienne et f ∈ C∞(M). La Hessienne de
la fonction f noté Hess(f), est une application C∞(M)-bilinéaire, définie par :

Hess(f) : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M)

(X, Y ) 7−→ g(∇X grad(f), Y )

Proposition 1.4.5. Soient (M, g) une variété Riemannienne et f ∈ C∞(M). La Hessienne
Hess(f), est une application symetrique.
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Preuve : En tenant compte que le tenseur de torsion associé à la métrique g est nul, on
obtient :

Hess(f)(X,Y ) = g(∇X grad(f), Y )

= X(g(grad(f), Y ))− g(grad(f),∇X Y )

= X(Y (f))−∇X Y (f)

= [X, Y ] + Y (X(f))−∇X Y (f)

= Y (X(f))−∇Y X(f)

= Y (g(grad(f), X))− g(grad(f),∇Y X)

= g(∇Y grad(f), X)

= Hess(f)(Y,X).

1.4.4 L’opérateur Laplacien

Définition 1.4.5. Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit l’opérateur Laplacien
noté 4, sur M par

4 : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ 4(f) = div(grad f) = traceg(Hess(f))

appelé aussi opérateur de Laplace-Beltrami.

Propriétés 1.4.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f, h ∈ C∞(M) on a
1. 4(f + h) = 4(f) +4(h)

2. 4(fh) = h4(f) + f4(h) + 2g(grad f, grad h)

Preuve : Soit f, h ∈ C∞(M), en utilisant les propriétés des opérateurs grad et div et le
fait que X(f) = g(grad(f), X), on obtient
1.

4(f + h) = div(grad(f + h))

= div(grad f + grad h)

= div(grad f) + div(grad h)

= 4(f) +4(h) ,

2.

4(f h) = div(grad(f h))

= div(f grad h+ h grad f)

= div(f grad h) + div(h grad f)

= f div(grad h) + (grad h)(f) + h div(grad f) + (grad f)(h)

= f4(h) + h4(f) + 2g(grad f, grad h) .
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Proposition 1.4.6. ( Première expression du Laplacien en coordonnées locales ). Soit (M, g)
une variété Riemannienne, pour tout f ∈ C∞(M) on a

4(f) = gij(
∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk
) (1.19)

Preuve : Soit f ∈ C∞(M), alors

∆(f) = div(grad f)

= gijg(∇ ∂

∂xi
grad f,

∂

∂xj
)

= gij
( ∂

∂xi
g(grad f,

∂

∂xj
)− g(grad f,∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
)
)

= gij
( ∂

∂xi
(
∂f

∂xj
)− Γkijg(grad f,

∂

∂xk
)
)

= gij(
∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk
)

Exemple 1.4.1. Soit Rm muni du produit scalaire standard g0, (gij = δij), alors pour tous
fonction différentiable f sur Rm et X = (X1, ..., Xm) un champ de vecteurs sur Rm on a

1.

grad f =
m∑
i=1

∂f

∂xi
∂

∂xi

= (
∂f

∂x1
, ...,

∂f

∂xm
)

2.

div X =
m∑
i=1

∂X i

∂xi

=
∂X1

∂x1
+ ...+

∂Xm

∂xm

3.

4(f) =
m∑
i=1

∂2f

∂x2
i

1.4.5 Formule de Bochner

Proposition 1.4.7. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si f : M → R est une fonction
de classe C∞(M), alors f verifie la formule suivante (dite formule de Bochner) :

1

2
4|grad(f)|2 = |Hess(f)|2 + g(grad(f), grad(4f)) +Ric(grad(f), grad(f)) (1.20)

où |Hess(f)|2 =
∑

i g(∇eigrad(f),∇eigrad(f)) relativement une base locale orthonormale
(e1, ..., em).
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Preuve : Soient x ∈M et (e1, ..., em) une base locale orthonormale de champs de vecteurs
telque (∇eiej)x = 0, 1 ≤ i, j ≤ m. En développant le calcul en x, on trouve :

1

2
4|grad(f)|2 =

1

2

∑
i

ei(eig(grad(f), grad(f)))

=
∑
i

ei(g(∇eigrad(f), grad(f)))

=
∑
i

ei(Hess(f)(ei, grad(f)))

=
∑
i

ei(Hess(f)(grad(f), ei))

=
∑
i

ei(g(∇grad(f)grad(f), ei))

=
∑
i

(
g(∇ei∇grad(f)grad(f), ei)) + g(∇grad(f)grad(f),∇eiei))

)
=

∑
i

g(∇ei∇grad(f)grad(f), ei))

=
∑
i

{
g(R(ei, grad(f))grad(f), ei) + g(∇grad(f)∇eigrad(f), ei)

+g(∇[ei,grad(f)]grad(f), ei)
}

(1.21)

On a :∑
i

g(R(ei, grad(f))grad(f), ei) = Ric(grad(f), grad(f)). (1.22)∑
i

{
g(∇grad(f)∇eigrad(f), ei) =

∑
i

grad(f)(g(∇eigrad(f), ei))

−
∑
i

g(∇eigrad(f),∇grad(f)ei)
}

=
∑
i

grad(f)(g(∇eigrad(f), ei))

−
∑
i

g(∇eigrad(f), ej(f)∇ejei)
}

=
∑
i

grad(f)(g(∇eigrad(f), ei))− 0

= grad(f)tracegHess(f).

= grad(f)(4(f))

= g(grad(f), grad4(f)). (1.23)
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∑
i

g(∇[ei,grad(f)]grad(f), ei) =
∑
i

Hess(f)([ei, grad(f)], ei)

=
∑
i

Hess(f)(∇eigrad(f)−∇grad(f)ei, ei)

=
∑
i

Hess(f)(∇eigrad(f), ei)−
∑
i

Hess(f)(∇grad(f)ei, ei)

=
∑
i

Hess(f)(∇eigrad(f), ei)− 0

=
∑
i

Hess(f)(ei,∇eigrad(f))

=
∑
i

g(∇eigrad(f),∇eigrad(f)). (1.24)

Enfin, en substituant les formules (1.22),(1.23) et (1.24) dans (1.21), on obtient la formule
(1.20).

1.4.6 Théorème de divergence

Définition 1.4.6. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. On appelle mesure
de volume Riemannienne, notée vM ou vg, la mesure définie localement dans un repère par

vM =
√
det(gij) dx

1 ∧ ... ∧ dxn

Exemples 1.4.1. On considére la variété R2 muni des coordonnées cartésiennes (x, y) on a

g0 = dx2 + dy2 ,

et,
vg0 =

√
det(gij) dx ∧ dy = dx ∧ dy

On Considère la sphère S2 muni de la métrique

g = dθ2 + sin2θ dϕ2

alors,
vg =

√
det(gij)dθ ∧ dϕ = |sin θ| dθ ∧ dϕ

Proposition 1.4.8. (Théorème de divergence [7]). Soit D un domaine compact à bord dans
une variété Riemannienne (M, g). Soit ω 1-forme et X un champ de vecteurs, définies sur
un voisinage inclue dans D. Alors∫

D

(div ω) vM =

∫
∂D

ω(n) v∂D et

∫
D

(div X) vM =

∫
∂D

g(X, n) v∂D ,

où ∂D est le bord de D et n = n(x) est le vecteur unitaire normale à ∂D.

Corollaire 1.4.1. Pour tout ω une 1-forme et X un champ de vecteurs à supports compact
dans un domaine D, alors∫

D

(div ω) vM = 0 et

∫
D

(div X) vM = 0
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1.5 Métrique conforme
Définition 1.5.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. Deux métriques g
et g̃ sur M , sont dit conforme s’il existe une fonction positive non nulle f ∈ C∞(M) telle que

g̃ = f.g (1.25)

i.e
g̃(X,Y ) = f.g(X,Y )

pour tout X, Y ∈ Γ(TM). f est appelé fonction de dilatation.

1.5.1 Connexion de Levi-Civita d’une métrique conforme

Proposition 1.5.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et g̃ = f.g une
métrique conforme. Alors, pour tout X, Y ∈ Γ(TM), nous avons :

∇̃XY = ∇XY +
X(f)

2f
Y +

Y (f)

2f
X − g(X, Y )

2f
grad(f), (1.26)

où ∇ , ∇̃ désignent les connexions de Levi-Civita associeés à g et g̃ respectivements.

Preuve : Soient X,Y, Z ∈ Γ(TM). En utilisant la formule de Kozul , on obtient

2g̃(∇̃XY, Z) = X(g̃(Y, Z)) + Y (g̃(Z,X))− Z(g̃(X, Y )) + g̃(Z, [X,Y ]) + g̃(Y, [Z,X])− g̃(X, [Y, Z])

= X(fg(Y, Z)) + Y (fg(Z,X))− Z(fg(X, Y )) + fg(Z, [X, Y ]) + fg(Y, [Z,X])

−fg(X, [Y, Z])

= f{X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y )) + g(Z, [X,Y ]) + g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z])}
+X(f)g(Y, Z) + Y (f)g(Z,X)− Z(f)g(X, Y )

= 2fg(∇XY, Z) +X(f)g(Y, Z) + Y (f)g(Z,X)− Z(f)g(X,Y )

= 2fg(∇XY, Z) + 2fg(
X(f)

2f
Y, Z) + 2fg(

Y (f)

2f
X,Z)− g(X, Y )g(grad(f), Z)

= 2f{g(∇XY, Z) + g(
X(f)

2f
Y, Z) + g(

Y (f)

2f
X,Z)− g(

g(X,Y )

2f
grad(f), Z)}

= 2g̃(∇XY +
X(f)

2f
Y +

Y (f)

2f
X − g(X, Y )

2f
grad(f), Z)

Corollaire 1.5.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et g̃ = e2γg une
métrique conforme à g. Alors, pour tout X, Y ∈ Γ(TM), nous avons :

∇̃XY = ∇XY +X(γ)Y + Y (γ)X − g(X,Y )grad(γ) (1.27)

où ∇ , ∇̃ désignent les connexions de Levi-Civita associeés à g et g̃ respectivement.

Dans toute la suite, on considère le cas de la métrique conforme où la fonction de dilata-
tion est de la forme f = e2γ
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1.5.2 Tenseur de courbure d’une métrique conforme

:

Proposition 1.5.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne et g̃ = e2γg une déformation
conforme de la métrique g. Alors, pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM)on a :

R̃(X, Y )Z = R(X, Y )Z + (∇YZ)(γ)X − (∇XZ)(γ)Y +X(Z(γ))Y

− Y (Z(γ))X + Y (γ)Z(γ)X −X(γ)Z(γ)Y + g(X,Z)[∇Y grad(γ)

+ |grad(γ)|2Y ]− g(Y, Z)[∇Xgrad(γ) + |grad(γ)|2X]

+ [X(γ)g(Y, Z)− Y (γ)g(X,Z)]grad(γ)

, (1.28)

õu R et R̃ désignent les tenseurs de courbures associés à g et g̃ respectivement.

Preuve :
Par définition du tenseur de courbure, nous avons :

R̃(X, Y )Z = ∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z. (1.29)

Du Corollaire 1.5.1, on obtient :

∇̃X∇̃YZ = ∇̃X(∇YZ + Y (γ)Z + Z(γ)Y − g(Y, Z)grad(γ))

= ∇X∇YZ +X(γ)∇YZ + (∇YZ)(γ)X − g(X,∇YZ)grad(γ)

+X(Y (γ))Z + Y (γ)[∇XZ +X(γ)Z + Z(γ)X − g(X,Z)grad(γ)]

+X(Z(γ))Y + Z(γ)[∇XY +X(γ)Y + Y (γ)X − g(X, Y )grad(γ)]

−Xg(Y, Z)grad(γ)− g(Y, Z)[∇Xgrad(γ) +X(γ)grad(γ)

+ grad(γ)(γ)X − g(X, grad(γ))grad(γ)]

. (1.30)

∇̃Y ∇̃XZ = ∇Y∇XZ + Y (γ)∇XZ + (∇XZ)(γ)Y − g(Y,∇XZ)grad(γ)

+ Y (X(γ))Z +X(γ)[∇YZ + Y (γ)Z + Z(γ)Y − g(Y, Z)grad(γ)]

+ Y (Z(γ))X + Z(γ)[∇YX + Y (γ)X +X(γ)Y − g(X, Y )grad(γ)]

− Y g(X,Z)grad(γ)− g(X,Z)[∇Y grad(γ)

+ Y (γ)grad(γ) + grad(γ)(γ)Y − g(Y, grad(γ))grad(γ)]

. (1.31)

∇̃[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z + (∇XY )(γ)Z − (∇YX)(γ)Z + Z(γ)∇XY − Z(γ)∇YX

− g(∇XY, Z)grad(γ) + g(∇YX,Z)grad(γ)
. (1.32)

En substituant equations (1.30) , (1.31) et (1.32) dans l’egalité (1.29), nous obtenons :

R̃(X, Y )Z = R(X, Y )Z + (∇YZ)(γ)X − (∇XZ)(γ)Y +X(Z(γ))Y

− Y (Z(γ))X + Y (γ)Z(γ)X −X(γ)Z(γ)Y + g(X,Z)[∇Y grad(γ)

+ |grad(γ)|2Y ]− g(Y, Z)[∇Xgrad(γ) + |grad(γ)|2X]

+ [X(γ)g(Y, Z)− Y (γ)g(X,Z)]grad(γ)
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Proposition 1.5.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne et g̃ = e2γg une déformation
conforme de la métrique g. Alors, pour tout X ∈ Γ(TM) on a :

R̃icci(X) = e−2γ[Ricci(X)−∆(γ)X + (m− 2)[X(γ)grad(γ)− |grad(γ)|2X
−∇Xgrad(γ))]]

(1.33)

où Ricci et R̃icci sont les tenseurs de Ricci associés à g et g̃ respectivement.

Preuve :

Remarquons que si (ei)1≤i≤n, une base orthonormale associeé à g, alors (ẽi)1≤i≤n est une
base orthonormale associeé à g̃, où

ẽi = e−γei,

.
Par définition du tenseur de Ricci, on obtient est donné par la relation :

R̃icci(X) =
n∑
i=1

R̃(X, ẽi)ẽi = e−2γ

n∑
i=1

R̃(X, ei)ei,

En substituant la dernière équation dans la formule (1.28) on a :

R̃icci(X) =
n∑
i=1

e−2γR̃(X, ei)ei

= e−2γ

n∑
i=1

{R(X, ei)ei + (∇eiei)(γ)X − (∇Xei)(γ)ei +X(ei(γ))ei − ei(ei(γ))X

+ ei(γ)ei(γ)X −X(γ)ei(γ)ei + g(X, ei)[∇eigradγ + |gradγ|2ei]
− g(ei, ei)[∇Xgradγ + |gradγ|2X] + [X(γ)g(ei, ei)− ei(γ)g(X, ei)]gradγ}.

Des égalités :

Ricci(X) =
m∑
i=1

R(X, ei)ei

gradγ = ei(γ)ei

∆(γ) = ei(ei(γ))− (∇eiei)(γ)

X(γ) = g(X, gradγ)

on obtient :

R̃icci(X) = e−2γ[Ricci(X)−∆(γ)X + (m− 2)[X(γ)gradγ − |gradγ|2X]

+∇Xgradγ −m∇Xgradγ − (∇Xei)(γ)ei +X(ei(γ))ei].
(1.34)

Comme
(∇Xei)(γ)ei = g(∇Xei, gradγ)ei

= X(g(ei, gradγ))ei − g(ei,∇Xgradγ)ei

= X(ei(γ))ei −∇Xgradγ.

(1.35)
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On déduit que :

R̃icci(X) = e−2γ[Ricci(X)−∆(γ)X + (m− 2)[X(γ)grad(γ)− |grad(γ)|2X −∇Xgrad(γ)]]

1.5.3 Courbure scalaire d’une métrique conforme
Equation de Yamabe

Théorème 1.5.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne et g̃ = k.g une déformation
conforme de la métrique g. Si S et S̃ désignent les courbures scalaires relativement aux mé-
triques g et g̃ respectivemnet, alors la relation entre S̃ et S est donnée par l’équation de
Yamabe suivante :

S ′.u(m+2)/(m−2) = −4(m− 1)

m− 2
∆gu+ S.u. (1.36)

où k = u4/(m−2) et m ≥ 3.

Preuve :Si (ei)
m
i=1 une base orthonormée de (M, g) telque ∇eiej = 0 , alors ẽi = e−γei est

une base ortonormé de (M, g̃).
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D’aprés la formule (1.33), avec k = e2γ, on a :

S̃ =
m∑

1=1

g̃(R̃icci(ẽi, ẽi)

=
m∑

1=1

e−2γ g̃(Ricci(ẽi)−∆(γ)ẽi + (m− 2)[ẽi(γ)grad(γ)− |grad(γ)|2ẽi −∇eeigrad(γ))], ẽi)

=
m∑

1=1

g(Ricci(ẽi)−∆(γ)ẽi + (m− 2)[ẽi(γ)grad(γ)− |grad(γ)|2ẽi −∇eeigrad(γ))], ẽi)

e2γS̃ =
m∑

1=1

g(Ricci(ei), ei)−∆(γ)
m∑

1=1

g(ei, ei) + (m− 2)
m∑

1=1

g(ei(γ)grad(γ), ei)

−(m− 2)|grad(γ)|2
m∑

1=1

g(ei, ei)− (m− 2)
m∑

1=1

g(∇eigrad(γ))], ei)

= S −m.∆(γ) + (m− 2)
m∑

1=1

g(grad(γ), ei(γ)ei)−m(m− 2)|grad(γ)|2

−(m− 2)
m∑

1=1

g(∇eigrad(γ))], ei)

= S −m.∆(γ)− (m− 1)(m− 2)|grad(γ)|2 − (m− 2)
m∑
i=1

g(∇eigrad(γ))], ei)

−(m− 2)
m∑

1=1

g(∇eigrad(γ))], ei)

= S −m.∆(γ)− (m− 1)(m− 2)|grad(γ)|2 − (m− 2)
m∑
i=1

{
eig(grad(γ), ei)− g(grad(γ),∇eiei)

}
= S −m.∆(γ)− (m− 1)(m− 2)|grad(γ)|2 − (m− 2)

m∑
i=1

ei(ei(γ))

= S −m.∆(γ)− (m− 1)(m− 2)|grad(γ)|2 − (m− 2)∆(γ)

d’où
e2γS̃ = S − 2(m− 1).∆(γ)− (m− 1)(m− 2)|grad(γ)|2 (1.37)

Evaluant γ en fonction de u. On a :

γ =
1

2
ln(k) = ln(u4/(m−2) =

2

m− 2
ln(u)

Pr Mustapha Djaa 2017



1.5 Métrique conforme 31

∆(γ) =
m∑
i=1

ei(ei(γ))

=
2

m− 2

m∑
i=1

ei(u
−1ei(u))

=
2.u−1

m− 2

m∑
i=1

ei(ei(u))−
2.u−2

m− 2

m∑
i=1

(ei(u))
2

=
2.u−1

m− 2
∆(u)− 2.u−2

m− 2
|grad(u)|2 (1.38)

d’autre part, on a :

grad(γ) =
2.u−1

m− 2
grad(u)

d’où
|grad(γ)|2 =

4.u−2

(m− 2)2
|grad(u)|2 (1.39)

Remplaçons (1.38) et (1.39) dans (1.37), on obtient :

u4/(m−2)S̃ = S − 2(m− 1).[
2.u−1

m− 2
∆(u)− 2.u−2

m− 2
|grad(u)|2]

−(m− 1)(m− 2)
4.u−2

(m− 2)2
|grad(u)|2

= S − 4(m− 1)

m− 2
.u−1∆(u) +

4(m− 1).u−2

m− 2
|grad(u)|2

−(m− 1)(m− 2)
4.u−2

(m− 2)2
|grad(u)|2

= S − 4(m− 1)

m− 2
.u−1∆(u)

d’où
u(m+2)/(m−2)S̃ = S.u− 4(m− 1)

m− 2
∆(u)
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1.6 Propriétés des Connexions sur une sous variété

1.6.1 Décomposition du fibré tangent

Définition 1.6.1.

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, N une variété (resp sous variété de
M) de dimension n, et f : N →M une immersion C∞. Si N est muni de la métrique induite
h = f ∗g, alors l’application f est dite immersion isométrique, si de plus f est injective alors
(N, h) est dite sous variété Riemannienne.

Dans la suite de cette section, on considère le cas des immersions isométriques.

On note par :
TM/N =

⋃
p∈N

TpM (1.40)

le fibré vectoriel au dessus de N .

T (N) = TN =
⋃
p∈N

TpN (1.41)

le fibré vectoriel tangent à N .

N (N) =
⋃
p∈N

(TpN)⊥ = (TN)⊥ (1.42)

le fibré vectoriel normal à N . Le fibré TM/N se décompose en somme directe (somme de
Whitney) :

TM/N = T (N)⊕N (N) =
⋃
p∈N

(TpN ⊕ (TpN)⊥) (1.43)

Remarque 1.6.1. Localement pour tout p ∈ N , il existent un ouvert U ⊂ M et une base
locale (E1, ..., Em) ∈ Γ(TM) de champ de vecteurs tels que pour tout x ∈ U ∩N , on a :

(E1/x, ..., En/x) est une base de TxN et (En+1/x, ..., Em/x) est une base de Nx(N).

On note par :

π> : M/N → T (N)

π⊥ : M/N → N (N)

les projections canoniques.
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1.6.2 Opérateur Shape (Application de Weingarten)

Soient ∇M et ∇N les connexions de Levi-Civita associée à M et N respectivement. Pour
tout X,Y ∈ Γ(TN), on a la décomposition unique :

∇M
X Y = (∇M

X Y )> + (∇M
X Y )⊥ (1.44)

En vertu de l’unicité de la connexion de Levi-Civita sur la variété N , on a :

(∇M
X Y )> = ∇N

XY

d’où
∇M
X Y = ∇N

XY + (∇M
X Y )⊥ (1.45)

Des propriétés des connexions ∇M et ∇N (connexions sans torsions), on déduit que l’appli-
cation :

B : Γ(TN)× Γ(TN) → Γ(TN⊥)

(X, Y ) 7→ B(X, Y ) = (∇M
X Y )⊥

est une application C∞(N)-bilinéaire symétrique :

B(X,Y ) = ∇M
X Y −∇N

XY = ∇M
Y X −∇N

Y X = B(Y,X).

B est appelé deuxième forme fondamentale. La formule (1.45) s’écrit

∇M
X Y = ∇N

XY +B(X, Y ) (1.46)

La formule (1.46) est dite formule de Gauss.

Pour ξ ∈ Γ(N (N)), on pose :

Aξ : Γ(TN) → Γ(TN)

X 7→ Aξ(X) = −(∇M
X ξ)

> (1.47)

Pour tout Y ∈ Γ(TM) et X ∈ Γ(N (N)), on a :

0 = X(g(X, ξ)) = g(∇M
X ξ, Y ) + g(ξ,∇M

X Y ) = g((∇M
X ξ)

>, Y ) + g(ξ, (∇M
X Y )⊥).

d’où

g(Aξ(X), Y ) = g(ξ, B(X, Y )).

En déduit que Aξ est une application C∞(N)-linéaire verifiant la condition de symétrie :

g(Aξ(X), Y ) = g(Aξ(Y ), X)

L’application Aξ est appelé opérateur Shape où Application de Weingarten. (pour plus de
détail sur les propriétés des sous-variétés voir [36].

L’application :

∇⊥ : Γ(TN)× Γ(N (N)) → Γ(N (N))

(X, ξ) 7→ ∇⊥
Xξ = (∇M

X ξ)
⊥

définit une connexion, dite connexion normale et on a la formule de Weingarten :

∇M
X ξ = −Aξ(X) +∇⊥

Xξ. (1.48)
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1.6.3 Equation de Gauss

Proposition 1.6.1. Si RM et RN désignent les tenseurs de courbure de M et N respective-
ment, alors pour tout X, Y, Z,W ∈ Γ(TM) on a l’équation de Gauss :

g(RN(X, Y )Z,W ) = g(RM(X, Y )Z,W ) + g(B(Y, Z), B(X,W ))

−g(B(X,Z), B(Y,W )). (1.49)

Preuve : Des formules (1.46) et (1.48) On obtient

∇M
X∇M

Y Z = ∇M
X∇N

Y Z +∇M
XB(Y, Z)

= ∇N
X∇N

Y Z +B(X,∇N
Y Z)− AB(Y,Z)X +∇⊥

XB(Y, Z) (1.50)
∇M
Y ∇M

X Z = ∇N
Y ∇N

XZ +B(Y,∇N
XZ)− AB(X,Z)Y +∇⊥

YB(X,Z) (1.51)
∇M

[X,Y ]Z = ∇N
[X,Y ]Z +B([X,Y ], Z). (1.52)

En utilisant la définition du tenseur de courbure et les formules (1.50),(1.51) et (1.52), on
déduit la formule (1.49).

Si KM et KN désignent les courbures sectionelles de M et N respectivement, alors pour
tout champs de vecteurs orthonormales X, Y ∈ Γ(TN), on a :

KN(X,Y ) = KM(X, Y ) + g(B(X,X), B(Y, Y ))− ‖B(X, Y )‖2.

1.6.4 Equation de Codazzi

Des formules (1.50),(1.51) et (1.52), on obtient

(RM(X, Y )Z)⊥ = B(X,∇N
Y Z) +∇⊥

XB(Y, Z)−B(Y,∇N
XZ)−∇⊥

YB(X,Z)−B([X, Y ], Z)

= B(X,∇N
Y Z) +∇⊥

XB(Y, Z)−B(Y,∇N
XZ)−∇⊥

YB(X,Z)−B(∇XY, Z)

+B(∇YX,Z)

= ∇⊥
XB(Y, Z)−B(∇XY, Z)−B(Y,∇N

XZ)−∇⊥
YB(X,Z) +B(∇YX,Z)

+B(X,∇N
Y Z)

= (∇⊥
XB)(Y, Z)− (∇⊥

YB)(X,Z)

où :
(∇⊥

XB)(Y, Z) = ∇⊥
XB(Y, Z)−B(∇XY, Z)−B(Y,∇N

XZ)

L’équation
(RM(X, Y )Z)⊥ = (∇⊥

XB)(Y, Z)− (∇⊥
YB)(X,Z) (1.53)

est dite équation de Codazzi.

Notons par R⊥ le tenseur de courbure du fibré normal TM⊥ :

R⊥ : TM × TM × TM⊥ →= TM⊥

(X, Y, ξ) 7→ R⊥(X, Y )ξ
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définit par :
R⊥(X, Y )ξ = ∇⊥

X∇⊥
Y ξ −∇⊥

Y∇⊥
Xξ −∇⊥

[X,Y ]ξ

Des formules de Gauss (1.46) et de Weingarten (1.48), on obtient l’équation de Ricci
suivante :

(RM(X, Y )ξ)⊥ = R⊥(X, Y )ξ +B(AξX, Y )−B(AξY,X) (1.54)

Pr Mustapha Djaa 2017



36

Chapitre 2

Géométrie du fibré vectoriel

2.1 Fibrés vectoriels
Définition 2.1.1. On appelle fibré vectoriel de fibre type Rk, le triplet (E, π,M) où E et M
sont des variétés de classe C∞, et π : E −→M une application surjective de classe C∞ telles
que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Pour tout x ∈M , Ex = π−1({x}) est un R-espace vectoriel de dimension k .
2. (Condition de trivialisation locale.)

Pour tout x ∈ M , il existe un voisinage ouvert U de x dans M et un difféomorphisme
ϕ : π−1(U) −→ U × Rk tels que :
i) P1 ◦ ϕ = π, i.e. le diagramme suivant est commutatif :

π−1(U)
ϕ //

π
%%LLLLLLLLLLL U × Rk

P1

��
U

où P1 : (x, y) ∈ U × Rk 7−→ x ∈ U désigne la première projection.
ii) L’application ϕx = ϕ|Ex : Ex −→ {x} × Rk est linéaire bijective pour tout x ∈M .

La variété M est appelée base du fibré, E l’espace total et Ex = π−1({x}) la fibre au-dessus
de x.

Exemple 2.1.1. Fibré tangent.
Soient M une variété de classe C∞, de dimension n,

TM =
⋃
x∈M

TxM

(réunion disjointe de tous les espaces tangents à M), et

π : TM −→ M

v 7−→ x (v ∈ TxM)
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la projection canonique.
Le triplet (TM, π,M) est un fibré vectoriel de fibre type Rn ; En effet :
- TM est une variété C∞ de dimension 2n.
- Pour tout x ∈M , π−1({x}) = TxM ' Rn

- Si (V, ψ) ∈ atl(M,x), alors la carte de trivialisation locale est définie par :

ϕ : π−1(V ) −→ V × Rn

(y, v) 7−→ (y, dyψ(v))

Exemple 2.1.2. Fibré trivial.
Soit M est une variété C∞ de dimension n. on pose :

E = M × Rk

π : M × Rk −→ M

(x, y) 7−→ x

(E, π,M) est un fibré vectoriel de fibre type Rk.

2.1.1 Section sur un fibré vectoriel

Définition 2.1.2. Une section sur un fibré vectoriel (E, π,M) est une application,
σ : M −→ E de classe C∞ telle que π ◦ σ = IdM . C’est à dire σ(x) ∈ Ex pour tout x ∈M .
Une section locale au-dessus d’un ouvert U ⊂ M de E est une application σ : U −→ E telle
que π ◦ σ = IdU .
L’ensemble des sections d’un fibré vectoriel (E, π,M), noté Γ(E), est un R-espace vectoriel ;
C’est également un C∞(M)-module ; La multiplication d’une section σ ∈ Γ(E) par une fonc-
tion f ∈ C∞(M) est donnée par

(fσ)(x) = f(x)σ(x) , x ∈M

Proposition 2.1.1. Soit (E, π,M) un fibré vectoriel de type fibre Rk, si (U,ϕ) est une carte
vérifiant la condition de trivialisation locale, alors

1. pour tout i = 1, .., k

σϕi : U −→ E

x 7−→ σϕi (x) = ϕ−1
x (ei)

est une section de classe C∞

2. (σϕ1 , ..., σ
ϕ
k ) est une base locale des sections de E

où (e1, ..., ek) désigne la base canonique de Rk.
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Inversement.
Si (σ1, ..., σk) est une base de sections sur E définies sur un ouvert U ⊂M , alors

ϕ−1 : U × Rk −→ π−1(U)

(x, y1, ..., yk) 7−→
k∑
i=1

yiσi(x)

est un difféomorphisme tel que (π−1(U), ϕ) est une carte de trivialisation locale.

Exemples 2.1.1. Un champ de vecteurs sur une variété différentiable M, est une section du
fibré tangent associé TM.

2.1.2 Isomorphisme de fibrés vectoriel.

Définition 2.1.3. Soient (E1, πM ,M), (E2, πN , N) deux fibrés vectoriel. On appelle homo-
morphisme de fibré vectoriel, un couple (F, f), d’applications de classe C∞ tel que :

1) le diagramme suivant est commutatif

F

E1 −→ E2

πM ↓ ↓ πN
M −→ N

f

i.e : πN ◦ F = f ◦ πM

2) Pour tout x ∈M , F/E1
x

: E1
x → E2

x est une application linéaire.

Définition 2.1.4. Soient (E1, πM ,M), (E2, πN , N) deux fibrés vectoriels. Un isomrphisme
de fibré vectoriel est un couple (F, f), d’applications de classe C∞ tel que :

1) F, f sont des diffféomorphismes de variétés.
2) (F, f) et (F−1, f−1) sont des homomorphismes de fibrés vectoriels

Définition 2.1.5. Soient (E1, πM ,M), (E2, πN , N) deux fibrés vectoriels. On dit (E1, πM ,M)
est un sous fibré vectoriel de (E2, πN , N) si :

1) E1 ⊂ E2

2) (IE1 , IM) est un homomorphisme de fibré vectoriel. (où IE1 désigne l’injection cano-
nique de E1 dans E2) .
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2.1.3 Fibré dual d’un fibré vectoriel.

Définition 2.1.6. Soit (E, π,M) un fibré vectoriel de fibre type Rk. Nous définissons le fibré
dual de E, noté E∗ par

E∗ =
⋃
x∈M

E∗
x

π∗ : E∗ −→ M

ω ∈ E∗
x 7−→ x

(E∗, π∗,M) est un fibré vectoriel de fibre type Rk.

Carte de trivialisation locale

Si (U,ϕ) est une carte sur E vérifiant la condition de trivialisation locale, on pose

ϕ∗ : (π∗)−1(U) −→ U × Rk ,

ω ∈ E∗
x 7−→ (x, ω(ϕ−1

x (e1)), ..., ω(ϕ−1
x (ek))

où (e1, ..., ek) est la base canonique de Rk.
Alors (U,ϕ∗) est une carte sur E∗ vérifiant la condition de trivialisation locale.

2.1.4 Section sur le fibré vectoriel dual

Définition 2.1.7. Une section sur le fibré vectoriel dual (E∗, π∗,M) de fibre type Rk est une
application, ω : M −→ E∗ de classe C∞ telle que π∗ ◦ ω = IdM (c’est à dire ω(x) ∈ E∗

x pour
tout x ∈M).

Remarque 2.1.1. Une section ω sur le fibré vectoriel dual (E∗, π∗,M) est de classe C∞ si et
seulement si pour toute carte (U,ϕ) vérifiant la condition de trivialisation locale sur E ; On a

ω(σ1), ..., ω(σk) ∈ C∞(U).

De la remarque (1.1.1) on déduit la proposition suivante :

Proposition 2.1.2. Toute section ω ∈ Γ(E∗) sur le fibré vectoriel dual (E∗, π∗,M) définie
une application C∞(M)-linèaire

ω : Γ(E) −→ C∞(M)

σ 7−→ ω(σ)

telle que pour tout x ∈M , on a ω(σ)(x) = ωx(σ(x)) et reciproquement.

Exemple 2.1.3. Fibré cotangent.
Soient M une variété différentiable C∞ de dimension n, T ∗M =

⋃
x∈M T ∗xM (T ∗xM étant le

dual de l’espace tangent TxM) et

π∗ : T ∗M −→ M

ω ∈ T ∗xM 7−→ x

Pr Mustapha Djaa 2017



2.1 Fibrés vectoriels 40

la projection canonique.
Le triplet (T ∗M,π,M) est un fibré vectoriel, de fibre type Rn et de carte de trivialisation locale
associée à (U, ψ) ∈ atl(M) définie par :

ϕ : (π∗)−1(U) −→ U × Rn ,

(y, ω) 7−→ (y, ω(∂1|y), ..., ω(∂n|y))

où (∂1, ..., ∂n) désigne la base des champs de vecteurs relative à la carte (V, ψ).
(T ∗M,π∗,M) est le fibré dual du fibré tangent (TM, π,M), appelé fibré cotangent.

2.1.5 Produit tensoriel de fibré

Définition 2.1.8. Soient (E, πE,M) et (F, πF ,M) deux fibrés vectoriels de fibre type Rk et
Rl respectivement. Nous définissons le produit tensoriel de E et F, noté E ⊗ F par

E ⊗ F =
⋃
x∈M

Ex ⊗ Fx ,

où, Ex ( resp. Fx ) la fibre au-dessus de x sur E ( resp. sur F ) et l’application π par

π : E ⊗ F −→ M

v ⊗ w 7−→ π(v ⊗ w) = πE(v) = πF (w)

Alors (E⊗F, π,M) est un fibré vectoriel sur M de fibre type Rk.l, appellé fibré produit tensoriel
de (E, πE,M) et (F, πF ,M).

Carte de trivialisation locale

Soient (U,ϕ) et (V, ψ) deux cartes vérifiants la condition de trivialisation locale sur E et
F respectivament avec U ∩ V 6= ∅, alors l’application

ϕ⊗ ψ : π−1(U ∩ V ) −→ U ∩ V × Rk ⊗ Rl ,

v ⊗ w ∈ Ex ⊗ Fx 7−→ (x, ϕx(v)⊗ ψx(w))

définit une carte sur E ⊗ F vérifiant la condition de trivialisation locale, où

ϕx = Pr2 ◦ ϕ|EX , ψx = P̃ r2 ◦ ψ|FX ,

P r2 : M × Rk −→ Rk

(x, z) 7−→ z

et,

P̃ r2 : M × Rl −→ Rl

(x, z) 7−→ z
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2.1.6 Section sur le fibré produit tensoriel.

Soient (E, πE,M) et (F, πF ,M) deux fibrés vectoriels de fibre type Rk et Rl respective-
ment.

Une section sur le produit tensoriel E ⊗ F est une application,

T : M −→ E ⊗ F

de classe C∞ telle que π ◦ T = IdM (i.e : T (x) ∈ Ex ⊗ Fx pour tout x ∈M).

Soit (U,ϕ) (resp (V, ψ)) une carte vérifiant la condition de trivialisation locale sur E(resp
F ) de base locale de sections (σϕi )ki=1 (resp (σψj )lj=1) .

Si T ∈ Γ(E ⊗ F ) est une section sur le produit tensoriel E ⊗ F on a

T |U∩V = T ijσϕi ⊗ σψj ,

où T ij sont des fonctions différentiables de classe C∞ sur M pour tout i = 1..k et j = 1..l.

Remarque 2.1.2. La Définition 2.1.8 peut être prolongé au produit tensoriel quelconque de
fibrés :

n⊗
i=1

Ei = E1 ⊗ ...⊗ En.

Exemple 2.1.4. Soient M une variété différentiable, de dimension m et x ∈M , on note :

T (p,q)
x M = TxM ⊗ ...⊗ TxM︸ ︷︷ ︸

p−fois

⊗T ∗xM ⊗ ...⊗ T ∗xM︸ ︷︷ ︸
q−fois

.

T (p,q)M = TM ⊗ ...⊗ TM︸ ︷︷ ︸
p−fois

⊗T ∗M ⊗ ...⊗ T ∗M︸ ︷︷ ︸
q−fois

(2.1)

T (p,q)M =
⋃
x∈M

T (p,q)
x M

T (p,q)M est un fibré vectoriel de fibre type Rmp+q . Si Tq
p(M) désigne l’espace des sections sur

le fibrés T (p,q)M , on a alors :

T0
0(M) = C∞(M) , T0

1(M) = X(M) et T1
0(M) = X∗(M) .

Relativement à une carte (U, xi) ∈ atl(M), un champ de tenseur T ∈ Tq
p(M) sécrit en coor-

donnée locale
T = T

j1...jq
i1...ip

∂

∂xi1
⊗ ...⊗ ∂

∂xip
⊗ dxj1 ⊗ ...⊗ dxjq , (2.2)

où, T j1...jqi1...ip
sont des fonctions différentiables de classe C∞ sur U.

La formule (2.2) nous permet d’identifier Tq
p(M) à l’espace C∞(M)-module

{ B :
⊗q

X(M) −→
⊗p

X(M) | C∞(M)-q linéaire },

où,
⊗s

X(M) = X(M)⊗ ....⊗ X(M)︸ ︷︷ ︸
s−fois

pour s ≥ 1 et
⊗0

X(M) = C∞(M).
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2.1.7 Fibré Somme de Whitney

Définition 2.1.9. Soient (E, πE,M) et (F, πF ,M) deux fibrés vectoriels de fibre type Rk et
Rl respectivement. Nous définissons la somme de Whitney de E et F, noté E ⊕ F par :

E ⊕ F =
⋃
x∈M

Ex × Fx ,

où, Ex ( resp. Fx ) la fibre au-dessus de x sur E ( resp. sur F ) et l’application π par

π : E ⊕ F −→ M

(v, w) 7−→ π((v, w)) = πE(v) = πF (w)

Alors (E⊕F, π,M) est un fibré vectoriel sur M de fibre type Rk+l et de dimension m+ k+ l,
appellé Somme de Whitney de (E, πE,M) et (F, πF ,M).

Remarque 2.1.3.
E ⊕ F = {(u, v) ∈ E × F ; πE(v) = πF (w)}. (2.3)

Exemple 2.1.5.
(M × Rp)⊕ (M × Rq) = M × Rp+q

Carte de trivialisation locale

Soient (U,ϕ) et (V, ψ) deux cartes qui vérifient la condition de trivialisation locale sur E
et F respectivament avec U ∩ V 6= ∅, alors l’application

ϕ× ψ : π−1(U ∩ V ) −→ U ∩ V × Rk × Rl ,

(v, w) ∈ Ex ⊕ Fx 7−→ (x, ϕx(v), ψx(w))

définit une carte sur E ⊕ F vérifiant la condition de trivialisation locale, où

ϕx = Pr2 ◦ ϕ|EX , ψx = P̃ r2 ◦ ψ|FX ,

P r2 : M × Rk −→ Rk

(x, z) 7−→ z

et,

P̃ r2 : M × Rl −→ Rl

(x, z) 7−→ z

2.1.8 Section sur le fibré somme de Whitney.

Soient (E, πE,M) et (F, πF ,M) deux fibrés vectoriels de fibre type Rk et Rl respective-
ment.
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Définition 2.1.10. Une section sur le fibré somme de Whitney E ⊕ F est une application,

T : M −→ E ⊕ F

x 7→ T (x) = (T1(x), T2(x))

de classe C∞ telle que π ◦ T = IdM . On a :
• ∀x ∈M T (x) ∈ Ex ⊕ Fx.
• T = T1 ⊕ T2 ; T1 ∈ Γ(E) et T2 ∈ Γ(F )

Soit (U,ϕ) (resp (V, ψ)) une carte vérifiant la condition de trivialisation locale sur E (resp
F ) de base locale de sections (σϕi )ki=1 (resp (σψj )lj=1) .

Si T ∈ Γ(E ⊕ F ) est une section sur le fibré somme de Whitney E ⊕ F on a

T |U∩V = (T i1σ
ϕ
i )⊕ (T j2σ

ψ
j )

= (T i1σ
ϕ
i , T

j
2σ

ψ
j )

= T i1(σ
ϕ
i , 0) + T j2 (0, σψj )

,

où T i1 et T j2 sont des fonctions différentiables de classe C∞ sur M pour tout i = 1..k et j = 1..l.

Remarque 2.1.4. La définition 2.1.9 peut être prolongé a la somme quelconque de Whitney :

n⊕
i=1

Ei = E1 ⊕ ...⊕ En.

2.1.9 Fibré inverse (Pull-back)

Définition 2.1.11. Soient M, N deux variétés différentiables, (F, πN , N) un fibré vectoriel
de fibre type Rk sur N et f : M −→ N une application de classe C∞.
On pose

Ex = {x} × Ff(x) = {(x, v) | v ∈ Ff(x)} , x ∈M (2.4)

E =
⋃
x∈M

Ex .

et

π : E −→ M (2.5)
(x, v) 7−→ x

la projection naturelle. Alors le triplet (E, π,M) est un fibré vectoriel de fibre type Rk sur M,
appellé fibré inverse (Pull − back) ; On le note par f−1F .
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Carte de trivialisation locale

Si (W,ψ) est une carte sur F vérifiant la condition de trivialisation locale et U un ouvert
de M tel que f(U) ⊂ W , on pose

ϕ : π−1(U) −→ U × Rk , (2.6)
(x, v) 7−→ (x, ψf(x)(v))

Alors, (U,ϕ) est une carte sur E, vérifiant la condition de trivialisation locale.
E est une variété de dimension égale à dim(M) + k.

2.1.10 Section sur un fibré inverse

Une section sur un fibré inverse (f−1F, π,M) est une application V : M −→ F de classe
C∞ telle que pour tout x ∈M , Vx ∈ Ff(x).
Si (W,ψ) est une carte sur F vérifiant la condition de trivialisation locale de base locale
associés (σ1, ..., σk), et U un ouvert de M tel que f(U) ⊂ W , alors toute section V ∈ Γ(f−1F )
s’ecrit

V |U =
k∑
i=1

V i.σi ◦ f ,

où V i ∈ C∞(U), pour tout i = 1, ..., k.

2.2 Connexion linéaire sur un fibré vectoriel.

2.2.1 Connexion linéaire sur un fibré vectoriel.

Définition 2.2.1. Une connexion linéaire sur un fibré vectoriel (E, π,M) est une application

∇ : Γ(TM)× Γ(E) −→ Γ(E) ,

(X,V ) 7−→ ∇XV

vèrifiant :
1. ∇X(V +W ) = ∇XV +∇XW

2. ∇X(fV ) = X(f)V + f∇XV

3. ∇X+fY V = ∇XV + f∇Y V ,
pour tout V,W ∈ Γ(E), X, Y ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M).

Définition 2.2.2. Une section V ∈ Γ(E) est dite parallèle par rapport a la connexion ∇ si

∇XV = 0

pour tout X ∈ Γ(TM).
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2.2.2 Connexion induite sur le fibré dual

Définition 2.2.3. Soit ∇ une connexion linéaire sur un fibré vectoriel (E, π,M), alors ∇
induit une connexion linéaire sur le fibré vectoriel dual (E∗, π∗,M),

∇∗ : Γ(TM)× Γ(E∗) −→ Γ(E∗) ,

définie par,
(∇∗

Xω)(V ) = X(ω(V ))− ω(∇XV ) ,

pour tout X ∈ Γ(TM), V ∈ Γ(E) et ω ∈ Γ(E∗). On vérifie aisement que ∇∗ est une connexion
linéaire sur E∗, on la note aussi par ∇.

2.2.3 Connexion induite sur le produit tensoriel

Proposition 2.2.1. Soient ∇E et ∇F deux connexions linéaire sur (E, πE,M) et (F, πF ,M)
respectivement. Alors il existe une unique connexion,

∇ : Γ(TM)× Γ(E ⊗ F ) −→ Γ(E ⊗ F )

tel que
∇X(V ⊗ A) = (∇E

XV )⊗ A+ V ⊗ (∇F
XA) ,

pour tout X ∈ Γ(TM), V ∈ Γ(E) et A ∈ Γ(F ).

∇ est appelé connexion tensoriel produit, notée ∇E ⊗∇F .

Cas des formes vectorielles

Définition 2.2.4. Soient (E, πE,M) et (F, πF ,M) deux fibrés vectoriels de fibre type Rk et
Rl respectivement. Une 1-forme vectorielle ω est une application C∞(M)-linéaire

ω : Γ(E) −→ Γ(F )

V 7−→ ω(V )

telle que pour tout x ∈M

ωx : Ex −→ Fx

Vx 7−→ ωx(Vx) = ω(V )(x).

est une application linéaire.

Expressions locales :
Soit ω ∈ Γ(E∗ ⊗ F ) une 1-forme vectorielle. Si (U,ϕ) ( resp. (V, ψ) ) est une carte vérifiant
la condition de trivialisation locale sur E ( resp. sur F ) de base locale (σ1, ..., σk) ( resp.
(ρ1, ..., ρl) ) de Γ(E) ( resp. de Γ(F ) ) et (σ1, ..., σk) une base dual locale de Γ(E∗). Alors

ω =
∑

1≤i≤k
1≤j≤l

ωjiσ
i ⊗ ρj,
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où, ωji sont des fonctions différentiables sur U ∩ V pour tout 1 ≤ i ≤ k et 1 ≤ j ≤ l.
Si de plus V = V iσi, alors

ω(V ) = ωjiV
iρj.

Remarque 2.2.1. Si ω ∈ Γ(E∗ ⊗ F ), une 1-forme vectorielle, alors pour X ∈ Γ(TM),
∇Xω ∈ Γ(E∗ ⊗ F ) est une 1-forme vectorielle définie par

(∇Xω)(V ) = ∇Xω(V )− ω(∇XV )

pour tout V ∈ Γ(E).

Remarque 2.2.2. On général, soient (F, π,M) , (Ei, πi,M)(i = 1, ..., p) des fibrés vectoriels.
Si ω ∈ Γ(E∗

1 ⊗ ...⊗ E∗
p ⊗ F ), alors pour tout (V1, ..., Vp) ∈ Γ(E1)× ...× Γ(Ep), on a

(∇Xω)(V1, ..., Vp) = ∇Xω(V1, ..., Vp)−
p∑
j=1

ω(V1, ...,∇
Ej
X Vj, ..., Vp) .

2.2.4 Connexion induite sur le fibré somme de Whitney

Proposition 2.2.2. Soient ∇E et ∇F deux connexions linéaire sur (E, πE,M) et (F, πF ,M)
respectivement. On définit alors une unique connexion sur ,Γ(E ⊕ F ) par :

∇ : Γ(TM)× Γ(E ⊕ F ) −→ Γ(E ⊕ F )

(X,T1 ⊕ T2) 7→ ∇XT1 ⊕ T2 = (∇E
XT1)⊕ (∇F

XT2)

= (∇E
XT1,∇F

XT2)

pour tout X ∈ Γ(TM), T1 ∈ Γ(E) et T2 ∈ Γ(F ).

∇ est appelé connexion somme , notée ∇E ⊕∇F .

2.2.5 Connexion induite sur le fibré inverse

Soient M et N deux variétés différentiables, (F, πN , N) un fibré vectoriel de fibre type Rk

sur N et f : M −→ N une application de classe C∞. Si ∇N est une connexion linéaire sur
(F, πN , N), on définit la connexion sur le fibré inverse (Pull-back) f−1F ,

∇f : Γ(TM)× Γ(f−1F ) −→ Γ(f−1F ) ,

par
(∇f

XV )x = (∇N
dxf(Xx)Ṽ )f(x) (2.7)

pour tout X ∈ Γ(TM), V ∈ Γ(f−1F ), x ∈M et Ṽ ∈ Γ(F ) tel que Ṽ ◦ f = V au voisinage de
x.

Remarque 2.2.3. La relation (1.8) est indépendante du choix de Ṽ . En effet, soient ( ∂
∂x1 , ...,

∂
∂xm

)
une base locale de Γ(TM), ( ∂

∂y1
, ..., ∂

∂yn
) une base locale de Γ(TN) et (σ1, ..., σk) base locale de
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Γ(F ),
pour X = X i∂i ∈ Γ(TM), V = V β(σβ ◦ f) ∈ f−1F , Ṽ = Ṽ βσβ ∈ Γ(F ) et x ∈M on a

(∇f
XV )x = (∇N

dxf(Xx)
Ṽ )f(x)

= X i
x

∂fα

∂xi
|x(∇N

∂
∂yα

Ṽ βσβ)f(x)

= X i
x

∂fα

∂xi
|x{

∂Ṽ β

∂yα
σβ + Ṽ βΓγαβσγ}|f(x),

où, Γγαβ sont des fonctions différentiables sur N, définie par

∇ ∂
∂yα

σβ = Γγαβσγ

Remarquons que Ṽ β
f(x) = V β

x et ∂V β

∂xi
|x = ∂

∂xi
(Ṽ β ◦ f)|x = ∂fα

∂xi
|x ∂Ṽ

β

∂yα
|f(x), pour tout β = 1, ..., k,

d’où
(∇f

XV ) = X i
(∂V γ

∂xi
+
∂fα

∂xi
V β(Γγαβ ◦ f)

)
(σγ ◦ f) , (2.8)

2.3 Métrique sur un fibré vectoriel

2.3.1 Métrique sur un fibré vectoriel.

Définition 2.3.1. Une métrique g sur un fibré vectoriel (E, π,M) de fibre type Rk est une
application,

g : Γ(E)× Γ(E) −→ C∞(M) ,

C∞(M)-bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive.

Remarques 2.3.1. Soit g une métrique sur un fibré vectoriel (E, π,M) de fibre type Rk, pour
tout V,W ∈ Γ(E), on a :

1. – g(V,W ) = g(W,V ). (symétrique)
– g(V, V ) = 0 ⇒ V = 0. (non dégénérée)
– g(V, V ) ≥ 0. (définie positive)

2. g ∈ Γ(E∗ ⊗ E∗)
Si (U,ϕ) est une carte sur E vérifiant la condition de trivialisation locale de base associé
(σ1, ..., σk) et de base dual associé (σ1, ..., σk) , alors

g =
k∑

i,j=1

gijσ
i ⊗ σj ,

où gij sont des fonctions différentiables sur U appellé composantes du tenseur métrique
relativement á la carte (U,ϕ) .
Si V = V iσi et W = W jσj on a

g(V,W ) = gijV
iW j
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3. Pour tout x ∈M on a
gx : Ex × Ex −→ R

est une forme bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive, où Ex la fibre
au-dessus de x.

Définition 2.3.2. Soient g une métrique sur un fibré vectoriel (E, π,M) et ∇ une connexion
sur (E, π,M), la métrique g est dite compatible avec la connexion ∇ si

∇̃g = 0 (2.9)

où ∇̃ est la connexion induite sur E∗ ⊗ E∗

La relation 2.9 est équivalente à

X(g(σ1, σ1)) = g(∇Xσ1, σ2) + g(σ1,∇Xσ2) (2.10)

pour tout X ∈ Γ(TM) et σ1, σ2 ∈ Γ(E).

Définition 2.3.3. Image inverse d’une métrique
Soient (E1, π1,M) , (E2, π2, N) deux fibrés vectoriels et (F, f) : (E1, π1,M) → (E2, π2, N) un
homomorphisme injective de fibré vecoriel. Si h est une métrique sur (E2, π2, N) Alors

F ∗h :∈ Γ(E1)× ∈ Γ(E1) −→ C∞(M)

définie pour tout X, Y ∈ Γ(E1) et x ∈M par

F ∗h(X, Y )x = hf(x)(Fx(Xx), F (Yx)) ,

est une métrique sur (E1, π1,M), appelée métrique inverse

Expression locale de la métrique F ∗h
Soient (U,ϕ) une carte de trivialisation locale (E1, π1,M) de base de sections associées (σ1, ..., σm)
et (V, ψ) une carte de trivialisation locale (E2, π2, N) de base de sections associées (σ1, ..., σm),
alors

(F ∗h)ij = F ∗h(σi, σj)

= h(F (σi), F (σj))

=
n∑

α,β=1

Fα
i F

β
j h(σα, σβ) ◦ f

=
n∑

α,β=1

Fα
i F

β
j hαβ ◦ f . (2.11)

Définition 2.3.4. Étant donnée une métrique g sur un fibré vectoriel (E, π,M), on définit
la longueur ‖V ‖g d’une section V ∈ Γ(E) par

‖V ‖g =
√
g(V, V )
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En coordonneés locales, si (σ1, ..., σk) est une base locale de Γ(E), gij = g(σi, σj) et V = V iσi
alors,

‖V ‖2
g = gijV

iV j

Proposition 2.3.1. Soit g une métrique sur un fibré vectoriel (E, π,M) de fibre type Rk.
L’application,

] : Γ(E∗) −→ Γ(E) ,

définie par,
g(]ω, V ) = ω(V ) ,

pour tout ω ∈ Γ(E∗) et V ∈ Γ(E), est un isomorphisme C∞(M)-linéaire.

Lemme 2.3.1. Soit g une métrique sur un fibré vectoriel (E, π,M) de fibre type Rk. Pour
tout x ∈M la métrique g induit un isomorphisme linéaire entre E∗

x et Ex

]x : E∗
x −→ Ex ,

définit par,
gx(]xω, v) = ω(v) ,

pour tout ω ∈ E∗
x et v ∈ Ex.

Remarque 2.3.1. Soit (σ1, ..., σk) une base locale de Γ(E) et (σ1, ..., σk) une base locale du
dual Γ(E∗). Si ω = ωiσ

i et g = gijσ
i ⊗ σj on a

]ω = gijωiσj

où (gij) désigne la matrice inverse de (gij).

2.3.2 Métrique induite sur le fibré dual

Définition 2.3.5. Soit g une métrique sur un fibré vectoriel (E, π,M) de fibre type Rk. Alors
g induit une métrique sur le fibré vectoriel dual (E∗, π∗,M),

g∗ : Γ(E∗)× Γ(E∗) −→ C∞(M) ,

définie par,
g∗(ω, η) = g(]ω, ]η) ,

pour tout ω, η ∈ Γ(E∗).

Expression locale de la métrique g∗

Soient (σ1, ..., σk) une base locale de Γ(E) et (σ1, ..., σk) la base duale locale de Γ(E∗)
associée, alors pour ω, σ ∈ Γ(E∗) tels que ω = ωiσi et η = ηjσj on a

g∗ =
∑
ij

gijσi ⊗ σj,

g∗(ω, η) =
∑
ij

gijωiηj

avec (gij) est la matrice inverse de (gij),
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2.3.3 Métrique induite sur le produit tensoriel

Définition 2.3.6. Soient g une métrique sur un fibré vectoriel (E, πE,M) et h une métrique
sur un fibré vectoriel (F, πF ,M), on définit la métrique produit tensoriel

g ⊗ h : Γ(E ⊗ F )× Γ(E ⊗ F ) −→ C∞(M) ,

comme étant l’unique métrique vérifiant,

(g ⊗ h)(V ⊗ A,W ⊗B) = g(V,W )h(A,B)

pour tout V,W ∈ Γ(E) et A,B ∈ Γ(F ).

Remarque 2.3.2. Soient g une métrique sur un fibré vectoriel (E, πE,M) et h une métrique
sur un fibré vectoriel (F, πF ,M), alors

g ⊗ h ∈ Γ(E∗ ⊗ F ∗ ⊗ E∗ ⊗ F ∗) ' Γ(E∗ ⊗ E∗ ⊗ F ∗ ⊗ F ∗) .

Proposition 2.3.2. Soient (E, πE,M) et (F, πF ,M) deux fibrés vectoriels muni respective-
ment des connexions ∇E et ∇F , et des métriques gE et gF . Si ∇E ( resp. ∇F ) est compatible
avec la métrique gE ( resp. gF ), alors la connexion ∇E ⊗∇F et la métrique gE ⊗ gF induites
sur le produit tensoriel E ⊗ F sont compatibles.

Preuve : Pour tout V,W ∈ Γ(E) et A,B ∈ Γ(F ) on a,

X(gE ⊗ gF (V ⊗ A,W ⊗B)) = X(gE(V,W )gF (A,B))

= X(gE(V,W ))gF (A,B) + gE(V,W )X(gF (A,B))

= [gE(∇E
XV,W ) + gE(V,∇E

XW )]gF (A,B)

+gE(V,W )[gF (∇F
XA,B) + gF (A,∇F

XB)]

= gE ⊗ gF (∇E
XV ⊗ A,W ⊗B) + gE ⊗ gF (V ⊗ A,∇E

XW ⊗B)

+gE ⊗ gF (V ⊗∇F
XA,W ⊗B) + gE ⊗ gF (V ⊗ A,W ⊗∇F

XB)

= gE ⊗ gF (∇X(V ⊗ A),W ⊗B) + gE ⊗ gF (V ⊗ A,∇X(W ⊗B)).

2.3.4 Métrique induite sur le fibré somme de Whitney

Définition 2.3.7. Soient g une métrique sur un fibré vectoriel (E, πE,M) et h une métrique
sur un fibré vectoriel (F, πF ,M), on définit la métrique somme par :

g ⊕ h : (Ex ⊕ Fx)× (Ex ⊕ Fx) −→ R
((u1, v1), (u2, v2)) 7→ g(u1, u2) + h(v1, v2)

on a

g ⊕ h : Γ(E ⊕ F )× Γ(E ⊕ F ) −→ C∞(M)

(T1 ⊕ T2, σ1 ⊕ σ2) 7→ g(T1, σ1) + h(T2, σ2)

Proposition 2.3.3. Soient (E, πE,M) et (F, πF ,M) deux fibrés vectoriels muni respective-
ment des connexions ∇E et ∇F , et des métriques gE et gF . Si ∇E ( resp. ∇F ) est compatible
avec la métrique gE ( resp. gF ), alors la connexion ∇E ⊕∇F et la métrique gE ⊕ gF induites
sur le fibré somme de Whitney E ⊕ F sont compatibles.
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2.3.5 Métrique induite sur le fibré inverse

Définition 2.3.8. Soient M et N deux variétés différentiables, (F, πN , N) un fibré vectoriel
de fibre type Rk sur N et f : M −→ N une application de classe C∞.
Si h est une métrique sur le fibré vectoriel (F, πN , N), alors h induit une métrique sur f−1F ,

hf : Γ(f−1F )× Γ(f−1F ) −→ C∞(M) ,

définie par,
hf (V,W )x = hf(x)(Vx,Wx),

pour tout x ∈M et V,W ∈ Γ(f−1F ).

Norme de Hilbert Schmidt.

Soient g une métrique Riemannienne sur un fibré vectoriel (E, πE,M) et h une métrique
sur un fibré vectoriel (F, πF ,M) ; On définit la norme de Hilbert Shmidt ω ∈ Γ(E∗ ⊗ F )
(ω : Γ(E) → Γ(F ) une forme vectorielle), par

|ω|2 = (g∗ ⊗ h)(ω, ω).

En coordonnées locales relativement à (σ1, ..., σk) base de Γ(E∗), (σ1, ..., σk) base de Γ(E∗),
(ρ1, ..., ρk) base de Γ(F ) et (ρ1, ..., ρk) base de Γ(F ∗) on a :

|ω|2 = gijωai ω
b
jhab.

où, ω = ωai σ
i ⊗ ρa, g = gijσ

i ⊗ σj et h = habρ
a ⊗ ρb.

Exemple 2.3.1. Si E = F = TM et φ : M −→M de classe C∞,on a

dφ : TM −→ TM

est une 1-forme vectorielle,définie en coordonnées locales par

dφ =
∂φi
∂xj

dxj ⊗ ∂i.

et de norme

|dφ|2 = (g∗ ⊗ g)(
∂φs
∂xi

dxi ⊗ ∂s,
∂φk
∂xj

dxj ⊗ ∂k)

=
∂φs
∂xi

∂φk
∂xj

g∗(dxi, dxj)g(∂s, ∂k)

=
∂φs
∂xi

∂φk
∂xj

gijgsk
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2.3.6 Inégalité de Young

Proposition 2.3.4. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout champ de vecteurs
X, Y ∈ Γ(TM) et tout ε > 0, on a l’inégalité de Young :

2|〈X, Y 〉| = |g(X, Y )| ≤ 1

ε
‖X‖2 + ε‖Y ‖2 (2.12)

Preuve : Pour ε > 0, on a :

|X ± εY |2 = |X|2 + ε2|Y |2 ± 2ε〈X, Y 〉 ≥ 0

d’ où la formule (2.12).

2.3.7 Inégalité de Kato

Proposition 2.3.5. (version 1)

Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout champ de vecteurs ξ ∈ Γ(TM), on a
l’inégalité de Kato :

|d|ξ|| ≤ |∇ξ| (2.13)

où |∇ξ|2 =< ∇ξ,∇ξ >=
∑

i g(∇eiξ,∇eiξ) relativement à une base orthonormée (ei)i.

Preuve : On a :

|d|ξ|2| = 2|ξ||d|ξ|| (2.14)

d|ξ|2 =
∑
i

ei(|ξ|2)e∗i (2.15)

|d|ξ|2|2 =
∑
i

|ei(|ξ|2)|2

=
∑
i

|ei(g(ξ, ξ))|2

=
∑
i

|2g(∇eiξ, ξ)|2

≤ 4
∑
i

|∇eiξ|2|ξ|2 (inégalité de Schwarz)

≤ 4|ξ|2
∑
i

g(∇eiξ,∇eiξ)

≤ 4|ξ|2|∇ξ|2 (2.16)

Des formules (2.14) et (2.16), on obtient l’inégalité (2.13).

Proposition 2.3.6. (version 2)

Soient (Mm, g) et (Nn, h) des variétés Riemanniennes. Si ϕ : M → N est une appication
de classe C∞, alors on a l’inégalité de Kato :

|gradM |dϕ|| = |d|dϕ|| ≤ |∇ϕ| (2.17)
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où |∇dϕ|2 =
m∑

i,j=1

h
(
∇dϕ(ei, ej),∇dϕ(ei, ej)

)
et |dϕ|2 =

m∑
i=1

h
(
dϕ(ei), dϕ(ei)

)
, relativement à

une base orthonormée {ei}i.

Preuve : Soit x ∈M et {ei}i une base orthonormée telle que (∇eiej)x = 0, 1 ≤ i, j ≤ m,
On a :

|df | = |gradMf | = |]df | (∀f ∈ C∞(M) (voir la Définition 1.4.1) (2.18)
|d|dϕ|2| = 2|dϕ||d|dϕ|| (2.19)

d|dϕ|2 =
∑
i

ei(|dϕ|2)e∗i (2.20)

|d|dϕ|2|2 =
∑
i

|ei(|dϕ|2)|2

=
∑
i

|ei(
∑
j

h(dϕ(ej, dϕ(ej))|2

=
∑
i

|2(
∑
j

h(∇eidϕ(ej), dϕ(ej))|2

≤ 4
∑
i

(∑
j

h(∇eidϕ(ej),∇eidϕ(ej))h(dϕ(ej), dϕ(ej))
)2

(inégalité de Schwarz)

≤ 4
∑
i

(∑
j

h(∇eidϕ(ej),∇eidϕ(ej))
)2

Big(
∑
j

h(dϕ(ej), dϕ(ej))
)2

≤ 4
(∑

i

∑
j

h(∇eidϕ(ej),∇eidϕ(ej))
)2

Big(
∑
j

h(dϕ(ej), dϕ(ej))
)2

≤ 4|∇dϕ|2|dϕ|2 (2.21)

Des formules (2.18), (2.19) et (2.21), on obtient l’inégalité (2.17).
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Chapitre 3

Introduction à la géométrie harmonique

3.1 Le fibré tangent inverse

3.1.1 Le fibré tangent inverse

(voir la sous-section 2.1.11 et la sous-section 2.2.5)

Soient M, N deux variétés différentiables et ϕ : M −→ N une application de classe C∞. Si
∇N est une connexion linéaire sur le fibré tangent (TN, πN , N), alors le fibré tangent inverse
est définit par

ϕ−1TN = { (x, v) |x ∈M , v ∈ Tϕ(x)N }
=

⋃
x∈M

{x} × Tϕ(x)N ,

et
Γ(ϕ−1TN) = {V : M −→ TN, ∀x ∈M , Vx ∈ Tϕ(x)N }

Localement pour tout X = X i ∂
∂xi

∈ Γ(TM) et ϕβ = yβ ◦ ϕ, on a

dϕ(X) = X i∂ϕ
β

∂xi
∂

∂yβ
◦ ϕ ∈ Γ(ϕ−1TN)

et

∇ϕ
∂

∂xi

dϕ(
∂

∂xj
) = { ∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj

N

Γγαβ ◦ϕ}
∂

∂yγ
◦ ϕ

En effet

∇ϕ
∂

∂xi

dϕ(
∂

∂xj
) = ∇ϕ

∂

∂xi

∂ϕβ

∂xj
∂

∂yβ
◦ ϕ

=
∂2ϕβ

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ ϕ+

∂ϕβ

∂xj
∇ϕ

∂

∂xi

∂

∂yβ
◦ ϕ

=
∂2ϕβ

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ ϕ+

∂ϕβ

∂xj
∂ϕα

∂xi
(∇N

∂
∂yα

∂

∂yβ
) ◦ ϕ

=
∂2ϕβ

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ ϕ+

∂ϕβ

∂xj
∂ϕα

∂xi

N

Γγαβ ◦ϕ
∂

∂yγ
◦ ϕ. �
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Remarque 3.1.1. Soient M, N deux variétés différentiables, X, Y ∈ Γ(TM), V,W ∈ Γ(TN)
et ϕ : M −→ N une application différentiable ; Si X et V ( resp. Y et W ) sont ϕ-conjugué
i.e.

dϕ(X) = V ◦ ϕ et dϕ(Y ) = W ◦ ϕ,

alors
∇ϕ
Xdϕ(Y ) = (∇N

VW ) ◦ ϕ .

Proposition 3.1.1. Soit ϕ : M −→ N une application différentiable. Si ∇N une connexion
linéaire compatible avec une métrique h sur N, alors la connexion linéaire ∇ϕ est compatible
avec la métrique hϕ sur ϕ−1TN . C’est à dire, pour tous X ∈ Γ(TM) et V,W ∈ Γ(ϕ−1TN)
on a

X(hϕ(V,W )) = hϕ(∇ϕ
XV,W ) + hϕ(V,∇ϕ

XW ) .

Preuve : Soient X ∈ Γ(TM), V,W ∈ Γ(ϕ−1TN) et X̃, Ṽ , W̃ ∈ Γ(TN), tels que

dϕ(X) = X̃ ◦ ϕ , Ṽ ◦ ϕ = V et W̃ ◦ ϕ = W

alors,

X(hϕ(V,W )) = X(h(Ṽ , W̃ ) ◦ ϕ)

= X̃(h(Ṽ , W̃ )) ◦ ϕ
= h(∇NeX Ṽ , W̃ ) ◦ ϕ+ h(Ṽ ,∇NeXW̃ ) ◦ ϕ
= hϕ(∇ϕ

XV,W ) + hϕ(V,∇ϕ
XW ) .

Proposition 3.1.2. Soit ∇N une connexion sans torsion sur N, alors

∇ϕ
Xdϕ(Y ) = ∇ϕ

Y dϕ(X) + dϕ([X,Y ]) ,

pour tout X, Y ∈ Γ(TM).

Preuve : Soit V,W ∈ Γ(TN) deux champs de vecteurs ϕ-conjugué avec X et Y respec-
tivement . On a

[V,W ] ◦ ϕ = dϕ ◦ [X,Y ]

∇N
VW = ∇N

WV + [V,W ]

d’où

∇ϕ
Xdϕ(Y ) = (∇N

VW ) ◦ ϕ
= (∇N

WV + [V,W ]) ◦ ϕ
= ∇ϕ

Y dϕ(X) + dϕ([X, Y ])
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3.1.2 Seconde forme fondamentale

Définition 3.1.1. Soient (M, g), (N, h) deux variétés Riemannienne et ϕ : (M, g) −→ (N, h)
une application différentiable de classe C∞. La seconde forme fondamentale de l’application
ϕ est la dériveé covariante de la 1-forme vectoriel dϕ, définie par

∇dϕ(X, Y ) = ∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y ) ,

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).
Propriété 3.1.1. Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application différentiable. Alors la seconde
forme fondamentale de l’application ϕ est une forme vectoriel C∞(M)-bilinéaire symétrique.
C’est à dire :

(∇dϕ)(α.X, β.Y ) = αβ(∇dϕ)(X, Y )

(∇dϕ)(X, Y ) = (∇dϕ)(Y,X)

pour tout α, β ∈ C∞(M) et X, Y ∈ Γ(TM).
Preuve : :

• On a :

∇dϕ(α.X, β.Y ) = ∇ϕ
α.Xdϕ(β.Y )− dϕ(∇M

α.Xβ.Y )

= α∇ϕ
Xβ.dϕ(Y )− dϕ(α.∇M

X β.Y )

= αβ∇ϕ
Xdϕ(Y ) + α.X(β)dϕ(Y )− dϕ(αβ∇M

X Y + α.X(β)Y )

= αβ[∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y )]

• En utilisant la Proposition 3.1.2 on a :

∇dϕ(X, Y ) = ∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y )

= ∇ϕ
Y dϕ(X) + dϕ([X, Y ])− dϕ(∇M

X Y )

= ∇ϕ
Y dϕ(X)− dϕ(∇M

Y X)

= ∇dϕ(Y,X) ,

Proposition 3.1.3. Soient ϕ : M −→ N et ψ : N −→ P deux applications différentiables
entre des variétés Riemanniennes, alors

∇d(ψ ◦ ϕ) = dψ(∇dϕ) +∇dψ(dϕ, dϕ) .

Preuve : Soit X, Y ∈ Γ(TM),

∇d(ψ ◦ ϕ)(X, Y ) = ∇ψ◦ϕ
X d(ψ ◦ ϕ)(Y )− d(ψ ◦ ϕ)(∇M

X Y )

= ∇ψ◦ϕ
X dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇P
dψ(dϕ(X))dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇ψ
dϕ(X)dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇dψ(dϕ(X), dϕ(Y )) + dψ(∇N
dϕ(X)dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇dψ(dϕ(X), dϕ(Y )) + dψ(∇dϕ(X,Y )) .
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Définition 3.1.2. Soient (M, g) et (N, h) des variétés Riemanniennes. Une application
ϕ : (M, g) −→ (N, h) est dite totalement géodésique si ∇dϕ = 0.

Remarque 3.1.2. ϕ : (M, g) −→ (N, h est totalement géodésique si et seulement si pour
toute géodésique γ : I ∈ R → M alors la courbe ϕ ◦ γ est une géodésique sur la variété N ,
i.e :

∇M
γ γ̇ = 0, ⇒ ∇N

ϕ◦γ
˙ϕ ◦ γ = 0

Définition 3.1.3. Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application de classe C∞. La trace de la
seconde forme fondamentale de l’application ϕ est appelé champ de tension de l’application
ϕ, noté par

τ(ϕ) = trg∇dϕ. (3.1)

Remarque 3.1.3. Relativement à une base orthonormée (ei) sur M on a

τ(ϕ) = ∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei) ,

Si ( ∂
∂xi

) (resp ( ∂
∂yα

)) est une base locale de champs de vecteurs sur M (resp sur N), on a :

1)

τ(ϕ) = gij
(
∇ϕ

∂

∂xi

dϕ(
∂

∂xj
)− dϕ(∇M

∂

∂xi

∂

∂xj
)
)

= gij(
∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj

N

Γγαβ ◦ϕ−
∂ϕγ

∂xk

M

Γkij)
∂

∂yγ
◦ ϕ . (3.2)

τ(ϕ)γ = gij(
∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj

N

Γγαβ ◦ϕ−
∂ϕγ

∂xk

M

Γkij) . (3.3)

(∇dϕ)ij =
(
∇ϕ

∂

∂xi

dϕ(
∂

∂xj
)− dϕ(∇M

∂

∂xi

∂

∂xj
)
)

= (
∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj

N

Γγαβ ◦ϕ−
∂ϕγ

∂xk

M

Γkij)
∂

∂yγ
◦ ϕ . (3.4)

(∇dϕ)γij =
∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj

N

Γγαβ ◦ϕ−
∂ϕγ

∂xk

M

Γkij (3.5)

Proposition 3.1.4. Soient ϕ : M −→ N et ψ : N −→ P deux applications différentiables
entre des variétés Riemanniennes, alors

τ(ψ ◦ ϕ) = dψ(τ(ϕ)) + trg∇dψ(dϕ, dϕ). (3.6)

3.1.3 Cas des sous-variétés

Soient (N, h) une variété Riemannienne et M une sous-variété de N. Alors le champ de
tenseur g : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M) défini pour tous X,Y ∈ Γ(TM) et p ∈M par

g(X, Y )p = hp(Xp, Yp) ,
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est une métrique Riemannienne sur M, appelé la métrique induite sur M par h.
Pour tout p ∈M on a

TpN = TpM ⊕ TpM
⊥ ,

où,
TpM

⊥ = { v ∈ TpN |hp(v, w) = 0 ,∀w ∈ TpM}

∀ v ∈ TpN ∃ ! v> ∈ TpM ∃ ! v⊥ ∈ TpM⊥ | v = v> + v⊥ .

Remarque 3.1.4. Soient X ∈ Γ(TM) et X̃ ∈ Γ(TN) un prolongement de X (i.e. X̃|M = X).
Si ∇N (resp ∇M) désigne la connexion de Levi-Civita associée à la métrique h sur N (resp
sur M), alors

∇M
X Y = (∇N

X̃
Ỹ )> , X, Y ∈ Γ(TM) ,

est la connexion de Levi-Civita associée á la métrique g sur M, qui indépendent de choix de
prolongement.

La deuxième forme fondamentale de M sur N est donnée par

B(X,Y ) = (∇N
X̃
Ỹ )⊥ , X, Y ∈ Γ(TM) ,

et la courbure moyenne est donnée par

H = traceB .

Définition 3.1.4. Une sous variété M d’une variété N est dite minimale si sa courbure
moyenne est nulle (H = 0).

Remarques 3.1.1. .
1) Soit i : M ↪→ N l’injection canonique, alors la deuxième forme fondamentale de i coincide
avec la deuxième forme fondamentale de M sur N, c’est à dire

∇di(X, Y ) = B(X, Y ) = (∇N
X̃
Ỹ )⊥ X,Y ∈ Γ(TM) .

2) Soit N ∈ Γ(TM⊥), on a

g(∇di(X, Y ),N ) = −g(Ỹ ,∇N
X̃
N ) X, Y ∈ Γ(TM) . (3.7)

3) Dans le cas où M est une hyper-surface de N et N ∈ Γ(TM⊥), on a

∇di(X, Y ) = g(∇di(X,Y ),N )N .

En effet, pour prouver (2), soit p ∈M on a

g(∇di(X, Y ),N ) = g((∇N
X̃
Ỹ )⊥,N )

= g(∇N
X̃
Ỹ ,N )− g((∇N

X̃
Ỹ )>,N )

= g(∇N
X̃
Ỹ ,N )

= X̃(g(Ỹ ,N ))− g(Ỹ ,∇N
X̃
N ) ,
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Si (ϕt(p))t est une courbe sur M , définie au voisinage de 0 ∈ R, telle que X̃p = ∂
∂t
ϕt(p)|t=0,

on a

X̃p(g(Ỹ ,N )) =
d

dt
g(Ỹ ,N ) ◦ ϕt(p)|t=0

=
d

dt
gϕt(p)(Ỹϕt(p),Nϕt(p))|t=0

=
d

dt
hϕt(p)(Yϕt(p),Nϕt(p))|t=0

= 0 .

(3) découle immédiatement de (1) et (2).

Exemple 3.1.1. Si M = Sn ⊂ Rn+1 désigne la sphère unité et N =
∑n+1

i=1 x
i ∂
∂xi

le champ de
vecteur normal à la sphère, alors

∇di(X, Y )p = −g(X, Y )pNp X, Y ∈ Γ(TM) , ∀p ∈M . (3.8)

g(∇di(X, Y ),N )p = −g(X,Y )p X, Y ∈ Γ(TM) , ∀p ∈M ,

en effet, ceci découle de la formule 3.7 et de la relation

∇Rn+1

X̃
N = X̃, ∀X̃ ∈ Γ(TRn+1).

Définition 3.1.5. Troisième forme fondamentale
Soit ϕ : (Mn, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞.
La troisième forme fondamentale de ϕ est la dérivée covariante de ∇dϕ , elle est définie par :

∇2dϕ(X, Y, Z) = ∇X(∇dϕ(Y, Z))−∇dϕ(∇XY, Z)−∇dϕ(Y,∇XZ), (3.9)

õu X, Y, Z ∈ Γ(TM)

Proposition 3.1.5. Contrairement à la seconde forme fondamentale, la troisième forme
fondamentale n’est pas symétrique, nous avons :

∇2dϕ(X, Y, Z) = ∇2dϕ(Z, Y,X) + dϕ(RM(Z,X)Y )−RN(dϕ(Z), dϕ(X))dϕ(Y ). (3.10)

Preuve :
par définition nous avons :

∇2dϕ(X, Y, Z)−∇2dϕ(Z, Y,X) = ∇X(∇dϕ(Y, Z))−∇dϕ(∇XY, Z)−∇dϕ(Y,∇XZ)

−∇Z(∇dϕ(X, Y )) +∇dϕ(∇ZY,X) +∇dϕ(Y,∇ZX),

en utilisant la deuxième forme fondamentale, un calcul direct donne :

∇2dϕ(X, Y, Z)−∇2dϕ(Z, Y,X) = ∇X(∇ϕ
Zdϕ(Y )− dϕ(∇ZX))−∇ϕ

Zdϕ(∇XY )

+ dϕ(∇Z∇XY )−∇ϕ
∇XZdϕ(Y ) + dϕ(∇∇XZY )

−∇Z(∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇XY )) +∇ϕ

Xdϕ(∇ZY )

− dϕ(∇X∇ZY ) +∇ϕ
∇ZXdϕ(Y )− dϕ(∇∇ZXY ),
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il suit que :
= ∇ϕ

X∇
ϕ
Zdϕ(Y )−∇ϕ

Xdϕ(∇ZY )−∇ϕ
Zdϕ(∇XY )

+ dϕ(∇Z∇XY )−∇ϕ
∇XZdϕ(Y ) + dϕ(∇∇XZY ))

− dϕ(∇X∇ZY ) +∇ϕ
∇ZXdϕ(Y )− dϕ(∇∇ZXY )

−∇ϕ
X∇

ϕ
Zdϕ(Y ) + dϕ(∇Z∇XY )−∇ϕ

∇XZdϕ(Y )

+ dϕ(∇∇XZY )−∇ϕ
Z∇

ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇X∇ZY )

+∇ϕ
∇ZXdϕ(Y )− dϕ(∇∇ZXY )

= dϕ(∇Z∇XY −∇X∇ZY +∇∇XZY

−∇X∇ZY )− (∇ϕ
Z∇

ϕ
Xdϕ(Y )−∇ϕ

X∇
ϕ
Zdϕ(Y )

+∇ϕ
∇XZdϕ(Y ))−∇ϕ

∇ZXdϕ(Y ),

alors
= dϕ(∇Z∇XY −∇X∇ZY +∇[X,Z]Y )− (∇ϕ

Z∇
ϕ
Xdϕ(Y )

−∇ϕ
X∇

ϕ
Zdϕ(Y )−∇ϕ

[Z,X]dϕ(Y )).

Du fait que :
∇Z∇XY −∇X∇ZY +∇[X,Z]Y = RM(Z,X)Y,

et :
∇ϕ
Z∇

ϕ
Xdϕ(Y )−∇ϕ

X∇
ϕ
Zdϕ(Y )−∇ϕ

[Z,X]dϕ(Y )) = Rϕ(Z,X)dϕ(Y )

= RN(dϕ(Z), dϕ(X))dϕ(Y ),

nous obtenons le résultat :

∇2dϕ(X, Y, Z) = ∇2dϕ(Z, Y,X) + dϕ(RM(Z,X)Y )−RN(dϕ(Z), dϕ(X))dϕ(Y ).

3.2 Equations d’Euler-Lagrange
Soit U un ouvert de Rn. Le lagrangien sur U est une fonction de classe C∞ :

L : (x, y, t) ∈ U × Rn × [t1, t2] −→ L(x, y, t) ∈ R.

Etant donné deux points x1, x2 ∈ U , le problème variationnel associé consiste à chercher les
courbes ϕ : [t1, t2] −→ U tracées dans U , telles que ϕ(t1) = x1 et ϕ(t2) = x2, qui minimisent
la fonctionnelle énergie :

E(ϕ) =

∫ t2

t1

L
(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)
dt. (3.11)

Pour caractériser la fonction ϕ : [t1, t2] −→ U , on considére la variation ϕs(t) = ϕ(t) + s v(t)
où s ∈ (−ε, ε) et v(t) une fonction non nulle, sauf aux bornes t1 et t2, on alors :

v(t1) = v(t2) = 0 , ϕs(t1) = ϕ(t1) = x1 et ϕs(t2) = ϕ(t2) = x2.
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Théorème 3.2.1.

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)
− ∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))〉
Rn
dt.

où <,>Rn désigne le produit scalaire standard sur Rn et

∂L

∂x
=
( ∂L
∂x1

, ...,
∂L

∂xn

)
,

∂L

∂y
=
( ∂L
∂y1

, ...,
∂L

∂yn

)
Démonstration. Soit φ : (−ε, ε)× [t1, t2] −→ Rn l’application définie par :

φ(s, t) = ϕs(t) = ϕ(t) + s v(t). (3.12)

D’après (3.11) et (3.12), on a :

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

∂

∂s
L
(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)∣∣∣
s=0

dt. (3.13)

comme

∂

∂s
L
(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
=

n∑
i=1

∂φi

∂s
(s, t)

∂L

∂xi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
+

n∑
i=1

∂

∂s

(∂φi
∂t

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
. (3.14)

En intègrant par parties, on trouve :∫ t2

t1

n∑
i=1

∂

∂s

(∂φi
∂t

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
dt

=
n∑
i=1

∫ t2

t1

∂

∂t

(∂φi
∂s

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
dt

=
n∑
i=1

∂φi

∂s
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)∣∣∣t2
t1

−
n∑
i=1

∫ t2

t1

∂φi

∂s
(s, t)

∂

∂t

( ∂L
∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

))
dt. (3.15)

d’après les formules (3.12), (3.13), (3.14) et (3.15), on obtient :

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)〉
Rn
dt

+
〈
v(t),

∂L

∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)〉
Rn

∣∣∣t2
t1

−
∫ t2

t1

〈
v(t),

∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))〉
Rn
dt.
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comme v(t1) = v(t2) = 0, alors

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)〉
Rn
dt

−
∫ t2

t1

〈
v(t),

∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))〉
Rn
dt.

Théorème 3.2.2. La courbe ϕ : [t1, t2] −→ U est un point critique pour la fonctionnelle
énergie E(ϕ) si et seulement si :

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)
− ∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))
= 0. (3.16)

Ce système de n équations différentielles du second ordre s’appelle système d’équations d’Euler-
Lagrange.

Exemple 3.2.1. Soient U un ouvert de Rn, L : U × Rn × [t1, t2] −→ R définie par :

L(x, y, t) =
y2

2
,

ici le lagrangien représente l’énergie cinétique.

E(ϕ) =
1

2

∫ t2

t1

(dϕ
dt

)2

dt

le système (3.16) est réduit à l’équation

d2ϕ

dt2
= 0

les solutions des équations d’Euler Lagrange sont les droites affine (géodésiques) :

ϕ(t) = a t+ b, a, b ∈ Rn.
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3.3 Applications harmoniques

3.3.1 Applications harmoniques

Définition 3.3.1. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés Riemannienne de dimensions m et n respectivement. On appelle la densité de ϕ
l’application

e(ϕ) : M −→ R+ ,

définie pour tout x ∈M par

e(ϕ)(x) =
1

2
|dxϕ|2 ,

où |dxϕ| est la norme de Hilbert Schmidt de la differentielle dxϕ de ϕ au point x. Si {ei}1≤i≤m
est une base orthonormée de TxM , on a

|dxϕ|2 = trgϕ
∗h

=
m∑
i=1

h(dxϕ(ei), dxϕ(ei))

Si {xi}1≤i≤m et {yα}1≤α≤n sont les coordonneés locale autour de x ∈ M et ϕ(x) ∈ N respec-
tivement, alors

|dxϕ|2 = gijx
∂ϕα

∂xi
|x
∂ϕβ

∂xj
|xhαβ(ϕ(x))

L’énergie de l’application ϕ sur un domain compact D dans M est définie par

E(ϕ,D) =

∫
D

e(ϕ)vg =
1

2

∫
D

|dϕ|2vg

Une variation de l’application ϕ est une application de classe C∞,

φ : M × (−ε, ε) −→ N , ε > 0

(x, t) 7−→ ϕt(x)

telle que (ϕt) est une famille des applications de classe C∞ sur M, et ϕ0 = ϕ. Soit v ∈
Γ(ϕ−1TN) définie par

v(x) =
∂

∂t
ϕt(x)|t=0

= dφ(0,
d

dt
)(x,0) ∈ Tϕ(x)N

Définition 3.3.2. Application harmonique.
Une application ϕ : (M, g) −→ (N, h) de classe C∞ est dite harmonique si

d

dt
E(ϕt, D)|t=0 = 0

pour tout domaine compact D dans M et toute variation (ϕt) á support inclue dans D.
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3.3.2 Première variation d’énergie

Proposition 3.3.1. Soient ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application différentiable et (ϕt) une
variation de ϕ á supports inclue dans D. Alors

d

dt
E(ϕt, D)|t=0 = −

∫
D

h(v, τ(ϕ))vg.

où v(x) = ∂
∂t
ϕt(x)|t=0 et τ(ϕ) = trg∇dϕ est le champ de tension de l’application ϕ.

Preuve : Soit {ei} une base orthonormée sur M et { d
dt
} base sur (−ε, ε), alors {(ei, 0), (0, d

dt
)}

est une base locale orthonormée pour la métrique diagonale sur la variété produit M×(−ε, ε),
et on a le crochet de Lie [(ei, 0), (0, d

dt
)] = 0, pour tout i = 1, ...,m, on a dφ(ei, 0) = dϕ(ei) et

dφ(0, d
dt

) = v. En effet, remarquons que

dφ(ei, 0) : M × (−ε, ε) −→ TN ,

dφ(ei, 0)(x,0) = dxφ0(ei|x) + d0φx(0) ( formule deLeibniz )

= dxφ0(ei|x)
= dxϕ(ei|x)

et

dφ(0,
d

dt
)(x,0) = dxφ0(0|x) + d0φx(

d

dt
|t=0)

= dφx(
d

dt
)|t=0

= v(x) ,

avec φ0(x) = φ(x, 0) et φx(t) = φ(x, t). Donc,

d

dt
E(ϕt, D)|t=0 =

1

2

d

dt

∫
D

h(dϕt(ei), dϕt(ei))vg|t=0

=
1

2

d

dt

∫
D

h(dφ(ei, 0), dφ(ei, 0))vg|t=0

=
1

2

∫
D

∂

∂t
h(dφ(ei, 0), dφ(ei, 0))|t=0vg

=

∫
D

h(∇φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0), dφ(ei, 0))|t=0vg

=

∫
D

h(∇φ
(ei,0)

dφ(0,
d

dt
), dφ(ei, 0))|t=0vg

=

∫
D

h(∇N
dϕ(ei)

v, dϕ(ei))vg

=

∫
D

h(∇ϕ
ei
v, dϕ(ei))vg
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Soit ω(∗) = h(v, dϕ(∗)), 1-forme sur M, alors

div ω = (∇eiω)(ei)

= ei(ω(ei))− ω(∇eiei)

= ei(h(v, dϕ(ei))− h(v, dϕ(∇eiei))

= h(∇ϕ
ei
v, dϕ(ei)) + h(v, τ(ϕ)) ,

et comme
∫
D
div ω vg = 0, on obtient

d

dt
E(ϕt, D)|t=0 = −

∫
D

h(v, τ(ϕ))vg

Théorème 3.3.1. Une application différentiable ϕ : (M, g) −→ (N, h) est harmonique si et
seulement si τ(ϕ) = 0.

3.3.3 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 3.3.1. Toute application constante ϕ : (M, g) −→ (N, h) est harmonique.

Exemple 3.3.2. Le seconde forme fondamentale de l’application identité,
IdM : (M, g) −→ (M, g) est nulle, c’est à dire IdM est totalement géodésique, donc IdM est
harmonique.

Exemple 3.3.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout fonction f : M −→ R et
(ei) une base orthonormée sur M on a

τ(f) = trg∇df
= ∇df(ei, ei)

= ∇f
ei
df(ei)− df(∇M

ei
ei)

= ei(ei(f))− (∇M
ei
ei)(f)

= g(∇eigradf, ei)

= div(grad f)

= 4(f) .

Exemple 3.3.4. Soit Rn muni de la métrique canonique g0 et soit ϕ : (M, g) −→ (Rn, g0)
une application différentiable, ϕ(x) = (ϕ1(x), ..., ϕn(x)). d’aprés la formule ?? et comme
RnΓγαβ = 0, on a

τ(ϕ) = gij(
∂2ϕγ

∂xi∂xj
− ∂ϕγ

∂xk

M

Γkij)
∂

∂yγ
◦ ϕ ,

c’est à dire,
τ(ϕ) = (4(ϕ1), ...,4(ϕn)) ,

d’où l’application ϕ est harmonique si et seulement si 4(ϕα) = 0, α = 1, ..., n, c’est à dire
ϕα sont des fonctions harmoniques.
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Exemple 3.3.5. Soit M =]a, b[ un intervalle sur R. Alors la courbe γ :]a, b[−→ (Nn, h) est
harmonique si

d2γα

dt2
+N Γαβδ

dγβ

dt

dγδ

dt
= 0 ,

donc, γ est harmonque si et seulement si c’est une géodésique.

Exemple 3.3.6. Soit S une surface dans l’espace euclidien R3, et soit :

ϕ : (Ω, <,>R2) −→ (R3, <,>R3),

une paramétrisation locale de S, où Ω un ouvert de R2. Supposons que :∣∣∣∂ϕ
∂x

∣∣∣2 =
∣∣∣∂ϕ
∂y

∣∣∣2, 〈∂ϕ
∂x
,
∂ϕ

∂y

〉
R3

= 0.

Alors, S est minimale si et seulement si ϕ est harmonique. En effet, notons :

N =

∂ϕ
∂x
∧ ∂ϕ

∂y∣∣∣∂ϕ∂x ∧ ∂ϕ
∂y

∣∣∣
le vecteur unitaire normal,

E =
∣∣∣∂ϕ
∂x

∣∣∣2, F =
〈∂ϕ
∂x
,
∂ϕ

∂y

〉
R3
, G =

∣∣∣∂ϕ
∂y

∣∣∣2,
e =

〈
N,

∂2ϕ

∂x2

〉
R3
, f =

〈
N,

∂2ϕ

∂x∂y

〉
R3
, g =

〈
N,

∂2ϕ

∂y2

〉
R3
.

on obtient :
H =

1

2

eG+ g E − 2f F

E G− F 2

la courbure moyenne de S. D’autre part :〈∂ϕ
∂x
, τ(ϕ)

〉
R3

=
〈∂ϕ
∂x
,
∂2ϕ

∂x2

〉
R3

+
〈∂ϕ
∂x
,
∂2ϕ

∂y2

〉
R3

=
〈∂ϕ
∂x
,
∂2ϕ

∂x2

〉
R3
−
〈 ∂2ϕ

∂x∂y
,
∂ϕ

∂y

〉
R3

=
1

2

∂

∂x

∣∣∣∂ϕ
∂x

∣∣∣2 − 1

2

∂

∂x

∣∣∣∂ϕ
∂y

∣∣∣2
= 0,〈∂ϕ

∂y
, τ(ϕ)

〉
R3

= 0.

Par conséquent τ(ϕ) est normal à la surface S et on a :

H =
e+ g

2E
=

〈
N, τ(ϕ)

〉
R3

2E
.
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Exemple 3.3.7. Soient N une variété Riemannienne et M une sous-variété de N.
Si i : M ↪→ N est l’injection canonique, alors la sous-variété M est minimale si et seulement
si i est harmonique. En effet, en utilisant la Remarque 3.1.3 on a

∇di = B ,

d’où, τ(i) = H = traceB.

Exemple 3.3.8. Soient (M, g) et (N, h) des variétés Riemanniennes. Si ϕ : M −→ N est un
plongement régulier isométrique, c’est à dire, ϕ est un plongement régulier tel que pour tout
p ∈M , X, Y ∈ Γ(TM) on a

gp(Xp, Yp) = hϕ(p)(dϕ(Xp), dϕ(Yp)) .

Alors, ϕ(M) est une sous-variété de N, de plus ϕ(M) est minimale si et seulement si l’appli-
cation ϕ est harmonique.
En effet, si ∇ϕ(M) est la connexion de Levi-Civita associée à la métrique induite par h sur
ϕ(M), et B désigne la deuxième forme fondamentale de ϕ(M) sur N, alors

B(dϕ(X), dϕ(Y )) = (∇N
dϕ(X)dϕ(Y ))⊥

= ∇N
dϕ(X)dϕ(Y )− (∇N

dϕ(X)dϕ(Y ))>

= ∇ϕ
Xdϕ(Y )−∇ϕ(M)

dϕ(X)dϕ(Y )

= ∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y )

= ∇dϕ(X, Y ) , X, Y ∈ Γ(TM) ,

Soit (ei) une base orthonormée locale sur M, comme l’application ϕ est isométrique, on a
(dϕ(ei)) une base orthonormée sur ϕ(M), d’où

H = traceB ( courburemoyenne )

= B(dϕ(ei), dϕ(ei))

= ∇dϕ(ei, ei)

= τ(ϕ) .

Exemple 3.3.9. Soit M une variété Riemannienne et g la métrique Riemannienne induite
sur la sphère unité Sn par l’injection canonique i : Sn −→ Rn+1. Soit ϕ : M −→ Sn une
application de classe C∞, posons ψ = i ◦ ϕ : M −→ Rn+1, alors ϕ et harmonique si et
seulement si

τ(ψ) = −|dψ|2ψ .
En effet, d’aprés la proposition 3.1.4 on a

τ(ψ) = τ(i ◦ ϕ) = di(τ(ϕ)) + tr∇di(dϕ, dϕ) ,

donc , ϕ et harmonique si et seulement si

τ(ψ) = tr∇di(dϕ, dϕ)

=
m∑
i=1

∇di(dϕ(ei), dϕ(ei)) ,
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où (ei) est une base orthonormée de TxM , x ∈M , en utilisant la formule 3.8 on obtient

τ(ψ) = −
m∑
i=1

g(dϕ(ei), dϕ(ei))Nψ(x) , où N =
n+1∑
i=1

xi
∂

∂xi

= −
m∑
i=1

|dϕ(ei)|2ψ(x) , (Nψ(x) = ψ(x))

= −|dϕ|2ψ(x)

= −|dψ|2ψ(x) .

Remarque 3.3.1. La composé de deux applications harmoniques n’est pas en générale une
application harmonique. En particulier si φ est harmonique et si ψ et totalement géodésique
c’est à dire (∇dψ = 0), alors ψ ◦ φ et harmonique.

Exemple 3.3.10. Soit l’application,

ϕ : (R, dx2) −→ (R2, dx2 + dy2)

x 7−→ (x, 0) ,

on a,

τ(ϕ) = (
∂2x

dx2
,
∂20

dx2
)

= 0 ,

et soit l’application,

ψ : (R2, dx2 + dy2) −→ (R, dz2)

(x, y) 7−→ x2 − y2 ,

on a,

τ(ψ) = ∆(ψ)

=
∂2ψ

dx2
+
∂2ψ

dy2

= 2− 2 = 0 ,

alors les deux applications ϕ et ψ sont harmoniques, mais remarquons que la composé,

ψ ◦ ϕ : (R, dx2) −→ (R, dz2)

x 7−→ x2 ,

est non harmonique, τ(ψ ◦ ϕ) = 2.
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3.3.4 Tenseur énergie-impulsion

Le tenseur énergie-impulsion est introduit par P.Baird et J. Eells [1]
Définition 3.3.3. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variété riemanniennes et φ : Mm → Nn

une application C∞, Le tenseur énergie-impulsion S(φ) associé à φ est un teneur de type
(0, 2) sur M , défini par :

S(φ) = e(φ)g − φ∗h.

Lemme 3.3.1. Soit G = (gij)ij une matrice symétrique carré d’ordre m. Si G−1 = (gij)ij
désigne la matrice inverse de G, alors :

∂

∂gab
(gij) = −giagib

pour tout i, j = 1, ...,m.

Preuve : de l’égalité :
G−1G = (gij).(gij) = Id

on a :
∂

∂gab
(gij).(gij) = −(gij).

∂

∂gab
(gij)

= −(gij).δab (3.17)

où δab désigne la matrice (δai δ
b
j)ij. De la formule 3.17, on déduit :

∂

∂gab
(gij) = −(gij).δab(g

ij)

= −(giagbj)

= −(giagjb)

Lemme 3.3.2. Si G = (gij)ij est une matrice symétrique carré d’ordre m, alors :
∂

∂gab
(det(gij)) = cofacteur(gab)

Preuve : Si Ai = (gi1, ...., gim)t désigne la ième colone de la matrice (gij), alors :
∂

∂gab
(det(gij)) =

∂

∂gab
(det(A1, ...., Am))

= det(
∂

∂gab
A1, ...., Am)) + ...+ det(A1, ....,

∂

∂gab
Am))

= det(A1, ...
∂

∂gab
(Aa), ..., Am)

= det(A1, ..., (A
b
a), ..., Am)

= cofacteur(gab)

où Aba = (0, ..., 1, ..., 0)t.

Pr Mustapha Djaa 2017



3.3 Applications harmoniques 70

Lemme 3.3.3. Soent (Mm, g) une variété Riemannienne et (gu)u ∈ ⊗2T ∗M une variation
régulière de la métrique g (g0 = g), alors :

δg =
∂

∂u
(gu)|u=0 ∈ ⊗2T ∗M

En effet, localement on a :

gu(x) = gij(u, x)dx
i ⊗ dxj

d’où
(δg)ij(x) =

∂

∂u
(gij(u, x))|u=0dx

i ⊗ dxj ∈ ⊗2T ∗M

Proposition 3.3.2. Soient (φ : M → N une application C∞ entre deux variétés Rieman-
nienne (Mm, g) et (Nn, h). Si (gu)u est une variation C∞ de la métrique g sur un domaine
compact M , alors la prmière variation d’énérgie de φ respectivement à la variation (gu)u est
donnée par :

dE(φ)

du
|u=0 =

1

2

∫
M

< S(φ), δg > vg (3.18)

où localement S(φ)ij = e(φ)gij − (φ∗h)ij et < S(φ), δg >= giagjbS(φ)ijδgab.

Preuve :

dE(φ)

du
|u=0 =

∫
M

de(φ)vgu
du

|u=0

=

∫
M

(
∂e(φ)vgu
∂gab

)δgab

=

∫
M

∂e(φ)

∂gab
δgabvg +

∫
M

e(φ)
∂vg
∂gab

δgab

Utilisant le lemme 3.3.1, on obtient :

∂e(φ)

∂gab
=

1

2

∂gij
∂gab

φαφβhαβ

= −1

2
giagjbφαi φ

β
j hαβ

= −1

2
giagjb(φ∗h)ij (3.19)
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De la formule vg = (det(gij))
1
2dx1....dxm et le lemme 3.3.2, on obtient :

∂vg
∂gab

=
1

2
(det(gij))

− 1
2
∂

∂gab
(det(gij))dx

1....dxm

=
1

2
(det(gij))

−1cofacteur(gab)(det(gij))
1
2dx1....dxm

=
1

2
gab(det(gij))

1
2dx1....dxm

=
1

2
gabvg

=
1

2
giagjbgijvg (3.20)

La preuve se termine par substitution des formules 3.19 et 3.20 dans 3.18.

Théorème 3.3.2. Soient (φ : Mm → Nn une application C∞ entre deux variétés Rieman-
nienne (Mm, g) et (Nn, h), alors :

h(τ(φ), dφ) = −div(S(φ)). (3.21)

i.e : ∀X ∈ (TM), on a
h(τ(φ), dφ(X)) = −div(S(φ))(X).

où

div : Γ(T ∗M ⊗ T ∗M) → Γ(T ∗M)

% 7→ div(%) = trace(∇%)

Preuve : Si {Xi}i (resp {ei}i ) désigne une base locale ( resp orthonormale), alors :

div(S(φ)) = gijΣi(∇Xi(S(φ))(Xi)

= Σi(∇ei(S(φ))(ei)
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soit x ∈M et (ei) une base locale orthonormale telle que (∇eiej)x = 0, alors

div(S(φ)(ej) =
∑
i

(∇ei(S(φ))(ei, ej)

=
∑
i

(∇ei(S(φ)(ei, ej))−
∑
i

(S(φ)(∇eiei, ej)−
∑
i

(S(φ)(ei,∇eiej)

=
∑
i

(∇ei(S(φ)(ei, ej))

=
∑
i

ei(S(φ)(ei, ej))

=
1

2

∑
i,k

ei(h(dφ(ek), dφ(ek))g(ei, ej))−
∑
i

ei(h(dφ(ei), dφ(ej)))

=
1

2

∑
i,k

ei(h(dφ(ek), dφ(ek)))δ
j
i −

∑
i

ei(h(dφ(ei), dφ(ej)))

=
1

2

∑
k

ej(h(dφ(ek), dφ(ek)))−
∑
i

ei(h(dφ(ei), dφ(ej)))

=
∑
k

h(∇φ
ej
dφ(ek), dφ(ek)−

∑
i

h(∇φ
ei
dφ(ei), dφ(ej))−

∑
i

h(dφ(ei,∇φ
ei
dφ(ej))

= −h(τ(φ), dφ(ej)) +
∑
i

h(∇φ
ej
dφ(ei), dφ(ei)−

∑
i

h(dφ(ei,∇φ
ei
dφ(ej))

= −h(τ(φ), dφ(ej)) (∇φdφ est symétrique).

Corollaire 3.3.1 (Loi de conservation). Le tenseur énergie impulsion d’une application har-
monique φ : M → N est de divergence nulle

τ(φ) = 0 ⇒ divS(φ) = 0

Corollaire 3.3.2. Si φ : M → N est une submersion sur un ensemble dense, alors φ est
harmonique si et seulement si divS(φ) est nulle

τ(φ) = 0 ⇔ divS(φ) = 0

3.3.5 Métrique critique

Définition 3.3.4. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne compacte orienté. Une métrique
Riemannienne critique est un point critique pour la functionnelle :

H(g =

∫
M

|Sg|2vg

où Sg désigne la courbure scalaire de (M, g) et vg désigne l’élèment volume mesurer par g.
Localement, si on note par (xi)

m
i=1 les coordonnées locale sur M et Ricgij les coordonnées

du tenseur de Ricci associé à g, alors g est une métrique critique, si et seulement si on a :

m∇i∇jSg −mSgRic
g
ij − (∆Sg)gij + S2

ggij = 0 (3.22)
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(For more details, we can refer to [15] and [92])

3.4 Déformation conforme

3.4.1 Déformation conforme de la métrique de départ :

Proposition 3.4.1. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une appliction de classe C∞ et g̃ = e2γg
une déformation conforme de la métrique g. Alors le champs de tension de ϕ associé à la
nouvelle métrique g̃ est donné par :

τ̃(ϕ) = e−2γ[τ(ϕ) + (m− 2)dϕ(gradγ)] (3.23)

Preuve : :
Soit (ei)1≤i≤m une base orthonormale associeé à la métriqe g. Par définition du champ de
tension (Définition 3.1.3), on a :

τ̃(ϕ) =
m∑
i

{∇ϕeeidϕ(ẽi)− dϕ(∇̃Meei ẽi)} =
m∑
i

{∇N
dϕ(eei)dϕ(ẽi)− dϕ(∇̃Meei ẽi)}. (3.24)

où ẽi = e−γei, i = 1, ..., n, est une base orthonormée relativement à la métrique g̃.

Calculons chaque terme de l’équation (3.24) :
1)On a

∇̃Meei ẽi = ∇̃e−γeie
−γei = e−2γ[−ei(γ)ei + ∇̃M

ei
ei]. (3.25)

D’aprés le Corollaire 1.5.1 ( formule 1.27) on obtient :

∇̃M
ei
ei = ∇M

ei
ei + 2ei(γ)ei − g(ei, ei)grad(γ)

= ∇M
ei
ei + 2ei(γ)ei − grad(γ)

(3.26)

En remplaçant (3.26) dans (3.25) nous obtenons :

∇̃Meei ẽi = e−2γ[∇M
ei
ei + ei(γ)ei − grad(γ)]

m∑
i

∇̃Meei ẽi = e−2γ[
m∑
i

∇M
ei
ei + (1−m)grad(γ)]

d’où
m∑
i

dϕ(∇̃Meei ẽi) = e−2γ[
m∑
i

dϕ(∇M
ei
ei) + (1−m)dϕ(gradγ)]. (3.27)

2) On utilisant les propriétés de ∇ϕ, on obtient :
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∇ϕeeidϕ(ẽi) = e−2γ∇ϕ
ei
e−2γdϕ(ei)

= e−2γ[−ei(γ)dϕ(ei) +∇ϕ
ei
dϕ(ei)]

= e−2γ[−dϕ(ei(γ)ei) +∇ϕ
ei
dϕ(ei)]

. (3.28)

d’où
m∑
i

∇ϕeeidϕ(ẽi) = e−2γ[
m∑
i

∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(gardγ)]. (3.29)

Remplaçons (3.29) et (3.27) dans l’égalité (3.24), nous obtenons :

τ̃(ϕ) = e−2γ[τ(ϕ) + (m− 2)dϕ(gradγ)]

Remarque 3.4.1. Si la variété M est de dimension 2, alors toute application harmonique
reste harmonique, par changement conforme de la métrique de départ.

Exemples 3.4.1. Soit R3 (resp R2), muni de la métrique euclidienne, et soit l’application ϕ
définie par :

ϕ : R3 −→ R2

(x1, x2, x3) 7−→ (
√
x2

1 + x2
2, x3)

,

en utilusant les coordonneés cylindriques dans R3, l’application ϕ s’écrit :

ϕ : R3 −→ R3 −→ R2

(r, θ, x3) 7−→ (rcosθ, rsinθ, x3) 7−→ (
√
x2

1 + x2
2, x3) = (r, x3)

,

donc
ϕ(r, θ, x3) = ϕ(rcosθ, rsinθ, x3) = (r, x3).

d(r,θ,x3)ϕ =

(
1 0 0
0 0 1

)
En coordonneés cylindriques, la métrique de R3 est donnée par :

gR3 = dr2 + r2dθ2 + dx2
3

de base orthonormale :

e1 =
∂

∂r
; e2 =

1

r
.
∂

∂θ
; e3 =

∂

∂x3

.

tels que

[e1, e2] = −[e1, e2] = −1

r
e2 ; [ei, ej] = 0
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pour tout (i, j) 6∈ {(1, 2), (2, 1)}

R2 est muni de la métrique euclidienne :

gR2 = dr2 + dx2
3,

de base orthonormale
f1 =

∂

∂r
; f2 =

∂

∂x3

.

De la formule de Kozul, on déduit :

∇e1e1 = 0 ; ∇e2e2 = −1

r
e1 ; ∇e3e3 = 0 et ∇fifj = 0

pour tout i, j = 1, 2.

De la formule du champ de tension, on obtient :

τ(ϕ) =
1

r
.
∂

∂r

donc ϕ est une application non harmonique.

Soit g̃R3 = e2γgR3 , une déformation conforme de gR3, où γ = γ(r) dépend uniquement de r.

D’aprés la formule (3.23) de la Proposition 3.4.1 on a :

τ̃(ϕ) = e−2γ[τ(ϕ) + (m− 2)dϕ(gradγ)]

= e−2γ[
1

r
.
∂

∂r
+ dϕ(γ

′
(r)

∂

∂r
)]

= e−2γ(
1

r
+ γ

′
(r))

∂

∂r

avec gradγ = γ
′
(r) ∂

∂r
.

Ainsi ϕ est harmonique pour la métrique g̃R3, si et seulement si

γ
′
(r) = −1

r
,

ie
γ(r) = ln(

cst

r
)

3.4.2 Déformation conforme de la métrique d’arriveé

Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux variétés rieman-
niennes et h̃ = e2γh, une déformation conforme de la métrique d’arriveé h .
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Proposition 3.4.2. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞. Si h̃ = e2γh
est une déformation conforme de la métrique h, alors :

∇̃ϕ
XV = ∇ϕ

XV +X(γ ◦ ϕ)V + V (γ)dϕ(X)− h(dϕ(X), V )[grad(γ)]oϕ (3.30)

pour tout X ∈ Γ(TM) et V ∈ Γ(ϕ−1TN). Où ∇̃ϕ (resp ∇ϕ ) désigne la connexion du
fibré inverse Γ(ϕ−1TN) relativement à la métrique h̃ ( resp h).

Preuve : Soient X̃, Ṽ ∈ Γ(TN) tels que X̃ ◦ ϕ = dϕ(X) et Ṽ ◦ ϕ = V . Des formules 2.7
et 1.27, on a :

∇̃ϕ
XV = (∇̃NeX Ṽ ) ◦ ϕ

= [∇ eX Ṽ + X̃(γ)Ṽ + Ṽ (γ)X̃ − h(X̃, Ṽ )grad(γ)] ◦ ϕ
= ∇ϕ

XV + [X̃(γ)Ṽ + Ṽ (γ)X̃ − h(X̃, Ṽ )grad(γ)] ◦ ϕ
= ∇ϕ

XV + dϕ(X)(γ)V + V (γ)dϕ(X)− h(dϕ(X), V )[grad(γ)] ◦ ϕ
= ∇ϕ

XV +X(γ ◦ ϕ)V + V (γ)dϕ(X)− h(dϕ(X), V )[grad(γ)] ◦ ϕ

De la Proposition 3.4.2, on a :

Proposition 3.4.3. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞. Si h̃ = e2γh
est une déformation conforme de h, alors :

τ̃(ϕ) = τ(ϕ) + 2dϕ(gradM(γoϕ))− |dϕ|2(gradN(γ))oϕ. (3.31)

Preuve : Soit (ei)i=1,...m une base orthonormée de (M, g), ona :

τ̃(ϕ) = traceg∇̃dϕ

=
m∑
i=1

{∇̃ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei)}

=
m∑
i=1

{∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei)}+

m∑
i=1

{ei(γ ◦ ϕ)dϕ(ei) + dϕ(ei)(γ)dϕ(ei)}

−
m∑
i=1

{h(dϕ(ei), dϕ(ei))[grad(γ)]oϕ}

= τ(ϕ) +
m∑
i=1

{2ei(γ ◦ ϕ)dϕ(ei) +−h(dϕ(ei), dϕ(ei))[grad(γ)]oϕ}

= τ(ϕ) + 2dϕ(grad(γ ◦ ϕ))− |dϕ|2[grad(γ)]oϕ}
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3.4.3 Applications conformes

Définition 3.4.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variété riemanniennes, une application
φ : Mm → Nn est dite conforme s’il existe une fonction λ : M −→ R∗

+ de classe C∞ telle que
pour tout X, Y ∈ Γ(TM), on a :

h(dφ(X), dφ(Y )) = λ2g(X, Y )

La fonction λ est appelée fonction de dilatation associée à φ.

Proposition 3.4.4. Si φ : Mm → Nn est une application conforme, alors :

e(φ) =
1

2
| dφ |2= 1

2
mλ2

Preuve : Soit (ei) une base locale orthonormale, on a :

e(φ) =
1

2

∑
i

h(dφ(ei), dφ(ei))

=
1

2

∑
i

λ2g(ei, ei)

=
m

2
λ2

Lemme 3.4.1. Si φ : Mm → Nn est une application conforme, alors :

S(φ) =
(m− 2)λ2

2
g

Preuve : Soit (ei) une base locale orthonormale, on a :

S(φ)(ei, ej) = e(φ)g(ei, ej)− h(dφ(ei), dφ(ej))

=
1

2
mλ2g(ei, ej)− λ2g(ei, ej))

=
(1

2
mλ2 − λ2

)
g(ei, ej))

Proposition 3.4.5. Si φ : Mm → Nn est une submersion conforme, alors le champ de
tension est donné par :

τ(φ) = (2−m)dφ(grad lnλ)
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Preuve :(version 1.)
Soit {e1, ..., en} une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un point x ∈M telle
que ∇M

ei
ej = 0 au point x, pour tous i, j ∈ {1, ..., n}. Au point x, on a :

h
(
τ(ϕ), dϕ(ej)

)
=

n∑
i=1

h
(
∇ϕ
ei
dϕ(ei), dϕ(ej)

)
=

n∑
i=1

{
ei

(
h
(
dϕ(ei), dϕ(ej)

))
− h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
dϕ(ej)

)}
.

Puisque ϕ est conforme de dilatation λ et ∇ϕ
ei
dϕ(ej) = ∇ϕ

ej
dϕ(ei), alors :

h
(
τ(ϕ), dϕ(ej)

)
=

n∑
i=1

{
ei(λ

2)
(
g
(
ei, ej

))
− h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ej
dϕ(ei)

)}
=

n∑
i=1

{
2λ2
(
g
(
ei(lnλ)ei, ej

))
− 1

2
ej(h

(
dϕ(ei), dϕ(ei)

)
)
}

= 2λ2g
(
gradM lnλ), ej

)
− nλ2ej(lnλ)

= 2λ2g
(
gradM lnλ), ej

)
− nλ2g

(
gradM lnλ), ej

)
= (2− n)λ2g

(
gradM lnλ), ej

)
= (2− n)h

(
dϕ(gradM lnλ), dϕ(ej)

)
.

Preuve :(version 2.) Soit (ei) une base locale orthonormale, du Théoréme 3.3.2, on a :

−h(τ(φ), dφ(ej)) = div(S(φ))(ej)

=
∑
i

(∇eiS(φ))(ei, ej)

=
∑
i

ei(S(φ)(ei, ej))

=
∑
i

ei(
(m− 2)λ2

2
g(ei, ej))

=
∑
i

(m− 2)

2
ei(λ

2)δji

=
(m− 2)

2
ej(λ

2)
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−h(τ(φ), dφ(ej)) =
(m− 2)

2
g(ej, grad(λ

2))

= (m− 2)λg(ej, grad(λ))

= (m− 2)λ2g(ej,
grad(λ)

λ
)

= (m− 2)λ2g(ej, grad(lnλ))

= (m− 2)h(dφ(ej), dφ(grad(lnλ)))

= h((m− 2)dφ(grad(lnλ)), dφ(ej))

Corollaire 3.4.1. Soit φ : (Mn, g) −→ (Nn, h) une submersion conforme, alors φ est har-
monique si et seulement si n = 2 ou la dilatation λ est constante.

3.4.4 Application semi-conforme

Soit φ : (Mm, g) → (Nn, h) une application de classe C∞, entre deux variétés rieman-
niennes. L’espace tangent au point x ∈M se décompose en somme directe :

TxM = Hx ⊕ Vx

d’un espace vertical Vx = kerdφx et d’un espace horizontal Hx = V ⊥
x (complément orthogonal

de Vx).
On note :

Cφ = {x ∈M/dφx ∼= 0} (3.32)

L’ensemble des points critiques de φ.

M = M\Cφ (3.33)

Définition 3.4.2. Supposons m ≥ n, l’application φ : (Mm, g) → (Nn, h) est dite semi-
conforme si pour tout x ∈M ,

dφx/Hx : Hx → Tφ(x)N

est une application linéaire surjective et conforme.
i.e : il existe une fonction λ : M → R∗

+ tel que pour tout X, Y ∈ Hx, on a

h(dxφ(X), dφx(Y )) = λ2(x)g(X,Y ). (3.34)

Remarques 3.4.1. :

• Sur M , on a : λ2 = 1
n
|dφ|2.

• La fonction λ peut-être étendue d’une maniére régulière à M , en posant λ/Cφ ≡ 0.
• La fonction λ : M → R+ est appelée fonction de dilatation de φ.
• Si m < n, alors la seule application semi-conforme est l’application constante φ = Cst

( M = ∅, Cφ = M) puisque dxφ ne peut pas être surjectve.
Par la suite, on cosidére dans le cas semi conforme m ≥ n.
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• Si Cφ = ∅, alors φ est dite conforme de dilatation λ.

• Si ϕ est semi-conforme, alors localement, on a :

g(gradM ϕα, gradM ϕβ) =
∑
i,j

gij
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
= λ2 (hαβ ◦ ϕ) (3.35)

pour tout α, β = 1, ..., n.

Définition 3.4.3. Soit φ : (Mm, g) → (Nn, h) une application semi-conforme de dilatation
λ, alors :

• φ est dite submersion semi-conforme, si Cφ = ∅.
• φ est dite submersion riemannienne , si Cφ = ∅ et λ = 1M .

Proposition 3.4.6. Soient φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) et ψ : (Nn, h) −→ (P p, k) deux applica-
tions semi-conformes de dilatations λ et µ respectivement, alors ψ ◦ φ est semi-conforme de
dilatation αψ◦φ = λ(x).µ(φ(x)).

Preuve : Remarquons que :

• Hψ◦φ
x ⊂ Hφ

x

• dφ(x)ψ ◦ dxφ est surjective sur Hψ◦φ
x .

Soient X, Y ∈ Hψ◦φ
x , on a :

k(dx(ψ ◦ φ)(X), dx(ψ ◦ φ)(Y )) = k(dφ(x)ψ(dxφ(X)), dφ(x)ψ(dxφ(Y )))

= µ2(φ(x))h(dxφ(X), dxφ(Y ))

= µ2(φ(x)).λ2(x)gx(X, Y )

.

Proposition 3.4.7. Soient φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application semi-conforme.
Si f ∈ C∞(N), alors :

∆M(f ◦ φ) = df(τ(φ)) + λ2(∆Nf) ◦ φ (3.36)

Preuve : :
Soient{ei}1≤i≤m une base orthonormée sur M, et {fi}1≤i≤n une base orthonormée sur N telles
que

e1, ..., en ∈ Hx ; en+1, ..., em ∈ Vx ; dφ(ei) = λ(fi ◦ φ), (1 ≤ i ≤ n)

alors d’aprés la formule (3.6) de la Proposition 3.1.4, on a :

∆M(f ◦ φ) = τ(f ◦ φ) = df(τ(φ)) + Trg∇df(dφ, dφ),
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Comme ∇df(dφ, dφ) est une forme vectoriel C∞(M) bilinéaire. on obtient :

Trg∇df(dφ, dφ) =
m∑
i=1

∇df(dφ(ei), dφ(ei))

=
n∑
i=1

[∇df(λ.fi, λ.fi)] ◦ φ

=
n∑
i=1

λ2[∇df(fi, fi)] ◦ φ

= λ2.(∆Nf) ◦ φ,

.

3.4.5 Morphisme harmonique

Les morphismes hamoniques entre deux variétés riemanniennes sont des applications qui
préservent l’harmonicité.

Définition 3.4.4. soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux va-
rietés reimanniennes de dimensions m et n respectivement. φ est dite morphisme harmonique
si et seulement si, pour toute fonction harmonique

f : V −→ R

où V est un ouvert de N tel que φ−1(V ) 6= ∅, la fonction

f ◦ φ : φ−1(V ) −→ R

est harmonique.

Théorème 3.4.1. (Caractérisation)
Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, alors φ est un morphisme harmo-
nique si et seulement si φ est harmonique et semi-conforme.

Voir le livre de Paul Baird [7].

Remarque 3.4.2. D’aprés la formule (3.36) de la Proposition 3.4.7, φ : (Mm, g) −→ (Nn, h)
est un morphisme harmonique, si et seulement si, pour toute fonction harmonique f ∈
C∞(N),on a :

df(τ(φ)) = 0

Contrairement aux applications harmoniques, on a :

Proposition 3.4.8. La composeé de deux morphismes harmoniques est un morphisme har-
monique.
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Preuve : Soient φ : M −→ N et ψ : N −→ P deux morphisme harmoniques, alors si

f : W ⊂ P −→ R

est une fonction harmonique telleque ψ−1(W ) 6= ∅ alors :

f ◦ ψ : ψ−1(W ) −→ R

est harmonique car ψ est morphisme harmonique. donc

f ◦ ψ ◦ φ : (ψ ◦ φ)−1(W ) −→ R

est harmonique car φ est morphisme harmonique

Théorème 3.4.2. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ϕ est un morphisme harmonique ;
2. ϕ est harmonique et semi-conforme ;
3. Pour toute fonction v définie sur un ouvert V de N tel que ϕ−1(V ) soit non vide,

∆M(v ◦ ϕ) = λ2 (∆Nv) ◦ ϕ,

où λ est une fonction positive sur M .

Démonstration.

Lemme 3.4.2 ([115]). Soit y0 ∈ Nn, (yγ) des coordonnées normales en y0 et {Cγ, Cαβ}nα,β,γ=1

des constantes avec Cαβ = Cβα,
∑n

α=1Cαα = 0. Il existe alors un voisinage V de y0 dans N
et une fonction harmonique v : V −→ R tels que :

∂v

∂yα
(y0) = Cα,

∂2v

∂yα∂yβ
(y0) = Cαβ, (3.37)

pour tous α, β, γ = 1, ..., n.

Supposons que ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est un morphisme harmonique. Munissons les deux
variétés différentiables M et N de coordonnées locales (xi) et (yα) respectivement, autour des
point x0 ∈ M et y0 = ϕ(x0) et supposons que (yα) sont des coordonnées normales en y0.
D’après le lemme 3.4.2 il existe une fonction harmonique v telle que pour tous α, β = 1, ..., n,
on a :

∂v

∂yα
(y0) = 0,

∂2v

∂yα∂yβ
(y0) = cαβ, (3.38)

avec cαβ = cβα et
∑n

α=1 cαα = 0.

La fonction v ◦ ϕ est harmonique dans un voisinage de x0, d’où :

0 = ∆M(v ◦ ϕ)

= dv(τ(ϕ)) + traceg∇dv(dϕ, dϕ)

= traceg∇dv(dϕ, dϕ), (3.39)
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∇dv =
∑
α,β

∂2v

∂yα∂yβ
dyα ⊗ dyβ =

∑
α,β

cαβdy
α ⊗ dyβ. (3.40)

D’après (3.39) et (3.40), on a :

0 =
∑
α,β

g(gradM ϕα, gradM ϕβ)cαβ

=
∑
α

g(gradM ϕα, gradM ϕα)cαα +
∑
α 6=β

g(gradM ϕα, gradM ϕβ)cαβ. (3.41)

Puisque
∑n

α=1 cαα = 0, on déduit :

0 =
∑
α

g(gradM ϕ1, gradM ϕ1)cαα. (3.42)

D’après (3.41) et (3.42), on obtient :

0 =
∑
α

[
g(gradM ϕα, gradM ϕα)− g(gradM ϕ1, gradM ϕ1)

]
cαα

+
∑
α 6=β

g(gradM ϕα, gradM ϕβ)cαβ. (3.43)

Soient α0 6= 1, on pose

cαβ =


1, si α = β = 1 ;
−1, si α = β = α0 ;
0, si α = β 6= 1, α0 ;
0, si α 6= β.

D’après (3.43), on a :

g(gradM ϕα0 , gradM ϕα0) = g(gradM ϕ1, gradM ϕ1). (3.44)

C’est-à-dire, pour tout α = 1, ..., n, on a :

g(gradM ϕα, gradM ϕα) = g(gradM ϕ1, gradM ϕ1). (3.45)

Soit α0 6= β0 et soit :

cαβ =


1, si α = α0 et β = β0 ;
0, si α 6= α0 ou β 6= β0 ;
0, si α = β.

D’après (3.43), on a :
g(gradM ϕα0 , gradM ϕβ0) = 0. (3.46)

C’est-à-dire, pour tous α 6= β = 1, ..., n, on a :

g(gradM ϕα, gradM ϕβ) = 0. (3.47)

des formules (3.45) et (3.47), on obtient :

g(gradM ϕα, gradM ϕβ) = λ2 δαβ, (3.48)
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pour tous α, β = 1, ..., n, où λ = | gradM ϕ1|. Ainsi, d’après (3.35) l’application ϕ est semi-
conforme. Si v : V −→ R est une fonction de classe C∞, définie sur un ouvert V de N , de la
Proposition 3.4.7 on a :

∆M(v ◦ ϕ) = dv(τ(ϕ)) + traceg∇dv(dϕ, dϕ)

= dv(τ(φ)) + λ2(∆Nv) ◦ φ (3.49)

Tenant compte que ϕ est un morphisme harmonique, de la formule (3.49), on déduit τ(ϕ) = 0
c’est-à-dire l’application ϕ est harmonique, d’où (1) =⇒ (2). D’après la formule (3.49) on a
(2) =⇒ (3). Enfin (3) =⇒ (1).
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3.4.6 Application de Hopf

Soit l’application de Hopf, définie en fonction de sa paramétrisation :

φ̃ : S3 ⊂ R4 −→ S2 ⊂ R3

(cos(s)eia, sin(s)eib) 7→ (cos(α(s)), sin(α(s))eiψ(a,b))

ϕ1 ↑ ↑ ϕ2

φ : R3 −→ R2

(s, a, b) 7−→ (α(s), ψ(a, b))

notée en abrégé

φ : S3 −→ S2

(s, a, b) 7−→ (α(s), ψ(a, b))

où ψ(a, b) = ka+ lb et α : [0, π
2
] −→ [0, π] telle que α(0) = 0 et α(π

2
) = π.

Soient :

gS3 = ds2 + cos2s da2 + sin2s db2

la métrique Riemannienne sur S3 obtenue par lamatrice tD(s,a,b)ϕ1.D(s,a,b)ϕ1.

hS2 = dα2 + sin2α dψ2

la métrique Riemannienne sur S2 obtenue par lamatrice tD(α,ψ)ϕ2.D(α,ψ)ϕ2.

a) Calcul du champ de tension τ(φ)

On a :

• { e1 = ∂
∂s
, e2 = 1

cos s
∂
∂a
, e3 = 1

sins
∂
∂b
} est une base orthonormée sur S3.

• { f1 = ∂
∂α
, f2 = 1

sinα
∂
∂ψ
} est une base orthonormée sur S2.

• dφ =

(
α′(s) 0 0

0 k l

)
, relativement à la base ( ∂

∂s
, ∂
∂a
, ∂
∂b

) sur S3, ( resp ( ∂
∂α
, ∂
∂ψ

) sur S2).

• dφ(e1) = α′(s) ∂
∂α

= α′(s)f1

• dφ(e2) = k
cos(s)

∂
∂ψ

= k sin(α)
cos(s)

f2

• dφ(e3) = l
sin(s)

∂
∂ψ

= l sin(α)
sin(s)

f2

• ∇e1e1 = 0
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• ∇e2e2 = tan(s) ∂
∂s

= tan(s)e1

• ∇e3e3 = −cot(s) ∂
∂s

= −cot(s)e1
• ∇ ∂

∂α

∂
∂α

= 0

• ∇ ∂
∂ψ

∂
∂ψ

= −sin(α) cos(α) ∂
∂α

.

• ∇φ
e1
dφ(e1) = α′′ ∂

∂α

• ∇φ
e2
dφ(e2) = −k2sinα cosα

cos2s
∂
∂α

• ∇φ
e3
dφ(e3) = − l2sin(α) cos(α)

cos2(s)
∂
∂α

où α′ = dα
ds

.

Par définition, on a :

τ(φ) =
3∑
i=1

{∇φ
ei
dφ(ei)− dφ(∇eiei) } =

3∑
i=1

{∇S2

dφ(ei)
dφ(ei)− dφ(∇S3

ei
ei) } ,

il suit que :

τ(φ) =
(
α′′(s) + α′(s)(cot(s)− tan(s))− sin(α) cos(α)(

k2

cos2(s)
+

l2

sin2(s)
)
) ∂

∂α
(3.50)

b) Condition de semi-conformalité de φ :

on a :

1) dφ est surjective si et seulement si α′(s) 6= 0 et (k, l) 6= (0, 0).

2)(u, v, w) ∈ V(s,a,b) = Kerd(s,a,b)φ⇔ u = 0 et kv + lw = 0

d’où : V(s,a,b) =< (0,−l, k) >

3)(u, v, w) ∈ H(s,a,b) ⇔ g((u, v, w), (0,−l, k)) = −lv cos2(s) + kw sin2(s) = 0

d’où : H(s,a,b) =< (1, 0, 0), (0, k sin2(s), l cos2(s)) >=< (e1, e) >

tel que :

• e = k sin2(s) ∂
∂a

+ l cos2(s) ∂
∂b

= k sin2(s) cos(s)e2 + l cos2(s) sin(s)e3.

• dφ(e) = (k2 sin2(s) + l2 cos2(s)) ∂
∂ψ

= sin(α(s))(k2 sin2(s) + l2 cos2(s))f2

4) Utilisant la formule (3.34) de la Définition 3.4.2, on obtient
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h(dφ(e1), dφ(e1)) = (α′(s))2

= λ2g(e1, e1)

= λ2

h(dφ(e), dφ(e)) = [sin(α(s))]2[k2 sin2(s) + l2 cos2(s)]2

= λ2g(e, e)

= λ2[k2 sin4 cos2(s) + l2 cos4 sin2(s)]

= λ2 sin2 cos2[k2 sin2 +l2 cos2]

d’où :
(α′(s))2 = λ(s)2 =

[sin(α(s))]2

sin2 cos2
[k2 sin2(s) + l2 cos2(s)] (3.51)

De la formule (3.51), on obtient :

α
′
(s) =

sinα(s)

sin s. cos s
.β(s),

avec β(s) =
√
k2 sin2(s) + l2 cos2(s).

c) Condition d’harmonicité de φ

En dérivant α′
(s) on déduit que la condition de semi-conformalité se traduit par l’équa-

tion :

α
′′
(s) =

sinα(s)

sin(s). cos(s)
.β′(s) + [

sinα(s)

sin(s). cos(s)
]′.β(s)

= (k2 − l2)
sinα(s)

β(s)
+ [

α′(s) cosα(s)

sin s. cos s
− sinα(s)(cos2(s)− sin2(s))

sin2(s). cos2(s)
].β(s)

= (k2 − l2)
sinα(s)

β(s)
+
α′(s)β(s) cosα(s)

sin(s). cos(s)
− sinα(s)β(s)(cos2(s)− sin2(s))

sin2(s). cos2(s)

= (k2 − l2)
sinα(s)

β(s)
+
β2(s) cosα(s) sinα(s)

sin2(s). cos2(s)
− α′(s)(cos2(s)− sin2(s))

sin(s). cos(s)

= (k2 − l2)
sinα(s)

β(s)
+ cosα(s) sinα(s)(

k2

cos2 s
+

l2

sin2 s
)− α

′
(s)(cot(s)− tan(s))

ainsi

α
′′
(s) = (k2 − l2)

sinα(s)

β(s)
+ cosα(s) sinα(s)(

k2

cos2 s
+

l2

sin2 s
)− α

′
(s)(cot(s)− tan(s)) (3.52)

Substituant(3.52) dans l’expression de τ(φ), donneé par la formule (3.50), on déduit :

τ(φ) =
sinα(s)

β(s)
(k2 − l2).

∂

∂t
, (3.53)
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Conclusion :
• Si |k| = |l|, alors φ est un morphisme harmonique.
• Si |k| 6= |l|, alors φ n’est pas un morphisme harmonique .

3.5 Applications biharmoniques
Soit M = (Mm, g) et N = (Nn, h) deux variétés Riemanniennes, et soit ϕ : M −→ N une

application différentiable. La bienergie de l’application ϕ sur un domaine compact D dans M
est définie par

E2(ϕ,D) =
1

2

∫
D

| τ(ϕ) |2 υg

où τ(ϕ) est le champ de tension de l’application ϕ et υg est la forme volume sur M associée
à la métrique g.

Définition 3.5.1. L’application ϕ : M −→ N est dite biharmonique si

d

dt
E2(ϕt, D)|t=0

pour tout domaine compact D dans M et pour toute variation (ϕt) à support inclu dans D.

Proposition 3.5.1. (Première variation de la biénergie).
Soit ϕ : M −→ N une application différentiable et {ϕt}t∈I , I =]− ε, ε[, une variation de ϕ á
support inclue dans D. Alors

d

dt
E2(ϕt, D)|t=0 =

∫
D

h(υ, τ2(ϕ))υg

où υ(x) = ∂
∂t
ϕt |t=0 et

τ2(ϕ) = trg(∇ϕ)2τ(ϕ) + trgR
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ

est le champ de bitension de l’application ϕ. Où, trg(∇ϕ)2τ(ϕ) = ∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ) − ∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ)

trgR
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ = RN(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei) et RN désigne le tenseur de courbure de la

variété N .

Preuve : Soit {ϕt} une variation de ϕ à support inclu dans un domaine compact D de
M , on a

d

dt
E2(ϕt, D)|t=0 =

1

2

d

dt

∫
D

h(τ(ϕt), τ(ϕt))υg

et pour tout (x, t) ∈M×]− ε, ε[, on a :

• ∇dφ((ei, 0), (ei, 0))(x,t) = τ(ϕt)x

• 1

2

∂

∂t
h(∇dφ((ei, 0), (ei, 0)), ∇dφ((ei, 0), (ei, 0))) |t=0

= h(∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)),∇dφ((ei, 0), (ei, 0)))
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et

• ∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)) = ∇φ

(0, d
dt

)
{∇φ

(ei,0)
dφ((ei, 0))− dφ(∇(ei,0)(ei, 0))}

= ∇φ

(0, d
dt

)
∇φ

(ei,0)
dφ(ei, 0)−∇φ

(0, d
dt

)
dφ(∇(ei,0)(ei, 0))

= R((0,
d

dt
), (ei, 0))dφ(ei, 0) +∇φ

(ei,0)
∇φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0)

+∇φ

[(0, d
dt

),(ei,0)]
dφ(ei, 0)−∇φ

∇(ei,0)
(ei,0)

dφ(0,
d

dt
)

comme [(0, d
dt

), (ei, 0)] = 0 et on pose ∇(ei,0)(ei, 0) = (∇M
ei
ei, 0) en (x, 0), donc

∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)) = R((0,

d

dt
), (ei, 0))dφ(ei, 0) +∇φ

(ei,0)
∇φ

(ei,0)
dφ(0,

d

dt
)

d’où,

h(∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)), ∇dφ((ei, 0), (ei, 0))) |t=0

= h(R(υ, dϕ(ei))dϕ(ei), τ(ϕ)) + h(∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
υ, τ(ϕ))

= h(R(dϕ(ei), τ(ϕ))υ, dϕ(ei)) + ei(h(∇ϕ
ei
υ, τ(ϕ)))

−h(∇ϕ
ei
υ,∇ϕ

ei
τ(ϕ))

= h(R(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei), υ) + ei(h(∇ϕ
ei
υ, τ(ϕ)))

−ei(h(υ,∇ϕ
ei
τ(ϕ))) + h(υ,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ))

si on pose ω(.) = h(∇ϕ
. υ, τ(ϕ)) et η(.) = h(υ,∇ϕ

. τ(ϕ)) deux 1-formes sur M , alors

divω = ei(ω(ei)) = ei(h(∇ϕ
ei
υ, τ(ϕ)))

divη = ei(η(ei)) = ei(h(υ,∇ϕ
ei
τ(ϕ)))

d’où,

d

dt
E2(ϕt, D)|t=0 =

1

2

∫
D

d

dt
h(τ(ϕt), τ(ϕt)) |t=0 υg

=

∫
D

{h(trgR(τ(ϕ), dϕ)dϕ, υ) + h(trg(∇ϕ)2τ(ϕ), υ)}υg

=

∫
D

h(τ2(ϕ), υ)υg)

�
La première variation de la biénergie nous permet de caractérise les applications biharmo-
niques

Théorème 3.5.1. Une application différentiable ϕ : (M, g) −→ (N, h) est biharmonique si
et seulement si

τ2(ϕ) = 0
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Remarque 3.5.1. Soit l’application ϕ : (M, g) −→ (N, h) et (U, xi), (V, yα) deux carte locales
en p dans M et en ϕ(p) dans N respectivement. Alors :

τ2(ϕ) = gij
( ∂2τσ

∂xi∂xj
+ 2

∂τατβ

∂xj∂xj

N

Γσαβ +τα
2ϕβ

∂xi∂xj

N

Γσαβ +τα
∂ϕβ∂

N

Γσαβ
∂xi∂xj

+τα
∂τβ∂τ ρ

∂xi∂xj

N

Γυαβ
N

Γσυρ −
M

Γkij (
∂τσ

∂xi
+ τα

∂β

∂xK

N

Γσαβ)− τυ
∂ϕα∂ϕβ

∂xi∂xj

N

Rσ
βαυ

) ∂

∂yσ
◦ ϕ,

où

τα = ∆(ϕα) + gij
N

Γαβδ
∂ϕβ∂ϕδ

∂xi∂xj

2) l’application ϕ et biharmonique si et seulement si τ(ϕ) ∈ kerJϕ, où

Jϕ : Γ(ϕ−1(TN)) −→ Γ(ϕ−1(TN)) (3.54)
V 7−→ Jϕ(V ) = 4ϕV + trgR

N(V, dϕ)dϕ

où 4ϕV = trg(∇ϕ)2V . On a :

τ2(ϕ) = −Jϕ(τ(ϕ)) = −
(
∆ϕτ(ϕ) + tracegR

N(τ(ϕ), dϕ)dϕ
)
, (3.55)

Théorème 3.5.2. ( Deuxième variation de l’énergie ) Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une
application harmonique entre deux variétés riemanniennes et D un domaine compacte de M .
Si {ϕt,s} est une variation de ϕ à support dans D, alors :

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s;D)

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=

∫
D

h
(
− traceg R

N(v, dϕ)dϕ− traceg(∇ϕ)2v, w
)
vg,

où
v =

∂ϕt,s
∂t

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, w =
∂ϕt,s
∂s

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

dénote les champs de vecteurs de variation.

Démonstration. Soit {e1, ..., em} base orthonormée sur M . Posons

φ : (x, t, s) ∈M × (−ε, ε)× (−ε, ε) −→ ϕt,s(x) ∈ N,

Ei = (ei, 0, 0),
∂

∂t
= (0,

d

dt
, 0) et

∂

∂s
= (0, 0,

d

ds
).
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On a :

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s;D)

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=
1

2

∫
D

m∑
i=1

∂2

∂t∂s
h
(
dφ(Ei), dφ(Ei)

)
vg

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

. (3.56)

1

2

∂2

∂t∂s
h
(
dφ(Ei), dφ(Ei)

)
=

∂

∂t
h
(
∇φ

∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)
)

= h
(
∇φ

∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)
)

+h
(
∇φ

∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)
)
. (3.57)

h
(
∇φ

∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)
)

= h
(
∇φ

∂
∂t

∇φ
Ei
dφ(

∂

∂s
), dφ(Ei)

)
= h

(
RN(dφ(

∂

∂t
), dφ(Ei))dφ(

∂

∂s
), dφ(Ei)

)
+h
(
∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
), dφ(Ei)

)
+h
(
∇φ[

∂
∂t
,Ei

]dφ(
∂

∂s
), dφ(Ei)

)
. (3.58)

Soit ω la 1-forme différentielle à support dans D, définie sur M par :

ω(X) = h
(
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(X)
)
, X ∈ Γ(TM).

En tenant compte que ϕ est harmonique, on obtient :

divM ω =
m∑
i=1

{
ei
(
ω(ei)

)
− ω

(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
ei

(
h
(
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei)
))

−h
(
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(∇M
ei
ei)
)}

=
m∑
i=1

{
h
(
∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei)
)

+h
(
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

,∇ϕ
ei
dϕ(ei)

)
−h
(
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(∇M
ei
ei)
)}
.

=
m∑
i=1

{
h
(
∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei)
)

+h
(
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, τ(ϕ))
)

=
m∑
i=1

h
(
∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei)
)
. (3.59)
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D’après les formules (3.58) et (3.59), on a :
m∑
i=1

h
(
∇φ

∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)
)∣∣∣

(t,s)=(0,0)
=

m∑
i=1

h
(
RN(v, dϕ(ei))w, dϕ(ei)

)
+ divM ω. (3.60)

En développant le deuxième terme à droite de l’égalité (3.57), on trouve :

h
(
∇φ

∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)
)

= h
(
∇φ
Ei
dφ(

∂

∂s
),∇φ

Ei
dφ(

∂

∂t
)
)

= Ei

(
h
(
dφ(

∂

∂s
),∇φ

Ei
dφ(

∂

∂t
)
))

−h
(
dφ(

∂

∂s
),∇φ

Ei
∇φ
Ei
dφ(

∂

∂t
)
)
. (3.61)

Si η désigne la 1-forme différentielle à support dans D, définie sur M par :

η(X) = h(w,∇ϕ
Xv), X ∈ Γ(TM).

alors on a :

divM η =
m∑
i=1

{
ei
(
η(ei)

)
− η
(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
ei
(
h(w,∇ϕ

ei
v)
)
− h(w,∇ϕ

∇Mei ei
v)
}
. (3.62)

D’après les formules (3.61) et (3.62), on obtient :
m∑
i=1

h
(
∇φ

∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)
)∣∣∣

(t,s)=(0,0)
= divM η +

m∑
i=1

h(w,∇ϕ
∇Mei ei

v)

−
m∑
i=1

h
(
w,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
v
)
. (3.63)

En utilisant les formules (3.56), (3.57), (3.60), (3.63) et le théorème de Stokes, on déduit :

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s;D)

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=

∫
D

m∑
i=1

{
− h
(
RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei), w

)
+h(w,∇ϕ

∇Mei ei
v)− h

(
w,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
v
)}
vg.

3.6 Cas des applications conformes
Définition 3.6.1. Soient (Mn, g) et (Nn, h) des variétés riemannienne. Une application ϕ :
(Mn, g) −→ (Nn, h) est dite conforme s’il existe une fonction λ : M −→ (0,∞) de classe
C∞, telle que :

h(dϕ(X), dϕ(Y )) = λ2 g(X,Y ),

pour tous X, Y ∈ Γ(TM). La fonction λ est appelée dilatation de ϕ.
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Proposition 3.6.1. Soient (Mn, g) et (Nn, h) des variétés riemannienne. Si ϕ : (Mn, g) −→
(Nn, h) est une submersion conforme de dilatation λ, alors le champ de tension de ϕ est
donné par l’équation :

τ(ϕ) = (2− n) dϕ(gradM lnλ).

Démonstration. Soit {e1, ..., en} une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un
point x ∈M telle que ∇M

ei
ej = 0 au point x, pour tous i, j ∈ {1, ..., n}. Au point x, on a :

h
(
τ(ϕ), dϕ(ej)

)
=

n∑
i=1

h
(
∇ϕ
ei
dϕ(ei), dϕ(ej)

)
=

n∑
i=1

{
ei

(
h
(
dϕ(ei), dϕ(ej)

))
− h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
dϕ(ej)

)}
.

Puisque ϕ est conforme de dilatation λ et ∇ϕ
ei
dϕ(ej) = ∇ϕ

ej
dϕ(ei), alors :

h
(
τ(ϕ), dϕ(ej)

)
=

n∑
i=1

{
ei(λ

2)
(
g
(
ei, ej

))
− h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ej
dϕ(ei)

)}
=

n∑
i=1

{
2λ2
(
g
(
ei(lnλ)ei, ej

))
− 1

2
ej(h

(
dϕ(ei), dϕ(ei)

)
)
}

= 2λ2g
(
gradM lnλ), ej

)
− nλ2ej(lnλ)

= 2λ2g
(
gradM lnλ), ej

)
− nλ2g

(
gradM lnλ), ej

)
= (2− n)λ2g

(
gradM lnλ), ej

)
= (2− n)h

(
dϕ(gradM lnλ), dϕ(ej)

)
.

Proposition 3.6.2. Si ϕ : (Mn, g) −→ (Nn, h) une submersion conforme de dilatation λ,
alors le champ de bi-tension de ϕ est donné par l’équation :

τ2(ϕ) = −(2− n)2∇ϕ

gradM lnλ
dϕ(gradM lnλ)− 2(2− n) dϕ(RicciM gradM lnλ)

−(2− n) dϕ(gradM(∆M lnλ))− 2(2− n) < ∇dϕ,∇d lnλ > .

où < ∇dϕ,∇d lnλ >=
n∑

i,j=1

∇dϕ(ei, ej)∇d lnλ(ei, ej), relativement à {e1, ..., en} une base

orthonormée sur M .

Pour démontrer la Proposition 3.6.2, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.6.1. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞. Si γ : M −→ R
est une fonction de classe C∞, alors :

traceg(∇ϕ)2dϕ(gradM γ) = ∇ϕ

gradM γ
τ(ϕ) + 2 dϕ(RicciM gradM γ) + dϕ(gradM(∆Mγ))

− traceg R
N(dϕ(gradM γ), dϕ)dϕ+ 2 < ∇dϕ,∇dγ >,
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Démonstration. Soit {e1, ..., en} une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un
point x ∈M telle que ∇M

ei
ej = 0 en x (1 ≤ i, j ≤ n). Au point x, on a :

< ∇dϕ,∇dγ > =
m∑

i,j=1

∇dϕ(ei, ej)∇dγ(ei, ej)

=
m∑

i,j=1

∇dϕ(ei, ej)g(∇M
ei

gradM γ, ej).

traceg(∇ϕ)2dϕ(gradM γ) =
m∑
i=1

∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
dϕ(gradM γ)

=
m∑
i=1

∇ϕ
ei
∇dϕ(ei, gradM γ) +

m∑
i=1

∇ϕ
ei
dϕ(∇M

ei
gradM γ)

=
m∑
i=1

∇ϕ
ei
∇dϕ(ei, gradM γ) +

m∑
i=1

∇dϕ(ei,∇M
ei

gradM γ)

+
m∑
i=1

dϕ(∇M
ei
∇M
ei

gradM γ)

=
m∑
i=1

∇ϕ
ei
∇dϕ(ei, gradM γ)+ < ∇dϕ,∇dγ >

+dϕ(traceg(∇M)2 gradM γ). (3.64)

Soit ∇2dϕ la troisième forme fondamentale définie par :

∇2dϕ(X,Y, Z) = ∇ϕ
X∇dϕ(Y, Z)−∇dϕ(∇ϕ

XY, Z)−∇dϕ(Y,∇ϕ
XZ), (3.65)

pour tous X, Y, Z ∈ Γ(TM). On a :

∇2dϕ(X, Y, Z) = ∇2dϕ(Z, Y,X) + dϕ(RM(Z,X)Y ) (3.66)
−RN(dϕ(Z), dϕ(X))dϕ(Y ).

de la formule (3.66) on obtient :

m∑
i=1

∇ϕ
ei
∇dϕ(ei, gradM γ) =

m∑
i=1

∇2dϕ(ei, ei, gradM γ) +
m∑
i=1

∇dϕ(ei,∇M
ei

gradM γ)

=
m∑
i=1

∇2dϕ(gradM γ, ei, ei) +
m∑
i=1

dϕ(RM(gradM γ, ei)ei)

−
m∑
i=1

RN(dϕ(gradM γ), dϕ(ei))dϕ(ei) +
m∑
i=1

∇dϕ(ei,∇M
ei

gradM γ)

= ∇ϕ

gradM γ
τ(ϕ) + dϕ(RicciM gradM γ)

− traceg R
N(dϕ(gradM γ), dϕ)dϕ+ < ∇dϕ,∇dγ > . (3.67)
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En substituant la formule :

traceg(∇M)2 gradM γ = RicciM(gradM γ) + gradM(∆Mγ),

et la formule (3.67) dans (3.64), on déduit le Lemme 3.6.1.

Démonstration de la proposition 3.6.2. Par définition, on a :

τ2(ϕ) = − traceg R
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ− traceg(∇ϕ)2τ(ϕ).

D’après la proposition 3.6.1, on a :

τ2(ϕ) = −(2− n) traceg R
N(dϕ(gradM lnλ), dϕ)dϕ

−(2− n) traceg(∇ϕ)2dϕ(gradM lnλ). (3.68)

Du Lemme 3.6.1, on obtient :

−(2− n) traceg(∇ϕ)2dϕ(gradM lnλ) = −(2− n)2∇ϕ

gradM lnλ
dϕ(gradM lnλ)

−2(2− n) dϕ(RicciM gradM lnλ)

−(2− n) dϕ(gradM(∆M lnλ))

+(2− n) traceg R
N(dϕ(gradM lnλ), dϕ)dϕ

−2(2− n) < ∇dϕ,∇d lnλ > . (3.69)

En substituant la formule (3.69) dans (3.68), la Proposition 3.6.2 découle.

�

3.6.1 Exemples d’applications biharmoniques

Exemple 3.6.1. Tout application harmonique et biharmonique.

Exemple 3.6.2. Considérons l’application différentiable :

ϕ : (M, g) −→ Rn

p 7−→ ϕ(p) = (ϕ1(p), ..., ϕn(p)).

Alors τ2(ϕ) = (τ2(ϕ
1), ..., τ2(ϕ

n)) donc ϕ biharmonique si et seulement si les applications
ϕi, i = 1, ..., n sont biharmoniques.

Exemple 3.6.3. Le simple exemple d’une application biharmonique, les polynômes de degrés
3 et 2 sur R

Exemple 3.6.4. Soit l’application :

ϕ : (M, g) −→ (Sn, h)

ϕ et biharmonique si et seulement si :

trg(∇ϕ)2τ(ϕ) + 2e(ϕ)τ(ϕ)− trhh(τ(ϕ), dϕ)dϕ = 0
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En effet, remarque que la sphèe unité Sn à courbure constante égale à 1 d’ou d’après la
formule :

R(X, Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

On a :

trgR
Sn(τ(ϕ), dϕ)dϕ = trg

(
h(dϕ, dϕ)τ(ϕ)− h(τ(ϕ), dϕ)dϕ

)
= | dϕ |2 τ(ϕ)− trgh(τ(ϕ), dϕ)dϕ

= 2e(ϕ)τ(ϕ)− trgh(τ(ϕ), dϕ)dϕ

Exemple 3.6.5. Soit Mn−1 une hypersurface de la sphère unité (Sn, h), alors l’injection
canonique i : Mn−1 −→ Sn munie de la métrique induite g est biharmonique. En effet on a :

τ(i) = trg∇di = trgB = H

τ2(i) = trg(∇i)2H + trgR
Sn(H, di)di

est
H = (1− n)N .

Alors, pour une base orthonormée {ei}n−1
i=1 sur M avec (∇M

ei
ej)x = 0, x ∈M on a :

trg(∇i)2H = (1− n)∇i
ei
∇i
ei
N = (1− n)∇Sn

ẽi
∇Sn

ẽi
N = (1− n)∇Sn

ẽi
ẽi

= (1− n)((∇Sn

ẽi
ẽi)

⊥ + (∇Sn

ẽi
ẽi)

>)

= (1− n)(H +∇M
ei
ei) = (1− n)H

et, comme Sn est courbure constante on a :

trgR
Sn(H, di)di = RSn(H, di(ei))di(ei) = RSn(H, ẽi)ẽi

= h(ẽi, ẽi)H − h(H, ẽi)ẽi

= (n− 1)H − (1− n)g(N , ei)ei = (n− 1)H

d’où : τ2(i) = 0

3.7 Tenseur bi-énergie impulsion
Définition 3.7.1. Soient ϕ : (Mm, g) ,(Nn, h) des variétés riemanniennes et ϕ : Mm −→ Nn

une application de classe C∞. Le tenseur bi-énergie impulsion S2(ϕ) ∈ Γ(T ∗M�T ∗M) associé
à l’application ϕ est défini pour tout X, Y ∈ Γ(TM) par :

S2(ϕ)(X, Y ) = −1

2
|τ(ϕ)|2g(X, Y )− < dϕ,∇ϕτ(ϕ) > g(X, Y )

+h(dϕ(X),∇ϕ
Y τ(ϕ)) + h(dϕ(Y ),∇ϕ

Xτ(ϕ)), (3.70)

où

< dϕ,∇ϕτ(ϕ) >=
m∑
i=1

h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ)

)
,

relativement à une base orthonormée {e1, ..., em} sur M .
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Proposition 3.7.1. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, D un
domaine compacte de M et {gt} une variation de classe C∞ de g, alors :

d

dt
E2(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

< S2(ϕ), δg > vg. (3.71)

Pour la démonstration de la Proposition 3.7.1, on a besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 3.7.1 ([81]). Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ et soit
{gt} une variation C∞ de g. Le champ de vecteurs ξ =

(
divM(δg)

)] − 1
2
gradM

(
traceg(δg)

)
satisfait :

δ(|τ(ϕ)|2) = −2 < h(∇dϕ, τ(ϕ)), δg > −2h(dϕ(ξ), τ(ϕ)). (3.72)

Démonstration. Localement, on a :

δ(τ(ϕ)α) = −gaigbjδ(gab)(∇dϕ)αij − ξkϕαk (3.73)

< h(∇dϕ, τ(ϕ)), δg > = gaigbjδ(gab)(∇dϕ)αijτ(ϕ)βhαβ (3.74)

h(dϕ(ξ), τ(ϕ)) = ξkϕαk τ(ϕ)βhαβ (3.75)
δ(|τ(ϕ)|2) = δ

(
τ(ϕ)ατ(ϕ)βhαβ

)
= 2 δ(τ(ϕ)α)τ(ϕ)βhαβ

= −2gaigbjδ(gab)(∇dϕ)αijτ(ϕ)βhαβ − 2ξkϕαk τ(ϕ)βhαβ. (3.76)

Substituant les formules (3.74) et (3.75) dans (3.76), on obtient (3.72).

Lemme 3.7.2. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, D un domaine
compacte de M et {gt} une variation C∞ de g. Si on pose

ξ =
(
divM(δg)

)] − 1

2
gradM

(
trace(δg)

)
,

alors : ∫
D

h(dϕ(ξ), τ(ϕ))vg =

∫
D

〈
− sym

(
∇h(dϕ, τ(ϕ))

)
+

1

2
divM

(
h(dϕ, τ(ϕ))]

)
g, δg

〉
vg. (3.77)

Démonstration. Soit ω = h(dϕ, τ(ϕ)), alors :∫
D

ω(ξ)vg =

∫
D

ω
(
(divM(δg))]

)
vg −

1

2

∫
D

ω
(
gradM(trace(δg))

)
vg. (3.78)

Le premier terme à droite de l’égalité (3.78) est donné par :∫
D

ω
(
(divM(δg))]

)
vg =

∫
D

g(ω], (divM(δg))])vg

=

∫
D

g∗(ω, divM(δg))vg,
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où g∗ est la métrique riemannienne induit sur T ∗M .

D’autre part, si pour σ ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M), on pose C(ω, σ) = ωiσijdx
j, on obtient :

g∗(ω, divM σ) = divM(C(ω, σ)])− 〈sym(∇ω), σ〉. (3.79)

Pour σ = δg, de la formule (3.79), on trouve :∫
D

ω
(
(divM(δg))]

)
vg = −

∫
D

〈sym(∇ω), δg〉. (3.80)

Remarquant pour λ ∈ C∞(M), on a :

ω(gradM λ) = g∗(ω, dλ). (3.81)

Pour λ = trace(δg), de la formule (3.81) on obtient :

−1

2

∫
D

ω
(
grad(trace(δg))

)
vg = −1

2

∫
D

g∗(ω, d(trace(δg)))vg

= −1

2

∫
D

g(ω], gradM(trace(δg)))vg

=
1

2

∫
D

trace(δg) divM(ω])vg

=
1

2

∫
D

〈divM(ω])g, δg〉vg. (3.82)

Substituant les formules (3.80) et (3.82) dans (3.78), on obtient (3.77).

Démonstration de la Proposition 3.7.1.

D’après la formule (3.72) et le Lemme 3.7.1, on a :

d

dt
E2(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

δ(|τ(ϕ)|2)vg +
1

2

∫
D

|τ(ϕ)|2δ(vgt)

=
1

2

∫
D

(
− 2 < h(∇dϕ, τ(ϕ)), δg > −2h(dϕ(ξ), τ(ϕ))

)
vg

+
1

2

∫
D

<
1

2
|τ(ϕ)|2g, δg > vg,

et d’après le Lemme 3.7.2, on obtient :

d

dt
E2(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

−2 < h(∇dϕ, τ(ϕ)), δg > vg +
1

2

∫
D

<
1

2
|τ(ϕ)|2g, δg > vg

+
1

2

∫
D

(〈
2 sym

(
∇h(dϕ, τ(ϕ))

)
− divM

(
h(dϕ, τ(ϕ))]

)
g, δg

〉)
vg.

(3.83)
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Posons :

S2(ϕ) = −2h(∇dϕ, τ(ϕ)) + 2 sym
(
∇h(dϕ, τ(ϕ))

)
− divM

(
h(dϕ, τ(ϕ))]

)
g +

1

2
|τ(ϕ)|2g. (3.84)

Soit {e1, ..., em} une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un point x ∈ M
telle que ∇M

ei
ej = 0 au point x, pour tous i, j ∈ {1, ...,m}. Au point x, on a :

2 sym
(
∇h(dϕ, τ(ϕ))

)
(ei, ej) = ∇ϕ

ei
h(dϕ(ej), τ(ϕ)) +∇ϕ

ej
h(dϕ(ei), τ(ϕ))

= 2h(∇dϕ(ei, ej), τ(ϕ)) + h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
τ(ϕ))

+h(dϕ(ej),∇ϕ
ei
τ(ϕ)), (3.85)

divM
(
h(dϕ, τ(ϕ))]

)
=

m∑
i=1

ei
(
g(h(dϕ, τ(ϕ))], ei)

)
=

m∑
i=1

ei
(
h(dϕ(ei), τ(ϕ))

)
=

m∑
i=1

{
h(∇ϕ

ei
dϕ(ei), τ(ϕ)) + h(dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ))

}
= |τ(ϕ)|2+ < dϕ,∇ϕτ(ϕ) > . (3.86)

En substituant les formules (3.85) et (3.86) dans (3.84) puis dans (3.83), on obtient (3.71)

�

Théorème 3.7.1. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, alors :

divM S2(ϕ) = −h(τ2(ϕ), dϕ).

Démonstration. Soit {e1, ..., em} une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un
point x ∈M telle que ∇M

ei
ej = 0 au point x, (1 ≤ i, j ≤ m).

Si on note
S2(ϕ) = T1 + T2

où T1, T2 ∈ Γ(T ∗M � T ∗M) sont deux champs de tenseurs définis par :

T1(X, Y ) = −1

2
|τ(ϕ)|2g(X, Y )− < dϕ,∇ϕτ(ϕ) > g(X, Y ),

T2(X,Y ) = h(dϕ(X),∇ϕ
Y τ(ϕ)) + h(dϕ(Y ),∇ϕ

Xτ(ϕ)).
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Alor au point x, on a :

(divM T1)(ej) =
m∑
i=1

ei
(
T1(ei, ej)

)
=

m∑
i=1

ei
(
− 1

2
|τ(ϕ)|2δij− < dϕ,∇ϕτ(ϕ) > δij

)
= −h(∇ϕ

ej
τ(ϕ), τ(ϕ))− ej

(
< dϕ,∇ϕτ(ϕ) >

)
= −h(∇ϕ

ej
τ(ϕ), τ(ϕ))−

m∑
i=1

h(∇ϕ
ej
dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ))

−
m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ)).

(divM T2)(ej) =
m∑
i=1

ei
(
T2(ei, ej)

)
=

m∑
i=1

ei
(
h(dϕ(ei),∇ϕ

ej
τ(ϕ)) + h(dϕ(ej),∇ϕ

ei
τ(ϕ))

)
=

m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
dϕ(ei),∇ϕ

ej
τ(ϕ)) +

m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ))

+
m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
dϕ(ej),∇ϕ

ei
τ(ϕ)) +

m∑
i=1

h(dϕ(ej),∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)).

Tenant compte qu’au point x, on a :

τ(ϕ) =
m∑
i=1

∇ϕ
ei
dϕ(ei) et ∇ϕ

ei
dϕ(ej) = ∇ϕ

ej
dϕ(ei)

∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ)−∇ϕ

ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ) = RN(dϕ(ei), dϕ(ej))τ(ϕ)

alors :

(divM T1)(ej) + (divM T2)(ej) =
m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ))−

m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ))

+
m∑
i=1

h(dϕ(ej),∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ))

= −h(τ2(ϕ), dϕ).

Du Théorème 3.7.1, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.7.1. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞.
1. Si ϕ est bi-harmonique, alors divM S2(ϕ) = 0.
2. Si ϕ est une submersion et si divM S2(ϕ) = 0, alors ϕ est bi-harmonique.
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3.8 Théorème de Liouville des applications harmoniques
Théorème 3.8.1. Soit (Nn, h) une variété riemannienne de courbure sectionnelle négative
(SectN ≤ 0). Si ϕ : (Rm, <,>Rm) −→ (Nn, h) une application harmonique telle que :

E(ϕ) =
1

2

∫
Rm
|dϕ|2 dx <∞,

Alors ϕ est une application constante.

Démonstration. En utilisant la formule standard de Bochner pour l’application ϕ :

1

2
∆Rm|dϕ|2 = |∇dϕ|2 +

〈
dϕ,∇ϕτ(ϕ)

〉
+

m∑
i=1

h
(
dϕ
(
RicciR

m

ei
)
, dϕ(ei)

)
−

m∑
i,j=1

h
(
RN
(
dϕ(ei), dϕ(ej)

)
dϕ(ej), dϕ(ei)

)
, (3.87)

où |∇dϕ|2 =
m∑

i,j=1

h
(
∇dϕ(ei, ej),∇dϕ(ei, ej)

)
et
〈
dϕ,∇ϕτ(ϕ)

〉
=

m∑
i=1

h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ)

)
.

relativement à une base orthonormée {e1, ..., em} sur Rm. Tenant compte que :

τ(ϕ) = 0 , RicciR
m

= 0 et SectN ≤ 0

, de la formule (3.87) on obtient :

1

2
∆Rm|dϕ|2 ≥ |∇dϕ|2. (3.88)

comme
1

2
∆Rm|dϕ|2 = |dϕ|∆Rm|dϕ|+ | gradRm |dϕ||2

d’après la formule (3.88) et l’inégalité de Kato ([39], [71]), on obtient l’inégalité :

|dϕ|∆Rm|dϕ| ≥ |∇dϕ|2 − | gradRm |dϕ||2 ≥ 0.

Ainsi |dϕ| est une fonction sub-harmonique positive. C’est-à-dire :

|dϕ| ≥ 0, ∆Rm|dϕ| ≥ 0.

On déduit :
∫

Rm
|dϕ|2 dx = ∞ ou |dϕ| est constante (voir [119]).

Puisque Vol(Rm) = ∞ et E(ϕ) =
1

2

∫
Rm
|dϕ|2 dx <∞, alors |dϕ| = 0.
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Chapitre 4

Géométrie des variétés Produits

4.1 Variété Produit
Définition 4.1.1. Soient M et N deux variétés de classe C∞. Le produit M × N munie
de l’atlas W défini par

W =

{
(U × V, ϕ× φ) / (U,ϕ) ∈ atl(M), (V, φ) ∈ atl(N)

}
est dit variété produit

Propriétés 4.1.1.

1. Les deux projections π : M ×N −→M et η : M ×N −→ N sont des submersions.

2. Pour tout (x, y) ∈ M ×N le sous-espace M × {y} et {x} ×N sont deux sous-variétés
de de la variété produit M ×N .

3. Pour tout (x, y) ∈M ×N on a :

T(x,y)M ×N ∼= TxM × TyN

.

4. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M et N respectivement, le couple (X, Y )
défini par

(X, Y ) : M ×N −→ TM × TN

(x, y) 7−→ (Xx, Yy)

est un champ de vecteurs sur la variété produit M ×N

Remarque 4.1.1. Les applications

H(M) −→ H(M ×N)

X 7−→ X̃ = (X, 0)
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H(N) −→ H(M ×N)

Y 7−→ Ŷ = (0, Y )

définissent des relèvements de champ de vecteurs à H(M ×N) tel que :

d(x,y)π(X̃) = X ◦ π et d(x,y)η(X̃) = 0

d(x,y)η(Ŷ ) = Y ◦ η et d(x,y)π(Ŷ ) = 0

Proposition 4.1.1. Soient X1, X2 ∈ H(M) deux champs de vecteurs sur M et Y1, Y2 ∈
H(N) deux champs de vecteurs sur M . Si f ∈ C∞(M) et g ∈ C∞(N) alors :

1) X̃1(f ◦ π) = (X1(f)) ◦ π et X̃1(g ◦ η) = 0

2) Ŷ1(g ◦ η) = (Y1(g)) ◦ η et Ŷ1(f ◦ π) = 0

3)


[X̃1, X̃2] = ([X1, X2], 0)

[Ŷ1, Ŷ2] = (0, [Y1, Y2])

[X̃1, Ŷ1] = 0

4) [(X1, X2), (Y1, Y2)] = ([X1, Y1], [X2, Y2])

5) f̃X1 = (f ◦ π)X̃1 et ĝY1 = (g ◦ η)Ŷ1

Remarque 4.1.2. Soient (U,ϕ) ∈ atl(M) une carte de la variété M et (V, ψ) ∈ atl(N)
une carte de la variété N . Si ( ∂

∂x1
, ......, ∂

∂xm
) (resp ( ∂

∂y1
, ......, ∂

∂yn
)) désigne la base locale de

champ de vecteurs relativement à la carte (U,ϕ) (resp (V, ψ)), alors(
∂̃

∂x1

...
∂̃

∂xm
,
∂̂

∂y1

...
∂̂

∂yn

)
est la base locale de champ de vecteurs sur M ×N relativement à la carte
(U × V, ϕ× ψ) ∈ atl(M ×N)

Proposition 4.1.2. Soient M et N deux variétés. Si S1 et S2 sont deux tenseurs sur la
variété produit M × N de type (0, r) ou (1, r), alors S1 = S2, si et seulement si, pour tout
champs de vecteurs X1, .., Xr ∈ H(M) et Y1, .., Yr ∈ H(N), on a

S1(X̃1, ..., X̃r) = S2(X̃1, ..., X̃r)

et
S1(Ŷ1, ..., Ŷr) = S2(Ŷ1, ..., Ŷr)
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4.1.1 Connexion linéaire produit

Proposition 4.1.3. Soient M et N deux variétés. Si ∇M et ∇N sont deux connexions
linéaires sur M et N respectivement, alors il existe une unique connexion linéaire ∇ sur
M ×N telle que pour tous X1, X2 ∈ H(M) et Y1, Y2 ∈ H(N), on a

∇(X1,Y1)(X2, Y2) =
(
∇M
X1
X2, 0

)
+
(
0,∇N

Y1
Y2

)
∇fX1

X̃2 =
(
∇M
X1
X2, 0

)
∇cY1

Ŷ2 =
(
0,∇N

Y1
Y2

)
∇fX1

Ŷ2 = ∇cY1
X̃2 = 0

∇ est appelé connexion linéaire produit.

4.1.2 Tenseur de torsion produit

Proposition 4.1.4. Soient ∇M une connexion linéaire sur M et ∇N une connexion linéaire
sur N . Si TM et TN désignent les tenseurs de torsions sur M et N respectivement, alors le
tenseur de torsion produit sur M ×N est donné par

T =
(
TM , 0

)
+
(
0, TN

)
=
(
TM , TN

)
Preuve : De la Proposition 4.1.2, on a :

T (X̃1, X̃2) = ∇fX1
X̃2 −∇fX2

X̃1 − [X̃1, X̃2]

=
(
∇M
X1
X2, 0

)
−
(
∇M
X2
X1, 0

)
−
(
[X1, X2], 0

)
=

(
∇M
X1
X2 −∇M

X2
X1 − [X1, X2], 0

)
=

(
TM(X1, X2), 0

)
= (TM , TN)(X̃1, X̃2)

pour tout X1, X2,∈ H(M), et

T (Ŷ1, Ŷ2) = ∇cY1
Ŷ2 −∇cY2

Ŷ1 − [Ŷ1, Ŷ2]

=
(
0, TN(Y1, Y2)

)
= (TM , TN)(Ŷ1, Ŷ2))

pour tout Y1, Y2 ∈ H(N). �
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4.1.3 Tenseur de courbure produit.

Proposition 4.1.5. Soient M une variété munie d’une connexion linéaire ∇M et N une
variété munie d’une connexion linéaire ∇N . Si RM et RN désignent les tenseurs de courbures
sur M et N respectivement, alors le tenseur de courbure produit sur la variété produit M ×N
est donné par

R = (RM , RN)

Preuve : même démonstration que la Proposition 4.1.4

Remarque 4.1.3. Des Propositions 4.1.4 et 4.1.5, on déduit :

1. La variété produit M ×N est sans torsion si et seulement si les variétés M et N sont
sans torsion.

2. La variété produit M × N est localement plate si et seulement si les variétés M et N
sont localement plates.

4.1.4 Métrique produit (diagonale)

Définition 4.1.2. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés Riemanniennes de dimension m
et n respectivement. On définie la métrique Riemannienne produit sur M ×N par

G = π∗g + η∗h

où π : M × N −→ M et η : M × N −→ N désignent la première et la deuxième projection
canonique.

De la Définition 4.1.2, on déduit la proposition suivante

Proposition 4.1.6. Pour tout X1, X2 ∈ H(M) et Y1, Y2 ∈ H(N) on a

G(X, Y ) = g(X1, Y1) + h(X2, Y2)

G(X̃1, X̃2) = g(X1, X2)

G(Ŷ1, Ŷ2) = h(Y1, Y2)

G(X̃1, Ŷ2) = 0

où X = (X1, Y1) et Y = (X2, Y2).

Proposition 4.1.7. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés Riemanniennes. Si ∇M (resp
∇N) désigne la connexion de Levi-Civita sur M (resp N), alors la connexion de levi-civita
sur la variété M×N associée à la métrique produit G = π∗g+η∗h conicide avec la connexion
linéaire produit définie dans la Proposition 4.1.3, i.e :

∇fX1
Ỹ1 = (∇M

X1
Y1, 0)

∇cX2
Ŷ2 = (0,∇N

X2
Y2)

∇fX1
X̂2 = ∇cX2

X̃1 = 0
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pour tout X1, Y1 ∈ H(M) et X2, Y2 ∈ H(N).

Preuve :
Utilusant la formule de koszul

• G(∇fX1
Ỹ1, Z̃1) =

1

2

{
X̃1

(
G(Ỹ1, Z̃1)

)
+ Ỹ1

(
G(X̃1, Z̃1)

)
− Z̃1

(
G(X̃1, Ỹ1)

)
+G
(
Z̃1, [X̃1, Ỹ1]

)
+G

(
Ỹ1, [Z̃1, X̃1]

)
−G

(
X̃1, [Ỹ1, Z̃1]

)}

=
1

2

{
X1(g(Y1, Z1)) + Y1(g(X1, Z1))− Z1g(X1, Y1))

+g(Z1, [X1, Y1]) + g(Y1, [Z1, X1])− g(X1, [Y1, Z1])

}
= g

(
∇M
X1
Y1, Z1

)
= G

(
(∇M

X1
Y1, 0), Z̃1)

)
.

• G(∇fX1
Ỹ1, Ẑ2) = 0.

• G(∇cX2
Ŷ2, Z̃1) = 0.

• G(∇cX2
Ŷ2, Ẑ2) =

1

2

{
X̂2

(
G(Ŷ2, Ẑ2)

)
+ Ŷ2

(
G(X̂2, Ẑ2)

)
− Ẑ2

(
G(X̂2, Ŷ2)

)
+G
(
Ẑ2, [X̂2, Ŷ2]

)
+G

(
Ŷ2, [Ẑ2, X̂2]

)
−G

(
X̂2, [Ŷ2, Ẑ2]

)}

=
1

2

{
X2

(
h(Y2, Z2)

)
+ Y2

(
h(X2, Z2)

)
− Z2

(
h(X2, Y2)

)
+h
(
Z2, [X2, Y2]

)
+ h
(
Y2, [Z2, X2]

)
− h
(
X2, [Y2, Z2]

)}
= h

(
∇N
X2
Y2, Z2

)
= G

(
(0,∇N

X2
Y2), Ẑ2)

)
• G

(
∇fX1

Ŷ2, Z̃1

)
= G

(
∇fX1

Ŷ2, Ẑ2

)
= G

(
∇cX2

Ỹ1, Z̃1

)
= G

(
∇cX2

Ỹ1, Ẑ2

)
= 0
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Des Prposition 4.1.5 et 4.1.6, on déduit

Proposition 4.1.8. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés Riemanniennes. alors le tenseur
et la courbure de Ricci ainsi que la courbure scalaire sur la variété Riemannienne produit
(M ×N,G = π∗g + η∗h) sont donnés par :

Ricci(X) = (RicciM(X1), RiccM(X2))

Ric(X, Y ) = RicM(X1, Y1) +RicN(X2, (Y2)

S = SM + SN

Pour tout X = (X1, X2) et Y = (Y1, Y2).

4.1.5 L’Opérateur Laplacien produit

Remarques 4.1.1. :

1. Si l1 ∈ C∞(M), alors l1 ◦ π ∈ C∞(M ×N)

M ×N
π //

l1◦π $$III
III

III
I M

l1
��

R

2. Si l2 ∈ C∞(N), alors l2 ◦ η ∈ C∞(M ×N)

M ×N
η //

l2◦η $$HHHHHHHHH N

l2
��

R

3. Si α ∈ C∞(M ×N), alors

αy : M −→ R
x 7−→ α(x, y)

et

αx : N −→ R
y 7−→ α(x, y)

sont des applications de classe C∞.
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Proposition 4.1.9. Soient (M, g) et (N, h) des variétés Riemanniennes, alors

∆(l1 ◦ π) = ∆M(l1) ◦ π
∆(l2 ◦ η) = ∆N(l2) ◦ η

(∆α)(x, y) = (∆Mαy)(x) + (∆Nαx)(y)

Preuve : Si (e1, .., em) (resp (em+1, .., em+n)) une base orthonormale locale de champ de
vecteurs sur la variété Riemannienne (M, g) (resp (N, h)), alors (ẽ1, .., ẽm, êm+1, .., êm+n) est
une base orthonormale locale de la variété Riemannienne produit (M ×N,G), et on a

∆(α) = trace(∇dα)

=
m∑
i=1

(∇eeidα)(ẽi) +
n+m∑
i=m+1

(∇beidα)(êi)

=
m∑
i=1

(ẽi(ẽi(α))−
m∑
i=1

(dα(∇eei ẽi) +
n+m∑
i=1+m

(êi(êi(α))−
n+m∑
i=1

(dα(∇bei êi)

=
m∑
i=1

{
(ei(ei(αy))− dαy(∇M

ei
ei)
}

+
m+n∑
i=m+1

{
(ei(ei(αx))− dαx(∇N

ei
ei)
}

= ∆M(αy) + ∆N(αx)

�
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4.2 Variété Produit Tordu
Définition 4.2.1. Soient (M, g)et (N, h) deux varietes riemanniennes de dimension m et
n respectivement et f ∈ C∞(M) une fonction strictement positive. La variété produit tordu
M ×f2 N est definie comme étant la variété M ×N munie de la métrique Gf2 telle que

Gf2 = π∗g + (f ◦ π)2η∗h

où π : M ×N −→M et η : M ×N −→ N désignent les projections canoniques.

Si X, Y ∈ H(M ×N) on a

Gf2

(
X, Y

)
= g
(
dπ(X), dπ(Y )

)
+ (f ◦ π)2h

(
dη(X), dη(Y )

)
Remarque 4.2.1. Relativement à des cartes locales (U, xi) ∈ atl(M) et (V, yi) ∈ atl(N),
la matrice associée à Gf2 est donnée par(

gij 0
0 f 2 · hlk

)
et la matrice inverse (

gij 0
0 f−2 · hlk

)
La connexion de levi-civita de M ×f2 N peut être maintenant rapprochée à celle de M et

de N comme suit.

4.2.1 Connexion de Levi-Civita de la Variété Produit Tordu

Proposition 4.2.1. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes. Si ∇ désigne
la connexion de Levi-Civita associé à la variété produit (M × N,G), alors la connexion de
Levi-Civita ∇̃ asoociée à la variété produit tordu (M ×f2 N,Gf2) est donnée par

∇̃XY = ∇XY +
1

2f 2
X1(f

2)
(
0, Y2

)
+

1

2f 2
Y1(f

2)
(
0, X2

)
− 1

2
h(X2, Y2)

(
grad(f 2), 0

)
pour tout X1, Y1 ∈ H(M), X2, Y2 ∈ H(N), X = (X1, X2) et Y = (Y1, Y2).

Preuve :
Soient X1, Y1, Z1 ∈ H(M) et X2, Y2, Z2 ∈ H(N), on pose X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) et
Z = (Z1, Z2) des champs de vecteurs sur M ×f2 N . De la formule de Koszule on obtient
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2Gf2(∇̃XY, Z) = X(Gf2(Y, Z)) + Y (Gf2(X,Z))− Z(Gf2(X,Y ))

+Gf2(Z, [X,Y ]) +Gf2(Y, [Z,X])−Gf2

(
X, [Y, Z])

= X(g(Y1, Z1) ◦ π + f 2 ◦ π.h(Y2, Z2) ◦ η) +

Y (g(X1, Z1) ◦ π + f 2 ◦ π.h(X2, Z2) ◦ η)−
Z(g(X1, Y1) ◦ π + f 2 ◦ π.h(X2, Y2) ◦ η)
+g(Z1, [X1, Y1]) ◦ π + f 2 ◦ π.h(Z2, [X2, Y2]) ◦ η
+g(Y1, [Z1, X1]) ◦ π + f 2 ◦ π.h(Y2, [Z2, X2]) ◦ η
−g(X1, [Y1, Z1]) ◦ π − f 2 ◦ π.h(X2, [Y2, Z2]) ◦ η

2Gf2(∇̃XY, Z) = 2g(∇M
X1
Y1, Z1) ◦ π + 2f 2 ◦ π.h(∇N

X2
Y2, Z2) ◦ η

+X1(f
2) ◦ π.h(Y2, Z2) ◦ η + Y1(f

2) ◦ π.h(X2, Z2) ◦ η
−Z1(f

2) ◦ π.h(X2, Y2) ◦ η

= 2Gf2

(
(∇M

X1
Y1,∇N

X2
Y2), Z

)
+ h(X1(f

2) ◦ π.Y2 + Y1(f
2) ◦ π.X2, Z2) ◦ η

−g(h(X2, Y2) ◦ η.grad(f 2), Z1) ◦ π

= 2Gf2

(
(∇M

X1
Y1,∇N

X2
Y2), Z

)
+Gf2(

X1(f
2)

f 2
◦ π.Y2 +

Y1(f
2)

f 2
◦ π.X2, Z)

−Gf2(h(X2, Y2) ◦ η.grad(f 2), Z)

d’où

2Gf2(∇̃XY, Z) = 2Gf2

(
(∇M

X1
Y1,∇N

X2
Y2) + (

X1(f
2)

2f 2
◦ π.Y2 +

Y1(f
2)

2f 2
◦ π.X2

−1

2
(h(X2, Y2) ◦ η.grad(f 2), Z

)
�

4.2.2 Tenseur de Courbure du Produit Tordu

Proposition 4.2.2. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés Riemanniennes. Si R et R̃ dé-
signent les tenseurs de courbures de la variété Riemannienne produit (M × N,G) et de la
variété Riemannienne produit (M ×f2 N,Gf2) respectivement, alors
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R̃
(
X, Y

)
−R

(
X, Y

)
=

1

2f 2

{(
∇M
Y1
gradf 2 − 1

2f 2
Y1(f

2)gradf2, 0
)
∧Gf2

(
0, X2

)
−
(
∇M
X1
gradf 2 − 1

2f 2
Y1(f

2)gradf2, 0
)
∧Gf2

(
0, Y2

)
− 1

2f 2
|gradf 2|2

(
0, X2

)
∧Gf2

(
0, Y2

)}

où (
X ∧Gf2 Y

)
Z = Gf2

(
Z, Y

)
X −Gf2

(
Z,X

)
Y

pour tout X1, Y1 ∈ H(M), X2, Y2 ∈ H(N), X = (X1, X2) et Y = (Y1, Y2).

Preuve :
Soient X1, Y1, Z1 ∈ H(M) et X2, Y2, Z2 ∈ H(N), on pose X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) et
Z = (Z1, Z2)

R̃
(
X, Y

)
Z = R̃

(
(X1, X2), (Y1, Y2)

)
Z

= R̃
(
X̃1, Ỹ1

)
Z + R̃

(
X̃1, Ŷ2

)
Z + R̃

(
X̂2, Ỹ1

)
Z + R̃

(
X̂2, Ŷ2

)
Z

Développant chaque terme de la dernière équation

1) R̃
(
X̃1, Ỹ1

)
Z = R̃

(
X̃1, Ỹ1

)
Z̃1 + R̃

(
X̃1, Ỹ1

)
Z̃2

a) R̃
(
X̃1, Ỹ1

)
Z̃1 = ∇̃fX1

∇̃fY1
Z̃1 − ∇̃fY1

∇̃fX1
Z̃1 − ∇̃[ fX1,fY1]Z̃1

= ∇M
X1
∇M
Y1
Z1 −∇M

Y1
∇M
X1
Z1 −∇M

[X1,Y1]Z1

=
(
RM(X1, Y1)Z1, 0

)

b) R̃
(
X̃1, Ỹ1

)
Ẑ2 = ∇̃fX1

∇̃fY1
Ẑ2 − ∇̃fY1

∇̃fX1
Ẑ2 − ∇̃[ fX1,fY1]Ẑ2

= ∇̃fX1

Y1(f
2)

2f 2
Ẑ2 − ∇̃fY1

X1(f
2)

2f 2
Ẑ2 −

[X1, Y1](f
2)

2f 2
Ẑ2

=

[
X1(Y1(f

2)/2f 2) +
Y1(f

2)X1(f
2)

4f 2
− Y1(X1(f

2)/2f 2)

−Y1(f
2)X1(f

2)

4f 2
− [X1, Y1](f

2)

2f 2

]
Ẑ2

= 0
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de a) et b) on déduit que :

R̃
(
X̃1, Ỹ1

)
Z =

(
RM(X1, Y1)Z1, 0

)
(4.1)

2) R̃
(
X̃1, Ŷ2

)
Z = R̃

(
X̃1, Ŷ2

)
Z̃1 + R̃

(
X̃1, Ŷ2

)
Ẑ2

a) R̃
(
X̃1, Ŷ2

)
Z̃1 = ∇̃fX1

∇̃cY2
Z̃1 − ∇̃cY2

∇̃fX1
Z̃1 − ∇̃[ fX1,cY2]Z̃1

= ∇̃fX1

Z1(f
2)

2f 2
Ŷ2 − ∇̃cY2

∇̃M
X1
Z1

= X1(Z1(f
2)/2f 2)Ŷ2 +

Z1(f
2)X1(f

2)

4f 2
Ŷ2 −

1

2f 2
∇M
X1
Z1(f

2)Ŷ2

=
1

2f 2

[
X1(Z1(f

2))−∇MfX1
Z̃1(f

2)− Z1(f
2)X1(f

2)

2f 2

]
Ŷ2

=
1

2f 2

[
g
(
∇M
X1
gradf 2, Z1

)
− X1(f

2)

2f 2
g
(
gradf 2, Z1

)]
Ŷ2

= g

(
1

2f 2

[
∇M
X1
gradf 2 − X1(f

2)

2f 2
gradf 2

]
, Z1

)
Ŷ2

= Gf2

(( 1

2f 2

[
∇M
X1
gradf 2 − X1(f

2)

2f 2
gradf 2

]
, 0
)
,
(
Z1, 0

))(
0, Y2

)

b) R̃
(
X̃1, Ŷ2

)
Ẑ2 = ∇̃fX1

∇̃cY2
Ẑ2 − ∇̃cY2

∇̃fX1
Ẑ2 − ∇̃[ fX1,cY2]Ẑ2

= ∇̃fX1
(0,∇N

Y2
Z2)−

h(Y2, Z2)

2
(gradf 2, 0)− ∇̃cY2

X1(f
2)

2f 2
Ẑ2

=
X1(f

2)

2f 2
∇N
Y2
Z2 −

h(Y2, Z2)

2
∇M
X1
gradf 2

−X1(f
2)

2f 2

[
∇N
Y2
Z2 −

h(Y2, Z2)

2
gradf 2

]

= −h(Y2, Z2)

2
∇M
X1
gradf 2 +

X1(f
2)

2f 2

h(Y2, Z2)

2
gradf2

= −h(Y2, Z2)

2

[
∇M
X1
gradf 2 − X1(f

2)

2f 2
gradf 2

]

= −Gf2

(
(0, Y2), (0, Z2)

)( 1

2f 2

[
∇M
X1
gradf 2 − X1(f

2)

2f 2
gradf 2

]
, 0

)
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de a) et b) on déduit

R̃
(
X̃1, Ŷ2

)
Z = Gf2

(( 1

2f 2

[
∇M
X1
gradf2 − X1(f

2)

2f 2
gradf 2

]
, 0
)
,
(
Z1, 0

))(
0, Y2

)
−Gf2

(
(0, Y2), (0, Z2)

)(
1

2f 2

[
∇M
X1
gradf 2 − X1(f

2)

2f 2
gradf 2

]
, 0

)

R̃
(
X̃1, Ŷ2

)
Z = − 1

2f 2

(
∇M
X1
gradf 2 − 1

2f 2
Y1(f

2)gradf 2, 0

)
∧Gf2

(
0, Y2

)
(4.2)

3) R̃
(
X̂2, Ŷ2

)
Z = R̃

(
X̂2, Ŷ2

)
Z̃1 + R̃

(
X̂2, Ŷ2

)
Ẑ2

a) R̃
(
X̂2, Ŷ2

)
Z̃1 = ∇̃cX2

∇̃cY2
Z̃1 − ∇̃cY2

∇̃cX2
Z̃1 − ∇̃[ cX2,cY2]Z̃1

= ∇̃cX2

1

2f 2
Z1(f

2)Ŷ2 − ∇̃cY2

1

2f 2
Z1(f

2)X̂2 −
1

2f 2
Z1(f

2)[X2, Y2]

=
1

2f 2
Z1(f

2)

[
(0,∇N

X2
Y2)−

h(Y2, X2))

2
(gradf2, 0)

]

− 1

2f 2
Z1(f

2)

[(
0,∇N

Y2
X2

)
− h(Y2, X2))

2

(
gradf 2, 0

)]
− 1

2f 2
Z1(f

2)
(
0, [X2, Y2]

)
=

1

2f 2
Z1(f

2)

(
0, (∇N

X2
Y2)−∇N

Y2
X2)− [X2, Y2])

)
= 0

b) R̃
(
X̂2, Ŷ2

)
Ẑ2 = ∇̃cX2

∇̃cY2
Ẑ2 − ∇̃cY2

∇̃cX2
Ẑ2 − ∇̃[ cX2,cY2]Ẑ2

=
(
0, RN(X2, Y2)Z2

)
−|gradf

2|2

4f 4

[
Gf2

(
(0, Y2), (0, Z2)

)
(0, X2)−Gf2

(
(0, X2), (0, Z2)

)
(0, Y2)

]
=

(
0, RN(X2, Y2)Z2

)
− 1

4f 4
|gradf 2|2

(
0, X2

)
∧Gf2

(
0, Y2

)

∇̃cX2
∇̃cY2

Ẑ2 = ∇̃cX2

(
(0,∇N

Y2
Z2)−

h(Y2, Z2)

2
(gradf2, 0)

)
=

(
0,∇N

X2
∇N
Y2
Z2

)
−
h(X2,∇N

Y2
Z2)

2

(
gradf 2, 0

)
− h(Y2, Z2)

2
∇̃cX2

(
gradf2, 0

)
−X2(h(Y2, Z2))

2

(
gradf 2, 0

)
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∇̃cY2
∇̃cX2

Ẑ2 = ∇̃cY2

(
(0,∇N

X2
Z2)−

h(X2, Z2)

2
(gradf 2, 0)

)
=

(
0,∇N

Y2
∇N
X2
Z2

)
−
h(Y2,∇N

X2
Z2)

2

(
gradf 2, 0

)
− h(X2, Z2)

2
∇̃cY2

(
gradf2, 0

)
−Y2(h(X2, Z2))

2

(
gradf 2, 0

)

−∇̃[ cX2,cY2]Ẑ2 = −
(
0,∇N

[X2,Y2]Z2

)
+
h([X2, Y2], Z2)

2

(
gradf 2, 0

)

∇̃cX2

(
gradf2, 0

)
=

gradf 2(f 2)

2f 2
(0, X2) =

1

2f 2
|gradf 2|2(0, X2)

∇̃cY2

(
gradf 2, 0

)
=

gradf 2(f 2)

2f 2
(0, Y2) =

1

2f 2
|gradf 2|2(0, Y2)

−h(X2,∇N
Y2
Z2)−X2(h(Y2, Z2)) + h(Y2,∇N

X2
Z2) + Y2(h(X2, Z2)) + h([X2, Y2], Z2) = 0

D’où

R̃
(
X̂2, Ŷ2

)
Z =

(
0, RN(X2, Y2)Z2

)
− 1

4f 2
|gradf2|2

(
0, X2

)
∧Gf2

(
0, Y2

)
(4.3)

4) R̃
(
X̂2, Ỹ1

)
Z = R̃

(
X̂2, Ỹ1

)
Z̃1 + R̃

(
X̂2, Ỹ1

)
Ẑ2

a) R̃
(
X̂2, Ỹ1

)
Z̃1 = ∇̃cX2

∇̃fY1
Z̃1 − ∇̃fY1

∇̃cX2
Z̃1 − ∇̃[ cX2,fY1]Z̃1

= ∇̃cX2
(∇M

Y1
Z1, 0)− ∇̃fY1

Z1(f
2)

2f 2
X̂2

=
∇M
Y1
Z1(f

2)

2f 2
X̂2 − Y1(

Z1(f
2)

2f 2
)X̂2 −

Z1(f
2)

2f 2

Y1(f
2)

2f 2
X̂2

=

[
∇M
Y1
Z1(f

2)

2f 2
+
Y1(f

2)Z1(f
2)

2f 4
− Y1(Z1(f

2))

2f 2
− Y1(f

2)Z1(f
2)

4f 4

]
X̂2

=
1

2f 2

[
∇M
Y1
Z1(f

2)− Y1(Z1(f
2)) +

Y1(f
2)Z1(f

2)

2f 2

]
X̃2

=
1

2f 2

[
− g
(
∇M
Y1
gradf 2, Z1

)
+
Y1(f

2)

2f 2
g
(
gradf 2, Z1

)]
X̂2

= −Gf2

(
1

2f 2

[
∇M
Y1
gradf 2 − Y1(f

2)

2f 2
gradf2

]
, Z1

)(
0, X2

)
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b) R̃
(
X̂2, Ỹ1

)
Ẑ2 = ∇̃cX2

∇̃fY1
Ẑ2 − ∇̃fY1

∇̃cX2
Ẑ2 − ∇̃[ cX2,fY1]Ẑ2

= ∇̃cX2

Y1(f
2)

2f 2
Ẑ2 − ∇̃fY1

(
(0,∇N

X2
Z2)−

h(X2, Z2)

2
gradf 2, 0)

)
=

Y1(f
2)

2f 2

[
∇N
X2
Z2 −

h(X2, Z2)

2
gradf2

]

−Y1(f
2)

2f 2
∇N
X2
Z2 +

h(X2, Z2)

2
∇M
Y2
gradf 2

=
h(X2, Z2)

2

[
∇M
Y2
gradf2 − Y1(f

2)

2f 2
gradf 2

]

= Gf2

(
(0, X2), (0, Z2)

)( 1

2f 2

[
∇M
Y1
gradf 2 − Y1(f

2)

2f 2
gradf 2

]
, 0
)

De a) et b) on déduit

R̃
(
X̂2, Ỹ1

)
Z =

1

2f 2

(
∇M
Y1
gradf 2 − 1

2f 2
Y1(f

2)gradf2, 0
)
∧Gf2

(
0, X2

)
(4.4)

Des formules (1.5), (1.6), (1.7) et (1.8) on obtient

R̃
(
X, Y

)
−R

(
X, Y

)
=

1

2f 2

{(
∇M
Y1
gradf 2 − 1

2f 2
Y1(f

2)gradf2, 0
)
∧Gf2

(
0, X2

)
−
(
∇M
X1
gradf 2 − 1

2f 2
Y1(f

2)gradf2, 0
)
∧Gf2

(
0, Y2

)
− 1

2f 2
|gradf 2|2

(
0, X2

)
∧Gf2

(
0, Y2

)}

4.2.3 L’Opérateur Laplacien dans le Produit Tordu

Proposition 4.2.3. Soient (M.g), (N, h) deux variétés riemanniennes. ∆M ,∆N désignent
les operateurs laplaciens sur M et N respectivement. Si

α : M ×f2 N −→ R
(x, y) 7−→ α(x, y)

est une application de classe C∞, alors

∆̃(α) =
(
∆M(αy), 0

)
+
(
0,

1

f 2
∆N(αx)

)
+ n
(
dαy(grad ln f), 0

)
où ∆̃ désigne l’operateur laplacien sur la variété produit tordu M ×f2 N .

Pour simplifier, on écrit

∆̃(α) = ∆M(α) +
1

f 2
∆N(α) + n.dMα(grad ln f)
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Preuve : Soit {e1, ...em)} (resp {bm+1....bn+m} ) une base locale ortonormale sur M (
resp N). On pose

hi =

{
ẽi = (ei, 0), si i = 1, ...,m
1
f
b̃i−m = 1

f
(0, bi−m), si i = m+ 1, ..., n+m.

Alors {(h1, ..., hm+n} est une base locale ortonormale sur la variété produit tordue M ×f2 N .
On a

∆̃(α) =
m+n∑
i=1

hi(hi(α)− (∇hihi)(α).

Remarquons que b̃i(f) = 0, on a

∆̃(α) =
m∑
i=1

{
ẽi(ẽi(α))− (∇̃eei ẽi)(α)

}
+

m+n∑
i=m+1

{ 1

f 2
b̃i(b̃i(α))− 1

f 2
(∇̃ebi b̃i)(α)

}
=

m∑
i=1

{
(ei(ei(αy)), 0)− ((∇M

ei
ei)(αy), 0)

}
+

1

f 2

m+n∑
i=m+1

{
(0, bi(bi(αx)))− (0, (∇N

bi
bi)(αx))

}
+

1

2f 2

m+n∑
i=m+1

h(bi, bi)((gradf
2)(αy), 0)

= (∆M(αy), 0) +
1

f 2
(0,∆N(αx)) +

n

2f 2
((gradf 2)(αy), 0)

=
(
∆M(αy), 0

)
+

1

f 2

(
0,∆N(αx)

)
+

n

2f 2

(
dαy(gradf

2), 0
)

=
(
∆M(αy), 0

)
+

1

f 2

(
0,∆N(αx)

)
+ n
(
dαy(grad ln f), 0

)
De la Proposition 4.2.3, on déduit.

Corollaire 4.2.1.
– α harmonique si et seulement si{

• αx, αy sont harmoniques ;
• dαy(grad ln f) = 0

– Si f est constante, alors α harmonique si et seulement si αx et αy sont harmoniques.
i.e

(∆̃(α) = 0) ⇔ (∆M(α) = 0 et ∆N(α) = 0).

pour tout x ∈M et y ∈ N .
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4.2.4 L’Opérateur Bilaplacien dans le Produit Tordu

Définition 4.2.2. soit (P, ~) une variété Riemannienne. L’Operateur Bilaplacien d’une
application ϕ : (P, ~) → R est defini par

∆2(α) = ∆
(
∆(α)

)
où ∆ désigne l’opérateur Laplacien sur la variété (P, ~).

Proposition 4.2.4.

∆̃2(α) = ∆̃
(
∆̃(α)

)
= ∆2

M(α) +
1

f 4
∆2
N(α) +

1

f 2

[
∆M(∆N(α)) + ∆N(∆M(α))

]
+

4− 2n

f 2
∆N(α)|grad ln f |2

+
n− 2

f 2
d ln f

(
grad∆N(α)

)
+ n
(
∆M +

1

f 2
∆N

)(
dMα(grad ln f)

)
− 2

f 2
∆N(α)∆M(ln f)

+nd ln f
(
grad

(
∆M(α) + ndMα(grad ln f)

))
Preuve :

∆̃2(α) = ∆̃
(
∆̃(α)

)
= ∆M

(
∆̃(α)

)
︸ ︷︷ ︸

T1

+
1

f 2
∆N

(
∆̃(α)

)
︸ ︷︷ ︸

T2

+n. dM

(
∆̃(α)

)(
grad ln f

)
︸ ︷︷ ︸

T3

1) Calcul de T1

T1 = ∆M

(
∆̃(α)

)
= ∆M

(
∆M(α)

)
+ ∆M

( 1

f 2
∆N(α)

)
+ n∆M

(
dMα(grad ln f)

)
= ∆2

M(α) + ∆M(
1

f 2
)∆N(α) +

1

f 2
∆M

(
∆N(α)

)
+ 2g

(
grad

1

f 2
, grad∆N(α)

)
+n∆M

(
dMα(grad ln f)

)
= ∆2

M(α) +
4

f 2
∆N(α)|grad ln f |2 − 2

f 2
∆N(α)∆M(ln f) +

1

f 2
∆M

(
∆N(α)

)
− 2

f 2
dM ln f

(
gradM∆N(α)

)
+ n∆M

(
dMα(grad ln f)

)
avec,

grad
1

f 2
=

−2

f 2
grad ln f

∆M(
1

f 2
) =

2

f 2

(
2|grad ln f |2 −∆M(ln f)

)
|grad ln f |2 = g(grad ln f, grad ln f).
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2) Calcul de T2

T2 = ∆N

(
∆̃(α)

)
= ∆N

(
∆M(α)

)
+ ∆N

( 1

f 2
∆N(α)

)
+ n∆N

(
(dMα(grad ln f)

)
= ∆N

(
∆M(α)

)
+

1

f 2
∆2
N(α) + n∆N

(
dMα(grad ln f)

)
1

f 2
T2 =

1

f 2
∆N

(
∆M(α)

)
+

1

f 4
∆2
N(α) +

n

f 2
∆N

(
dMα(grad ln f)

)
3) Calcul de T3

T3 = dM

(
∆̃(α)

)(
grad ln f

)
= g

(
grad

(
∆M(α) +

1

f 2
∆N(α) + ndMα(grad ln f)

)
, grad ln f

)
= g

(
grad∆M(α), grad ln f

)
+ g
(
grad

1

f 2
∆N(α), grad ln f

)
+ng

(
grad(dMα(grad ln f)), grad ln f

)
= dM ln f

(
grad(∆M(α)

)
+

1

f 2
dM ln f

(
grad∆N(α)

)
− 2

f 2
∆N(α)|grad ln f |2 + ndM ln f

(
grad(dMα(grad ln f))

)
finalement

∆̃2(α) = ∆̃
(
∆̃(α)

)
= ∆2

M(α) +
1

f 4
∆2
N(α) +

1

f 2

[
∆M(∆N(α)) + ∆N(∆M(α))

]
+

4− 2n

f 2
∆N(α)|grad ln f |2

+
n− 2

f 2
d ln f

(
grad∆N(α)

)
+ n
(
∆M +

1

f 2
∆N

)(
dMα(grad ln f)

)
− 2

f 2
∆N(α)∆M(ln f)

+nd ln f
(
grad

(
∆M(α) + ndMα(grad ln f)

))
�

Applications I :

Soient l1 ∈ C∞(M) et l2 ∈ C∞(N) alors l1◦π ∈ C∞(M×f2N) et l2◦η ∈ C∞(M×f2N)

Proposition 4.2.5.

∆̃(l1 ◦ π) = ∆M(l1) ◦ π + n.dl1(grad ln f) ◦ π (4.5)

∆̃(l2 ◦ η) =
1

f 2
∆N(l2) ◦ η (4.6)
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∆̃2(l1 ◦ π) = ∆2
M(l1) ◦ π + n

[
∆M(dl1(grad ln f)) + d(ln f)(grad∆M(l1) ◦ π)

]
+n2d ln f

(
grad(dM l1(grad ln f))

)
(4.7)

∆̃2(l2 ◦ η) =
1

f 4
∆2
N(l2) ◦ η +

4− 2n

f 2
∆N(l2)|grad ln f |2

− 2

f 2
∆N(l2)∆M(ln f) (4.8)

Corollaire 4.2.2. Si l1 et l2 sont harmoniques, alors

∆̃(l1 ◦ π) = n.dl1(grad ln f) ◦ π
∆̃(l2 ◦ η) = 0.

∆̃2(l1 ◦ π) = n.∆M(dl1(grad ln f)) + n2d ln f
(
grad(dM l1(grad ln f))

)
∆̃2(l2 ◦ η) = 0.

Corollaire 4.2.3. :
1) si l2 harmonique alors l2 ◦ η harmonique (donc biharmonique)
2) si f est constante alors l1 ◦ π harmonique (donc biharmonique)
3) si l1 harmonique, alors l1 ◦ π est biharmonique non harmonique si et seulement si

dl1(grad ln f) 6= 0,

∆M(dl1(grad ln f)) + nd ln f
(
grad(dM l1(grad ln f))

)
= 0.

Applications II :

Soient l1 ∈ C∞(M) et l2 ∈ C∞(N), alors il existe α ∈ C∞(M ×f2 N) définie par :

α : M ×f2 N −→ R
(x, y) 7−→ α(x, y) = l1(x).l2(y)

Proposition 4.2.6.

∆̃(α) =
(
l2∆M(l1), 0

)
+
(
0,
l1
f 2

∆N(l2)
)

+ nl2

(
dl1(grad ln f), 0

)
En abreviation, on note

∆̃(α) = l2

[
∆M(l1) + n.dl1(grad ln f)

]
+
l1
f 2

∆N(l2)

∆̃2(α) = ∆̃
(
∆̃(l1.l2)

)
= l22∆

2
M(l1) +

l21
f 4

∆2
N(l2)

+
2

f 2
∆N(l2)

[
∆M(l1) + (n− 1).dl1(grad ln f) + l1(2− n).|grad ln f |2 − l1∆M(ln f)

]
+n.l2

[
d ln f

(
grad

(
∆M(l1) + n.dl1(grad ln f)

))
+ ∆M(dl1(grad ln f))

]
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Preuve :
D’après le Proposition 4.2.3

∆̃(α) =
(
∆M(αy), 0

)
+
(
0,

1

f 2
∆N(αx)

)
+ n
(
dαy(grad ln f), 0

)
pour α(x, y) = l1(x)l2(y) on a

∆̃(α) = ∆̃(l1.l2)

=
(
∆M(l1.l2), 0

)
+
(
0,

1

f 2
∆N(l1.l2)

)
+ n
(
d(l1.l2)(grad ln f), 0

)
=

(
l2.∆M(l1), 0

)
+
(
0,
l1
f 2

∆N(l2)
)

+ n.l2

(
d(l1)(grad ln f), 0

)
= l2

[
∆M(l1) + n.dl1(grad ln f)

]
+
l1
f 2

∆N(l2)

avec
grad(l1.l2) = l2.gradl1 + l1.gradl2

∆M(l1.l2) = l2.∆M(l1) + l1∆M(l2)︸ ︷︷ ︸
=0

+ 2g(gradl1, gradl2)︸ ︷︷ ︸
=0

= l2.∆M(l1)

∆N(l1.l2) = l1.∆N(l2) + l2 ∆N(l1)︸ ︷︷ ︸
=0

+ 2h(gradl1, gradl2)︸ ︷︷ ︸
=0

= l1.∆N(l2)

et D’après le Proposition 4.2.4

∆̃2(l1.l2) = ∆̃
(
∆̃(l1.l2)

)
= ∆2

M(l1.l2) +
1

f 4
∆2
N(l1.l2) +

1

f 2

[
∆M(∆N(l1.l2)) + ∆N(∆M(l1.l2))

]
+
n− 2

f 2
d ln f

(
grad∆N(l1.l2)

)
+

4− 2n

f 2
∆N(l1.l2)|grad ln f |2

− 2

f 2
∆N(l1.l2)∆M(ln f) + n

(
∆M +

1

f 2
∆N

)(
dM(l1.l2)(grad ln f)

)
+nd ln f

(
grad

(
∆M(l1.l2) + ndM l1.l2(grad ln f)

))
avec

∆M(∆N(l1.l2)) + ∆N(∆M(l1.l2)) = 2∆M(l1).∆N(l2)

d ln f
(
grad∆N(l1.l2)

)
= g(grad ln f, grad∆N(l1.l2))

= ∆N(l2).g(grad ln f, grad(l1)) + l1g(grad ln f, grad(∆N(l2)))

= ∆N(l2).dl1(grad ln f)
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∆M(dM(l1.l2)(grad ln f)) = l2.∆M(dl1(grad ln f))

∆N(dM(l1.l2)(grad ln f)) = ∆N(l2).dl1(grad ln f)

d ln f
(
grad

(
∆M(l1.l2)+ndM(l1.l2)(grad ln f)

))
= l2d ln f

(
grad

(
∆M(l1)+n.dl1(grad ln f)

))

∆̃2(l1.l2) = l22.∆
2
M(l1) +

l21
f 4
.∆2

N(l2) +
2

f 2
∆M(l1)∆N(l2)

+
n− 2

f 2
dl1(grad ln f).∆N(l2) +

(4− 2n)l1
f 2

∆N(l2)|grad ln f |2

−2l1
f 2

∆N(l2)∆M(ln f) + nl2.∆M(dl1(grad ln f)) +
n

f 2
∆N(l2).dl1(grad ln f)

+n(l2).d ln f
(
grad

(
∆M(l1) + ndl1(grad ln f)

))
= l22∆

2
M(l1) +

l21
f 4

∆2
N(l2)

+
2

f 2
∆N(l2)

[
∆M(l1) + (n− 1).dl1(grad ln f) + l1(2− n).|grad ln f |2 − l1∆M(ln f)

]
+n.l2

[
d ln f

(
grad

(
∆M(l1) + n.dl1(grad ln f)

))
+ ∆M(dl1(grad ln f))

]
�

Corollaire 4.2.4. Si l1 et l2 sont harmoniques, alors

∆̃(l1.l2) = nl2.dl1(grad ln f)

∆̃2(l1.l2) = nl2.

[
∆M(dl1(grad ln f)) + nd ln f

(
grad(dl1(grad ln f))

)]
Corollaire 4.2.5. :
1) Si l1 et l2 sont harmoniques alors α = l1.l2 est biharmonique non harmonique si et
seulement si

l2.dl1(grad ln f) 6= 0,

∆M(dl1(grad ln f)) + nd ln f
(
grad(dl1(grad ln f))

)
= 0.

2) si f est constante alors α = l1.l2 harmonique (donc biharmonique)
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Chapitre 5

Géometrie du fibré tangent d’ordre 1

5.1 Introduction
Notation 5.1.1. Soit M une variété de dimension n, on note

i : Γ(T ∗M) −→ C∞(TM)

ω −→ iω

l’application définie par :

iω : TM −→ R

(x, v) −→ ωx(v)

i est une application C∞(M)-linéaire.

Localement, on a
iω(x, v) = ωi(x)y

i (5.1)

où ω = ωidx
i et v = yi ∂

∂xi

Proposition 5.1.1. Soient X̃, Ỹ ∈ Γ(T (TM)) ; Alors X̃ = Ỹ si et seulement si pour tout
ω ∈ Γ(T ∗M), ona :

X̃(iω) = Ỹ (iω)

Preuve : Il suffit de démontrer que si X̃(iω) = 0, pour tout ω ∈ Γ(T ∗M), alors X̃ = 0

Localement si X̃ = Ai ∂
∂xi

+Bi ∂
∂yi

, on a :

X̃(iω) = Ai
∂ωj
∂xi

yj +Biωi

d’où X̃(iω) = 0, pour tout ω ∈ Γ(T ∗M) si et seulement si Ai = Bi = 0, ∀i = 1, ..., n.

Remarque 5.1.1. Si f ∈ C∞(M) et X̃ ∈ Γ(T (TM)), alors localement on a :

i(df)(x, y) =
∂f

∂xi
(x)yi (5.2)

X̃(i(df)) = Ai
∂2f

∂xi∂xj
yj +Bi ∂f

∂xi
(5.3)
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où X̃ = Ai ∂
∂xi

+Bi ∂
∂yi

.

De la Remarque 5.1.1, on déduit :

Proposition 5.1.2. Soient X̃, Ỹ ∈ Γ(T (TM)) ; Alors X̃ = Ỹ si et seulement si pour tout
f ∈ C∞(M), ona :

X̃(i(df)) = Ỹ (i(df))

Définition 5.1.1. Soient X ∈ Γ(TM) un champ de vecteur sur M . On défint les applications

γ : Tp
q(M) → Tp

q−1(TM)

F 7→ γ(F )

γX : Tp
q(M) → Tp

q−1(TM)

F 7→ γX(F )

localement par :

γ(F ) = F
k1..kp
h1..hq

yh1
∂

∂yk1
⊗ ...⊗ ∂

∂ykp
⊗ dxh2 ⊗ ...⊗ dxhq (5.4)

γX(F ) = F
k1..kp
h1..hq

Xh1
∂

∂yk1
⊗ ...⊗ ∂

∂ykp
⊗ dxh2 ⊗ ...⊗ dxhq (5.5)

où : q ≥ 1, F = F
k1..kp
h1..hq

∂
∂xk1

⊗ ...⊗ ∂
∂xkp

⊗ dxh1 ⊗ ...⊗ dxhq et X = Xj ∂
∂xj
.

Propriétés 5.1.1. .

1. La Définition 5.1.1 est indépendante de la carte choisie.
2. Si F est un champ de tenseurs de type (1, 1) sur la variété M , alors γ(F ) ( resp γX(F ))

est un champ de vecteurs sur TM , tel que localement :

γ(F ) = F i
jy

j ∂

∂yi
resp γX(F ) = F i

jX
j ∂

∂yi
.

où F = F i
j
∂
∂xi

⊗ dxj et X = Xj ∂
∂xj
.

3. Si G ∈ Γ(T ∗M) est une 1-forme sur la variété M , alors γ(G) = iG (resp γX(G) =
G(X) ◦ π) est une fonction de classe C∞ sur TM .

4. Si f ∈ C∞(M) et X ∈ Γ(TM), on pose : γ(f) = γX(f) = 0

5. Si ∇ est une connexion linéaire sur la variété M et f ∈ C∞(M), alors

∇f = df, γ(df) = γ(∇f) = i(df).

Proposition 5.1.3. Si F,G ∈ T1
1(M) et X ∈ Γ(TM), alors :
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1. [γXF, γXG] = 0

2. [γXF, γG] = γX(G ◦ F )

3. [γF, γG] = γ(G ◦ F )− γ(F ◦G)

Preuve : Localement on a :

[γF, γG] = [F i
jy

j ∂

∂yi
, Gs

ky
k ∂

∂ys
]

= F i
jy

j ∂

∂yi
(Gs

ky
k)

∂

∂ys
−Gs

ky
k ∂

∂ys
(F i

jy
j)
∂

∂yi

= F i
jy

jδkiG
s
k

∂

∂ys
−Gs

ky
kδjsF

i
j

∂

∂yi

= yjGs
kF

k
j

∂

∂ys
− ykF i

sG
s
k

∂

∂yi

= yj(G ◦ F )sj
∂

∂ys
− yk(F ◦G)ik

∂

∂yi

Pour plus de détail voir K. Yano et S. Ihihara [116]

5.2 Relèvement Vertical

5.2.1 Relèvement Vertical d’une Fonction

Définition 5.2.1. Soient M une variété de dimension m et (TM, π,M) le fibré vectoriel
tangent associé. soit f ∈ C∞(M), on définit le relèvement vertical fV par :

fV = f ◦ π : TM −→ R
v ∈ TxM 7−→ fV (v) = f ◦ π(v) (5.6)

= f(x)

5.2.2 Relèvement Vertical d’un Champ de Vecteurs

Définition 5.2.2. Un champ de vecteurs X̃ ∈ Γ(T (TM)) est dit vertical si et seulement si
pour toute fonction f ∈ C∞(M) on a

X̃fV = 0. (5.7)

Si

(
X̃h

1

X̃k
2

)
sont les composantes de X̃ relativement à une carte induite (π−1(U), xh, yh)

sur TM, alors pour toute fonction f ∈ C∞(M) On a :

X̃fV = X̃h
1

∂f

∂xh

d’où
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Proposition 5.2.1. Un champ de vecteur X̃ ∈ Γ(T (TM)) est vertical sur TM si et seulement
si relativement à une carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM, les coposantes de X̃ verifient la
condition (

X̃h
1

X̃k
2

)
=

(
0

X̃k
2

)
(5.8)

Remarques 5.2.1. on a :

1.

dvπ : Tv(TM) → TxM

Z = Zi
1

∂

∂xi
|v + Zj

2

∂

∂yi
|v 7→ dπ(Z) = Zi

1

∂

∂xi
|x (5.9)

2. Nv = Ker(dvπ) est un sous espace vectoriel de TvTM , appelé sous espace vertical.

3. Localement Nv est engendré par ( ∂
∂y1
|v, .., ∂

∂ym
|v).

4. N =
⋃
v∈TM Nv est un sous fibré vectoriel de T (TM)

5. X̃ ∈ Γ(T (TM)) est un champ de vecteurs vertical si et seulement si dπ(X̃) = 0

6. Si F ∈ T1
1(M) et X ∈ Γ(TM), alors γ(F ) et γX(F ) sont des champs de vecteur

verticaux.

Proposition 5.2.2. Si X ∈ Γ(TM) est un champ de vecteur sur M , alors il existe un unique
champ de vecteur XV sur TM verifiant :

XV (iω) = (ω(X))V (5.10)

pour tout ω ∈ Γ(T ∗M) .

Preuve : L’unicité découle de la Proposition 5.1.1 et de la formule (5.10).

Localement si (X i)i et (ωi)i et (X̃h
1 , X̃

k
2 ) désignent les composantes de X, ω et XV res-

pectivement. Alors de la formule (5.10) on obtient :

X̃h
1 (

∂

∂xh
ωi)y

i + X̃k
2ωk = ωkX

k

d’où
X̃h

1 = 0, X̃k
2 = Xk.

pour tout h, k = 1..m.

Définition 5.2.3. Soit X ∈ Γ(TM) un champ de vecteurs sur M , le champ de vecteurs XV

qui vérifie l’équation (5.10) est appelé relèvement vertical de X à TM .
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Localement si le champ de vecteurs X a pour composantes (Xh)h=1,..,m relativement à une
carte (U, xh)h sur M. Alors le relèvement vertical XV a pour composantes

XV :

(
0
Xh

)
(5.11)

par rapport à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM.

Remarque 5.2.1. Le relèvement vertical XV de X au fibré tangent TM est un champ de
vecteurs vertical, et on a :

XV fV = 0 (5.12)

pour tout X ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M).

Propriétés 5.2.1. :
Soient X, Y ∈ Γ(TM) F ∈ T1

1(M) et f ∈ C∞(M), on a :
• (X + Y )V = XV + Y V

• (fX)V = fVXV

• [XV , Y V ] = 0
• [XV , γF ] = γXF

En effet pour tout ω ∈ Γ(T ∗M), on a

[XV , Y V ](iω) = XV (Y V (iω))− Y V (XV (iω) = XV (ω(Y )V )− Y V ((ω(X)V ) = 0

Localement, on a :

[XV , γF ] = [X i ∂

∂yi
, yjF s

j

∂

∂ys
] = X iF s

i

∂

∂ys
= γXF

Remarques 5.2.2. .

• Nv = {XV
v ;X ∈ Γ(TM)}

• Soient u ∈ TxM et X ∈ Γ(TM) tel que Xx = u, on note :

uV = XV
(x,u) (5.13)

appelé relèvement vertical de u. D’aprés la formule (5.11), cette définition est indépen-
dante du choix de X.

• L’application :

TM 7→ ⊂ TTM

(x, u) 7→ uV ∈ T(x,u)TM

est une section de classe C∞ sur TM , donc un champ de vecteurs sur TM .
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• Soient x ∈M et v ∈ TxM , alors L’application

TxM → Nv

u = uV

est un isomorphisme linéaire.

5.2.3 Relèvement Vertical d’ une 1-Forme

Définition 5.2.4. Une 1- forme ω̃ ∈ Γ(T ∗(TM)) sur TM, est dite verticale si :

ω̃(XV ) = 0 (5.14)

pour tout X ∈ Γ(TM)

Localement, si (ω̃1
i , ω̃

2
j ) désignent les composantes de ω̃ par rapport à une carte induite

(π−1(U), xh, yh) sur TM. Alors de la formule (5.14), on obtient :

ω̃(XV ) = ω̃2
jX

j = 0

pour tout X ∈ Γ(TM), d’où localement

ω̃ :

(
ω̃1
i

0

)
(5.15)

Proposition 5.2.3. Si f ∈ C∞(M) est une fonction de classe C∞ sur M , alors d(fV ) est
une 1-forme verticale sur le fibré tangent TM .

Preuve : De la relation (5.12) , on a :

d(fV )(XV ) = XV (fV ) = 0

pour tout X ∈ Γ(TM)

Définition 5.2.5. Soit ω ∈ Γ(T ∗M). Le relévement vertical ωV de la 1-forme ω est définit
localement par

ωV = (ωi)
V dxi (5.16)

où ω = ωidx
i, relativement à une carte (U, xi) sur M.

Cette définition est independante de la carte choisie, en tenant compte que si (dxi)i est
une base locale de Γ(T ∗M), elle induit alors (dxi, dyj)i,j une base locale de Γ(T ∗(TM)).

Remarque 5.2.2. Le relèvement vertical ωV de ω au fibré TM est une 1-forme verticale :

ωV (XV ) = 0 (5.17)

pour tout ω ∈ Γ(TM∗) et X ∈ Γ(TM)
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Proposition 5.2.4. Soient f, g ∈ C∞(M) . Alors :

(df)V = d(fV ) (5.18)

(gdf)V = gV d(fV ) (5.19)

Preuve : Localement, on a :

d(fV ) =
∂(f ◦ π)

∂xi
dxi +

∂(f ◦ π)

∂yi
dyi =

∂(f ◦ π)

∂xi
dxi = (df)V

Remarque 5.2.3. De la Proposition 5.2.4, on obtient :

d((fg)V ) = d(fV .gV ) = gV .d(fV ) + fV .d(gV ) = (d(fg))V

Propriété 5.2.1. on a pour tout ω, θ ∈ Γ(TM∗) et f ∈ C∞(M) :

(ω + θ)V = ωV + θV (5.20)
(fω)V = fV ωV (5.21)

Si (U, xh) est une carte sur la variété M , alors de la formule (5.16) on obtient :

(dxh)V = dxh (5.22)

par rapport à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM.

5.2.4 Relèvement Vertical des Champs de Tenseurs

Soient P,Q,R, S ∈ Tq
p(M) des champs de tenseurs. On pose :

(P ⊗Q)V = P V ⊗QV (5.23)
(R + S)V = RV + SV

Si F ∈ T1
1(M) est un tenseur de type (1, 1), tel que F h

i
∂
∂xh

⊗ dxi relativement à une carte
(U, xi) sur M , alors de la relation (5.23), on a :

F V = (F h
i

∂

∂xh
⊗ dxi)V

= (F h
i )V )(

∂

∂xh
)V ⊗ (dxi)V

= (F h
i )V (

∂

∂yh
)⊗ dxi

d’où F V a pour composantes :

F V :

(
0 0
F h
i 0

)
(5.24)
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De même, si G ∈ T0
2(M) tel que G = Gijdx

i ⊗ dxj et H ∈ T2
0 tel que H = H ih ∂

∂xi
⊗ ∂

∂xh
,

alors :
GV :

(
Gij 0
0 0

)
(5.25)

HV :

(
0 0
0 H ih

)
(5.26)

par rapport à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM.

Proposition 5.2.5. Pour tout ω ∈ T0
1(M) on a :

dωV = (dω)V (5.27)

Preuve : Si ω = ωidx
i par rapport à la carte (U, xi) sur M, alors

ωV = (ωidx
i)V = ωidx

i

dωV =
∂ωi
∂xj

dxj ∧ dxi

=
1

2
(
∂ωi
∂xj

− ∂ωj
∂xi

)dxi ⊗ dxj

et

(dω)V = (d(ωi) ∧ dxi)V

=
1

2
(
∂ωi
∂xj

− ∂ωj
∂xi

)dxi ⊗ dxj

Relativement à la carte induite (π−1(U), xh, yh), d(ωV ) a pour composantes :

d(ωV ) :

(
1
2
(∂ωi
∂xj

− ∂ωj
∂xi

) 0

0 0

)

Proposition 5.2.6. Soit F ∈ T1
1(M) un champ de tenseurs de type (1, 1) sur la variété M ,

alors

F v : TM → TTM

(x, u) 7→ F v(x, u) = (Fx(u))
V (5.28)

est un champ de vecteurs sur TM .
Relativement à une carte induite (π−1(U), xi, yj), on a :

F v = yiF j
i

∂

∂yj
= yi(F (

∂

∂xi
))V = γ(F )
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5.3 Relèvement Complet

5.3.1 Relèvement Complet d’une fonction

Définition 5.3.1. Soit f une fonction de M.On définit le Relèvement Complet de f, noté fC
de M au fibré TM par

fC = idf (5.29)

fC : TM −→ R
v 7−→ df(v)

Relativement à une carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM, on a

fC(x, y) = yi
∂f

∂xi
(x) = (∂f)(x).

De la Proposition 5.1.2, on conclus que cette famille de fonctions joue un rôle important
dans la caractérisation des champs de vecteurs sur le fibré tangent TM et on a :

Proposition 5.3.1. Soient X̃ et Ỹ deux champs de vecteurs sur TM . Si pour tout fonction
f ∈ C∞(M) on a :

X̃(fC) = Ỹ (fC)

Alors X̃ = Ỹ .

Propriétés 5.3.1. Soit X ∈ Γ(TM) ,F ∈ T1
1(M) et g, f ∈ C∞(M) on a :

XV (fC) = (X(f))V (5.30)
(gf)C = gCfV + gV fC (5.31)

(g + f)C = gC + fC (5.32)
(γF )(fC) = γ(df ◦ F ) (5.33)

Localement, si F = F j
i

∂
∂xi

⊗ dxj, alors :

(γF )(fC) = yiF j
i

∂

∂yj
(ys

∂f

∂xs
) = yiF j

i δ
s
j

∂f

∂xs
) = yiF s

i

∂f

∂xs
= γ(df ◦ F )

Remarque 5.3.1. Si (U, xi) est une carte sur la variété M , alors (π−1(U), (xi)V , (xj)C est
la carte induite sur le fibré tangent TM

5.3.2 Relèvement Complet d’un Champ de Vecteurs

Définition 5.3.2. Le relèvement Complet d’un champ de vecteurs X sur M est l’unique
champ de vecteurs XC sur le fibré tangent TM tel que

XCfC = (Xf)C (5.34)

pour tout f ∈ C∞(M)
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L’unicité découle de la Proposition 5.3.1 et l’existence provient de la proprsition suivante :

Proposition 5.3.2. Si X est un champ de vecteurs de composantes (Xh)h par rapport à une
carte (U, xh) sur M , alors le relèvement complet XC a pour composantes

XC :

(
Xh

∂Xh

)
(5.35)

relativement à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM , où ∂Xh = yi ∂X
h

∂xi
.

Preuve : Soient

(
X̃h

1

X̃k
2

)
les composantes deXC par rapport à la carte induite (π−1(U), xh, yh)

sur TM. De la formule (5.34), pour toute f ∈ C∞(M), on a :

XC(fC) = X̃ i
1(

∂2f

∂xi∂xj
)yj + X̃j

2

∂f

∂xj

= (Xf)C

= yi
∂

∂xi
(Xj ∂f

∂xj
)

= Xjyi(
∂2f

∂xi∂xj
) + (yi

∂Xj

∂xi
)
∂f

∂xj

d’où X̃ i
1 = X i et X̃j

2 = yi ∂X
j

∂xi
; (i, j = 1, ..,m) .

Proposition 5.3.3. Soient f ∈ C∞(M), X ∈ Γ(TM) et ω ∈ Γ(TM∗), on a :

XC + Y C = (X + Y )C (5.36)
(fX)C = fCXV + fVXC (5.37)
XCfV = (Xf)V (5.38)

ωV (XC) = (ω(X))V (5.39)

Preuve : :

1)Les formules (5.36) et (5.37) sont des conséquences directes de la Définition 5.3.2 et des
Propriétés 5.3.1.

2) Localement, on a :

XCfV = X i ∂
∂xi

(f ◦ π) + yi ∂X
j

∂xi

∂
∂yi

(f ◦ π) = X i ∂
∂xi

(f ◦ π) = (Xf)V

ωV (XC) = ωsdx
s(X i ∂

∂xi
+ yi ∂X

j

∂xi

∂
∂yi

) = ωsdx
s(X i ∂

∂xi
) = (ωsX

s) ◦ π = ω(X))V

Proposition 5.3.4. Soient X, Y ∈ Γ(TM) et F ∈ T1
1(M), on a :
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[XV , Y V ] = 0 (5.40)
[XV , Y C ] = [X, Y ]V (5.41)
[XC , Y C ] = [X, Y ]C (5.42)
[XC , γF ] = γ(LXF ) (5.43)

Preuve : Utilisant la proposition de caractérisation (Proposition 5.3.1), soit f ∈ C∞(M),
on a :
•

[XV , Y V ](fC) = XV (Y V (fC))− Y V (XV (fC))

= XV (Y f)V − Y V (Xf)V

= 0.

•

[XV , Y C ](fC) = XV (Y C(fC))− Y C(XV (fC))

= XV (Y f)C − Y C(Xf)V

= (X(Y f))V − (Y (Xf))V

= ([X, Y ]f)V

= [X, Y ]V fC

• De même, on obtient :

[XC , Y C ](fC) = XC(Y C(fC))− Y C(XC(fC))

= (XY f)C − (Y Xf)C

= ([X, Y ]f)C

= [X, Y ]CfC

• Localement, on a :
d’une part

LXF = LXF (
∂

∂xi
)⊗ dxi

= {[X,F (
∂

∂xi
)]− F ([X,

∂

∂xi
]} ⊗ dxi

= {[Xs ∂

∂xs
, F j

i

∂

∂xj
− F ([Xs ∂

∂xs
,
∂

∂xi
]} ⊗ dxi

= {Xs∂F
k
i

∂xs
− F j

i

∂Xk

∂xj
+ F k

s

∂Xs

∂xi
} ∂

∂xk
⊗ dxi
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et d’autre part

[XC , γF ] = [Xs ∂

∂xs
+ yi

∂Xs

∂xi
∂

∂ys
, ykF j

k

∂

∂yj
]

= ykXs∂F
j
k

∂xs
∂

∂yj
+ yi

∂Xs

∂xi
δksF

j
k

∂

∂yj
− ykF j

k δ
i
j

∂Xs

∂xi
∂

∂ys

= yiXs∂F
k
i

∂xs
∂

∂yk
+ yi

∂Xs

∂xi
F j
s

∂

∂yj
− ykF i

k

∂Xs

∂xi
∂

∂ys

= yi{Xs∂F
k
i

∂xs
+
∂Xs

∂xi
F k
s − F j

i

∂Xk

∂xj
} ∂

∂yk

= γ(LXF ).

Remarque 5.3.2. Relativement à une carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM , pour tout i =
1, ..,m , on a :

(
∂

∂xi
)C =

∂

∂xi
(5.44)

5.3.3 Relèvement Complet d’ une 1-Forme

Théorème de caractérisation des formes différentielles

Théorème 5.3.1. Soient ω̃, θ̃ ∈ Γ(T ∗(TM)) deux formes sur TM . Alors ω̃ = θ̃ Si et seule-
ment si pour tout X ∈ Γ(TM) on a :

ω̃(XC) = θ̃(XC)

.

Preuve : Il suffit de démontrer que si ω̃(XC) = 0 pour tout X ∈ Γ(TM), alors ω̃ = 0 .

Localement si X = X i ∂
∂xi

(resp ω̃ = ω̃1
i dx

i + ω̃2
jdy

j) relativement à la carte (U, xi) sur M
(resp à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM) , alors

ω̃(XC) = ω̃1
hX

h + ω̃2
ky

i∂X
k

∂xi
= 0

d’où ω̃1
h = 0 = ω̃2

k; h, k = 1, ...,m.

D’une manière plus générale on a :

Théorème 5.3.2. Si ω̃, θ̃ ∈ T0
p(TM)) (resp ∈ T1

p(TM)), tels que pour tout X1, .., Xp ∈
Γ(TM) :

ω̃(XC
1 , ..., X

C
p ) = θ̃(XC

1 , ..., X
C
p ).

Alors ω̃ = θ̃ .
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Proposition 5.3.5. Soit ω ∈ Γ(T ∗M), il existe une unique ωC ∈ Γ(T ∗(TM)) telle que pour
tout X ∈ Γ(TM), on a

ωC(XC) = (ω(X))C (5.45)

Preuve : Du Théorème 5.3.1, découle l’unicité. Localement si X = X i ∂
∂xi

, ω = ωidx
i et

ωC = ω̃idx
i + ω̂jdy

j , alors

ωC(XC) = ω̃iX
i + ω̂j(y

i∂X
j

∂xi
)

= (ωX)C

= yi
∂(ωhX

h)

∂xi

= (yi
∂ωh
∂xi

)Xh + ωh(y
i∂X

h

∂xi
)

d’où ω̃i = ∂ωi = (yi ∂ωh
∂xi

) et ω̂j = ωj i, j = 1, ...,m. On pose alors, localement

XC = ∂ωi
∂

∂xi
+ ωj

∂

∂yj

Définition 5.3.3. Soit ω ∈ Γ(T ∗M), l’unique forme ωC ∈ Γ(T ∗(TM)) qui vérifie la formule
(5.45) est appelée relèvement complet de ω.

Proposition 5.3.6. Si ω est une 1-forme sur M de composantes (ωi) par rapport à une carte
(U, xh) , alors le relèvement complet ωC a pour composantes

ωC : (∂ωi, ωj) = (yi
∂ωh
∂xi

, ωj). (5.46)

relativement à la carte induite (π−1(U), xh, yk) sur TM .

Remarque 5.3.3. Relativement à la carte induite (π−1(U), xh, yk) sur TM , on a :

(dxi)C = dyi (5.47)

Proposition 5.3.7. Si ω, θ ∈ Γ(TM∗) et X ∈ Γ(TM), alors :

1) (ω + θ)C = ωC + θC

2) (fω)C = fCωV + fV ωC

3) ωC(XV ) = (ω(X))V

Preuve : Soit X ∈ Γ(TM), on a :
1)

(ω + θ)C(XC) = ((ω + θ)(X))C = (ω(X) + θ(X))C

= (ω(X))C + (θ(X))C

= (ωC + θC)(XC)
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2)

(fω)C)(XC) = (fω(X))C) = fV ω(X))C + fCω(X))V

= fV ωC(XC) + fCωV (XC)

3) Localement si X = X i ∂
∂xi

, ω = ωidx
i, alors des formules (5.11) et (5.46), on obtient :

ωC(XV ) = (ωiX
i) ◦ π = (ω(X))V )

5.3.4 Relèvement Complet d’un Champ de tenseurs

Définition 5.3.4. Le relèvement complet peut être prolonger à un tenseur quelconque de
maniére unique tel que pour tout P,Q ∈ Tq

p(M) et f ∈ C∞(M), on a :

(P ⊗Q)C = PC ⊗QV + P V ⊗QC (5.48)
(P +Q)C = PC +QC (5.49)

(fP )C = fCP V + fV PC (5.50)

Si F ∈ T1
1(M) tel que localement F = F h

i
∂
∂xh

⊗ dxi, alors :

FC = (F h
i

∂

∂xh
⊗ dxi)C

= (F h
i )C(

∂

∂xh
)V ⊗ (dxi)V + (F h

i )V (
∂

∂xh
)C ⊗ (dxi)V

+(F h
i )V (

∂

∂xh
)V ⊗ (dxi)C

= (F h
i )C

∂

∂yh
⊗ dxi + (F h

i )V
∂

∂xh
⊗ dxi + (F h

i )V
∂

∂yh
⊗ dyi

d’où FC a pour composantes

FC :

(
F h
i 0

∂F h
i F h

i

)
(5.51)

De même si G ∈ T0
2(M) tel que G = Gijdx

i ⊗ dxj, alors GC a pour coordonnées :

GC :

(
∂Gij Gij

Gij 0

)
(5.52)

Proposition 5.3.8. Soient X, Y ∈ Γ(TM) et G ∈ T0
2(M), on a

GC(XV , Y V ) = 0 (5.53)
GC(XC , Y V ) = (G(X, Y ))V (5.54)
GC(XC , Y C) = (G(X, Y ))C (5.55)
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Preuve : En vertu de la Définition 5.3.4, il suffit de démontrer la proposition dans le cas
où G = ω ⊗$, on a :

GC(XV , Y V ) = (ωC ⊗$V )(XV , Y V ) + (ωV ⊗$C)(XV , Y V )

= ωC(XV )$V (Y V ) + ωV (XV )$C(Y V )

= 0.

GC(XC , Y V ) = ωC(XC)$V (Y V ) + ωV (XC)$C(Y V )

= (ω(X))V ($(Y ))V .

= (G(X, Y ))V

GC(XC , Y C) = ωC(XC)$V (Y C) + ωV (XC)$C(Y C)

= (ω(X))C($(Y ))V + (ω(X))V ($(Y ))C .

= (ω(X)$(Y ))C

= (G(X, Y ))C

Proposition 5.3.9. Pour tout ω ∈ Γ∗(TM) ona :

d(ωC) = (dω)C (5.56)

Preuve : En utilisant le théorème 5.3.2, la Proposition 5.3.8, les Propriétés 5.3.1, la
formule (5.42) et la formule de dérivation suivante :

dω(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ])

on obtient :

d(ωC)(XC , Y C) = XC(ωC(Y C))− Y C(ωC(XC))− ωC([XC , Y C ])

= (X(ω(Y )))C − (Y (ω(X)))C))− (ω([X, Y ]))C

= ((dω)(X, Y ))C

= (dω)C(XC , Y C)

5.4 Relèvement Horizontal
Dans cette section, on suppose que M est une variété de dimension m munie d’une

connexion linéaire ∇.

Définition 5.4.1. On définit la connexion opposée à ∇ notée ∇̂, par :

∇̂XY = ∇YX + [X, Y ]

∀X, Y ∈ Γ(TM).
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Remarques 5.4.1. .

1. Soient T et T̂ les tenseurs de torsion associés à ∇ et ∇̂ respectivement, alors pour tout
X, Y ∈ Γ(TM), ona T̂ (X, Y ) = T (Y,X).

2. Si ∇ est sans torsion, alors ∇̂ = ∇.

5.4.1 Relèvement Horizontal d’une Fonction

De la Propriété 5.1.1 (5), on rappel que, pour tout f ∈ C∞(M), on a :

γ(df) = γ(∇f) = γ(∇̂f) = i(df) = fC = ∂(f)

.

Définition 5.4.2. Si f est une fonction sur M, on pose

fH = fC − γ(∇̂f) = 0 (5.57)

application de classe C∞ sur TM dite relèvement horizontal de la fonction f .

5.4.2 Relèvement Horizontal d’un Champ de Vecteurs

Définition 5.4.3. Soit X un champ de vecteurs sur M . On définit le relèvement Horizontal
de X noté XH au fibré tangent TM par

XH = XC −∇γX (5.58)

Localement si X = X i ∂
∂xi

, alors

∇X = (
∂X i

∂xj
+XkΓijk)

∂

∂xi
⊗ dxj

∇γX = (
∂X i

∂xj
+XkΓijk)y

j ∂

∂yi

∇̂γX = (
∂X i

∂xj
+XkΓikj)y

j ∂

∂yi

XC = X i ∂

∂xi
+ yj

∂X i

∂xi
∂

∂yi

d’où

Proposition 5.4.1. Si X un champ de vecteurs sur TM de composantes (Xh) par rapport
à une carte (U, xh) sur M, alors le relèvement horizontal XH a pour composantes

XH =

(
Xh

−XjΓkijy
i

)
(5.59)
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et
(
∂

∂xi
)H =

∂

∂xi
− yjΓhji

∂

∂yh
(5.60)

On note :
δ

δxi
=
[ ∂
∂xi

− yjΓhji
∂

∂yh

]
= (

∂

∂xi
)H (5.61)

relativement à la carte induite (π−1(U), xi, yj) sur TM.

Remarque 5.4.1. Pour tout X ∈ Γ(TM) on a dπ ◦XH = X ◦ π.

Définition 5.4.4. Soit v ∈ TM ,alors

Hv = {XH
v ; X ∈ Γ(TM)} (5.62)

est un sous espace vectoriel de Tv(TM) appelé espace horizontal associé à ∇.

H =
⋃

v∈TM

Hv (5.63)

est un sous fibré vecoriel de T (TM) appelé fibré horizontal associé à ∇.

Remarque 5.4.2. Des formules (5.59) et (5.62), localement pour tout v ∈ TM , on obtient :

Hv = {ai ∂
∂xi

|v − Γkjia
iyj

∂

∂yk
|v; a1, .., am ∈ R} (5.64)

De la Remarque 5.2.1 et la Définition 5.4.4 découle la proposition suivante :

Proposition 5.4.2.
T (TM) = H⊕N

Tw(TM) = Hw ⊕Nw

où w ∈ TM .

En effet localement si w = wi ∂
∂xi

∈ TxM et X̃ = ai ∂
∂xi

+ bi ∂
∂yi

∈ Tv(TM), alors

X̃ =
(
ai

∂

∂xi
− aiwjΓkij

∂

∂yk
)

+ {bk + aiwjΓkij}
∂

∂yk

avec :

X̃h =
(
ai ∂
∂xi

− aiwjΓkij
∂
∂yk

)
∈ Hw est la partie horizontale de X̃

et

X̃v = {bk + aiwjΓkij} ∂
∂yk

∈ Nw est la partie verticale de X̃

Définition 5.4.5. Soit w ∈ TxM , le relèvement horizontal de w est defini par

wH = XH
w (5.65)

où X ∈ Γ(TM) telque Xx = w. De la formule(5.59) cette définition est indépendante du
champ de vecteurs X choisi, et on a la proposition :
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Proposition 5.4.3. L’application

TxM → Hv

w 7→ wH

est un isomorphisme linéaire

Définition 5.4.6. Un champ de vecteurs X̃ ∈ Γ(T (TM)) est dit horizontal, si pour tout
v ∈ TM on a X̃v ∈ Hv

Proposition 5.4.4. Un champ de vecteurs X̃ ∈ Γ(T (TM)) est horizontal, si et seulement
si, localement, pour h = 1..m., on a :

X̃h
2 + ΓhijX̃

j
1y

i = 0 (5.66)

où X̃ = X̃ i
1
∂
∂xi

+ X̃j
2
∂
∂yj

Proposition 5.4.5. Pour tout X, Y ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M), on a :

(X + Y )H = (X)H + (Y )H

(fX)H = (f)VXH

XHfV = (Xf)V

XHfC = (Xf)C − γ(df ◦ (∇X)

[XV , Y H ] = [X, Y ]V − (∇XY )V = −(∇̂YX)V

[XH , Y V ] = (∇̂XY )V

[XH , Y H ] = [X, Y ]H − γR̂(X, Y ).

où R̂ est le champs de vecteurs de courbure associé à ∇̂ .

Lemme 5.4.1.

(∇Y ) ◦ (∇X)− (∇X) ◦ (∇Y ) = {∇̂Y ∇̂X − ∇̂X∇̂Y } − LY∇X + LX∇Y + [LY ,LX ]

pour tout X, Y ∈ Γ(TM).

Pr Mustapha Djaa 2017



5.4 Relèvement Horizontal 140

Preuve :(Du Lemme). Soit Z ∈ Γ(TM), on a :

(∇Y ) ◦ (∇X)Z = (∇Y )(∇ZX)

= (∇Y )(∇̂XZ + [Z,X])

= (∇Y )(∇̂XZ)− (∇Y )(LX(Z))

= ∇̂Y (∇̂XZ)− (LY )(∇̂XZ)− (∇Y )(LX(Z))

= ∇̂Y (∇̂XZ)− (LY )(LXZ)− (LY )((∇X)(Z))

−(∇Y )(LX(Z))

(∇Y ) ◦ (∇X)Z − (∇X) ◦ (∇Y )Z = {∇̂Y ∇̂XZ − ∇̂X∇̂YZ} − {LY
(
(∇X)(Z)

)
−∇X(LY (Z))}

+{LX
(
(∇Y )(Z)

)
−∇Y (LX(Z))}

−{LY (LX(Z))− LX(LY (Z))}
= {∇̂Y ∇̂XZ − ∇̂X∇̂YZ} − (LY∇X)(Z) + (LX(∇Y )(Z)

−[LY ,LX ](Z)

Ici on a utilisé la propriété LX(F (Z)) = (LX ◦ F )(Z) + F (LXZ)

Preuve : (De la Proposition 5.4.5), on a :

• XH(fV ) = (XC −∇γX)(fV )

= XC(fV )− (∇γX)(fV ),

Puisque ∇γX est un champ de vecteur vertical, alors
XH(fV ) = XC(fV )

= (Xf)V

• XH(fC) = XC(fC)− (∇γX)(fC),

De la Propriété 5.3.1 formule(5.33), on obtient :
XH(fC) = (Xf)C − γ(df ◦ ∇X)

• [XV , Y H ] = [XV , Y C ]− [XV , γ(∇Y )], (de la Propriété 5.2.1)

= [X, Y ]V − γX(∇Y )

= [X, Y ]V − (∇XY )V

• [XH , Y H ] = [XC , Y C ]− [γ(∇X), Y C ]− [XC , γ(∇Y )] + [γ(∇X), γ(∇Y )]

= [X, Y ]C + γ{LY∇X − LX∇Y + (∇Y ) ◦ (∇X)− (∇X) ◦ (∇Y )}
= [X, Y ]H + γ(∇[X, Y ]) + γ{LY∇X − LX∇Y }

+γ{(∇Y ) ◦ (∇X)− (∇X) ◦ (∇Y )}
Du Lemme 5.4.1 on obtient

.[XH , Y H ] = [X, Y ]H + γ{∇̂[X,Y ])− L[X,Y ]}+ γ{LY∇X − LX∇Y }
+γ{(∇Y ) ◦ (∇X)− (∇X) ◦ (∇Y )}

= [X, Y ]H − γR̂(X, Y )− γ{L[X,Y ] + [LY ,LX ]}
= [X, Y ]H − γR̂(X, Y ).

Pr Mustapha Djaa 2017



5.4 Relèvement Horizontal 141

5.4.3 Relèvement Horizontal d’une 1-forme

Définition 5.4.7. Soit ω une 1-forme dans M. on définit le Relèvement Horizontal de ω noté
ωH de M au fibré TM par :

ωH = ωC −∇γω (5.67)

où ∇γω = γ(∇ω).

Expressions Locale. Si (ωi) désignent les coordonées de ω ∈ Γ(T ∗M) et Γhji les coef-
ficients de Christoffel associés à la connexion ∇ relativement à la carte (U, xh) sur M on
a :

ωC : (∂ωi, ωi)

∇γω : (yj∂jωi − yjΓhjiωh, 0)

∇̂γω : (yj∂jωi − yjΓhijωh, 0)

ωH : (yjΓhjiωh, ωi) (5.68)

par rapport à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM.

Définition 5.4.8. Une 1-forme ω̃ ∈ Γ(T ∗(TM)) est dite horizontale si , on a :

ω̃(XH) = 0 (5.69)

pour tout X ∈ Γ(TM).

Expressions Locale. Si (ω̃1
i , ω̃

2
j ) désignent les composantes de ω̃ ∈ Γ(T ∗(TM)) par

rapport à une carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM, alors pour tout X ∈ Γ(TM), on a :

ω̃(XH) = ω̃1
iX

i − ω̃2
hy

jΓhjiX
i = 0

d’où
ω̃1
i − ω̃2

h̄y
jΓhji = 0 (5.70)

pour tout i = 1..m.

Localement, on peut démontrer les propriétés suivantes :

Propriétés 5.4.1. Soient ω ∈ Γ(TM∗) et X ∈ Γ(TM), on a :

ωH(XV ) = (ω(X))V (5.71)
ωH(XC) = ωC(∇γX) (5.72)
ωH(XH) = 0 (5.73)

Remarque 5.4.3. De la formuule 5.68, localement on obtient

(dxh)H = yjΓhjidx
i + dyh (5.74)
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5.4.4 Relèvement Horizontal d’un Champ de Tenseurs

Définition 5.4.9. Soit S un champ de tenseurs sur M de type (0, s) (resp (1, s). On définit
le Relèvement Horizontal de S au fibré TM noté SH par

SH = SC −∇γS (5.75)

Définition 5.4.10. D’une manière générale le relèvement Horizontal peut être prolonger à
un tenseur quelconque de maniére unique tel que pour tout P,Q ∈ Tq

p(M) ,on a

(P ⊗Q)H = PH ⊗QV + P V ⊗QH (5.76)

(P +Q)H = PH +QH (5.77)

Expressions Locale.

Si F ∈ T1
1(M) tel que F = F i

j
∂
∂xi

⊗ dxj alors :

FH :

(
F i
k 0

−yjF t
kΓ

i
jt + yjF i

tΓ
t
jk F i

k

)
(5.78)

Si G ∈ T0
2(M) tel que G = Gijdx

i ⊗ dxj alors :

GH :

(
ytΓhtjGhi + ytΓhtiGjh Gij

Gij 0

)
(5.79)

Si H ∈ T2
0(M) tel que H = H ih ∂

∂xi
⊗ ∂

∂xh
alors :

HH :

(
0 H ih

H ih −ytΓitjHjh − ytΓhtjH
ij

)
(5.80)

Proposition 5.4.6. Soit F ∈ T1
1(M) un champ de tenseurs de type (1, 1) sur la variété M ,

alors

F h : TM → TTM

(x, u) 7→ F h(x, u) = FH
(x,u)(u

H) (5.81)

est un champ de vecteurs sur TM .

Localement, relativement à une carte induite (π−1(U), xi, yj), on a

F h = yiF j
i

∂

∂xj
− yiykF l

iΓ
s
lk

∂

∂ys
= yi(F (

∂

∂xi
))H
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5.4.5 Application tangente

Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés Riemannienne de connexion de Levi-Civita ∇M

et ∇N respectivement. Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application lisse. On pose :

Φ ∼= dϕ : TM → TN

Localement, Noton par (xi, yj; i, j = 1, ..m) les coordonnées locale sur TM induite par (xi; i =
1, ..m) surM et (uα, vβ;α, β = 1, ..n) les coordonnées locale sur TN induite par (xα;α = 1, ..n)
sur N on a :

ϕ = (ϕ1, ..., ϕn) (5.82)

φ = (ϕ1, ..., ϕn,
∂ϕ1

∂xj
yj, ...,

∂ϕn

∂xj
yj) (5.83)

dxϕ(y) =
∂ϕα

∂xj
yj

∂

∂uα
∈ Tϕ(x)N (5.84)

où ( ∂
∂xi

; i = 1, ..,m) (resp ( ∂
∂uα

;α = 1, .., n)) désigne la base locale de champs de vecteurs sur
M (resp N) et y = yi ∂

∂xi
∈ TxM .

De l’équation 5.84, on déduit l’expression locale de la matrice associée à dϕ :

(dϕ)αi =
(∂ϕα
∂xi

)α
i

=

 ∂ϕ1

∂x1 ... ∂ϕ1

∂xm

... ... ...
∂ϕn

∂xj
... ∂ϕn

∂xm


d’où

dϕ(
∂

∂xi
) =

∂ϕα

∂xi
∂

∂uα
(5.85)

Relativement à la base locale de champ de vecteurs ( ∂
∂xi
, ∂
∂yj

)i,j (resp ( ∂
∂uα

, ∂
∂vβ

)α,β sur M (resp
N),la matrice associée à l’application tangente dφ est donnée par :

dφ =



∂ϕ1

∂x1 ....
∂ϕ1

∂xm
0...0

... ...
∂ϕn

∂x1 ....
∂ϕn

∂xm
0...0

∂2ϕ1

∂x1∂xi
yi.... ∂2ϕ1

∂xm∂xi
yi ∂ϕ1

∂x1 ....
∂ϕ1

∂xm

... ...
∂2ϕn

∂x1∂xi
yi.... ∂2ϕn

∂xm∂xi
yi ∂ϕn

∂x1 ....
∂ϕn

∂xm


(5.86)

d’où la proposition suivante :

Proposition 5.4.7.

dφ(
∂

∂yi
) =

(
dϕ(

∂

∂xi
)
)V

(5.87)

dφ(
∂

∂xi
) =

∂ϕα

∂xi
∂

∂uα
+

∂2ϕβ

∂xi∂xj
yj

∂

∂vβ
(5.88)

dφ(
δ

δyi
) =

(
dϕ(

∂

∂xi
)
)H

+
(
(∇dϕ)(Y,

∂

∂xi
)
)

(5.89)
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Preuve :

dφ(
∂

∂yi
) =

∂ϕα

∂xi
∂

∂vα

=
(∂ϕα
∂xi

∂

∂uα

)V
=

(
dϕ(

∂

∂xi
)
)V

dφ(
δ

δyi
) = dφ(

∂

∂xi
−M Γkijy

j ∂

∂yk
)
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5.5 Métrique Naturelle

5.5.1 Métrique Naturelle

Définition 5.5.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne . Une métrique Riemannienne ḡ
sur le fibré tangent TM de M est dite naturelle par rapport à g si

ḡ(XH , Y H) = g(X, Y )V

= g(X, Y ) ◦ π (5.90)
ḡ(XH , Y V ) = 0

∀X, Y ∈ Γ(TM)

Remarque 5.5.1. De la Définition 5.5.1, on déduit que pour tout champ de vecteurs vertical
Ỹ ∈ Γ(T (TM)) et X ∈ Γ(TM) , on a

ḡ(XH , Ỹ ) = 0

où ḡ est une métrique naturelle sur le fibré tangent TM .

Proposition 5.5.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne de connexion de Levi-Civita ∇.
Si ḡ est une métrique naturelle sur TM de connexion de Levi-Civita ∇, alors

1)ḡ(x,u)(∇XHY H , ZH) = g(x,u)((∇XY )H , ZH) = gx(∇XY, Z) ◦ π

2)ḡ(x,u)(∇XHY H , ZV ) = −1

2
ḡ(x,u)({R(X, Y )u}V , ZV )

3)ḡ(x,u)(∇XHY V , ZV ) =
1

2
[XH(ḡ(Y V , ZV ) + ḡ(ZV , (∇XY )V )− ḡ(Y V ,∇XZ)V ](x,u)

4)ḡ(x,u)(∇XHY V , ZH) = −1

2
ḡ(x,u)({R(Z,X)u}V , Y V )

5)ḡ(x,u)(∇XV Y H , ZH) =
1

2
ḡ(x,u)({R(Y, Z)u}V , XV )

6)ḡ(x,u)(∇XV Y H , ZV ) =
1

2
[Y H(ḡ(XV , ZV )− ḡ(ZV , (∇YX)V )− ḡ(XV , (∇YZ)V ](x,u)

7)ḡ(x,u)(∇XV Y V , ZH) =
1

2
[−ZH(ḡ(XV , Y V )) + ḡ(Y V , (∇ZX)V ) + ḡ(XV , (∇ZY )V )](x,u)

8)ḡ(x,u)(∇XV Y V , ZV ) =
1

2
[XV (ḡ(Y V , ZV )) + Y V (ḡ(ZV , XV ))− ZV (ḡ(XV , Y V ))](x,u)

où (x, u) ∈ TM tel que π(u) = x.

La preuve découle immédiatement de la formule de Kozul et de la Définition 5.5.1 .
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Preuve : (de la Proposition 5.5.1)

2ḡ(∇XHY H , ZH) = XH(g(Y H , ZH)) + Y H(g(XH , ZH))− ZH(g(XH , Y H))

+g(ZH , [XH , Y H ]) + g(Y H , [ZH , XH ])− g(XH , [Y H , ZH ])

= XH(g(Y, Z)V ) + Y H(g(X,Z)V )− ZH(g(X, Y )V )

+g(ZH , [X,Y ]H) + g(Y H , [Z,X]H)− g(XH , [Y, Z]H)

= {X(g(Y, Z)) + Y (g(X,Z))− Z(g(X, Y )) + g(Z, [X, Y ])

+g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z])}V

= 2g(∇XY, Z) ◦ π.

2ḡ(∇XHY H , ZV ) = XH(g(Y H , ZV )) + Y H(g(XH , ZV ))− ZV (g(XH , Y H))

+g(ZV , [XH , Y H ]) + g(Y H , [ZV , XH ])− g(XH , [Y H , ZV ])

= −ZV (g(X, Y )V )) + g(ZV , [X, Y ]H)− g(ZV , γ(R̂(X, Y ))

−g(Y H , (∇̂XZ)V )− g(XH , (∇̂YZ)V )

= −g(ZV , γ(R̂(X, Y ))

= −g(ZV , γ(R(X, Y ))

puisque la connexion symetrique ∇̂ = ∇ et R̂ = R. Comme γ(R(X, Y ))(x,u) = (Rx(X, Y ), u)V ,
on déduit

ḡ(x,u)(∇XHY H , ZV ) = −1

2
ḡ(x,u)({R(X, Y )u}V , ZV

(x,u))

Les autres égalités se démontrent de la même façon.

5.5.2 Métrique de SASAKI

Définition 5.5.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. La métrique de Sasaki associée est
l’unique métrique naturelle ĝ sur le fibré tangent TM telle que :

1)ĝ(XH , Y H) = g(X, Y ) ◦ π (5.91)
2)ĝ(XH , Y V ) = 0

3)ĝ(XV , Y V ) = g(X,Y ) ◦ π

∀X, Y ∈ Γ(TM)

Dans toute la suite, la métrique de Sasaki sera notée gS.

De la Proposition 5.5.1 et la Définition 5.5.2, on déduit :
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Proposition 5.5.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne de connexion de Levi-Civita ∇
et gS la métrique de Sasaki sur TM associée. Si ∇̂ désigne la connexion de Levi-Civita sur
TM , alors

1) gS(∇̂XHY H , ZH) = gS((∇XY )H , ZH)

= (g(∇XY, Z))V .

2)gS(x,u)(∇̂XHY H , ZV ) = −1

2
(gx(R(X, Y )u, Z))V )

= −1

2
gS([R(X, Y )∗]v, ZV )(x,u).

3) gS(∇̂XHY V , ZV ) =
1

2
{X(g(Y, Z)) + g(Z,∇XY )− g(Y,∇XZ}V

= (g(∇XY, Z))V

= gS((∇XY )V , ZV ).

4)gS(x,u)(∇̂XHY V , ZH) = −1

2
gx(R(Z,X)u, Y )

=
1

2
gS(x,u)((R(u, Y )X)H , ZH)

=
1

2
gS((R(∗, Y )X)h, ZH)(x,u).

5)gS(x,u)(∇̂XV Y H , ZH) =
1

2
gS(x,u)({R(Y, Z)u}V , XV )

=
1

2
gx(R(Y, Z)u,X)

=
1

2
gx(R(u,X)Y, Z)

=
1

2
gS([R(∗, X)Y ]h, ZH).

6)gS(x,u)(∇̂XV Y H , ZV ) =
1

2
[Y H(gS(XV , ZV )− gS(ZV , (∇YX)V )− gS(XV , (∇YZ)V ](x,u)

=
1

2
[Y (g(X,Z))− g(Z,∇YX)− g(X,∇YZ)]V(x,u)

= 0.

7)gS(x,u)(∇̂XV Y V , ZH) =
1

2
[−ZH(gS(XV , Y V )) + gS(Y V , (∇ZX)V ) + gS(XV , (∇ZY )V )](x,u)

=
1

2
[−Z(g(X, Y )) + g(Y,∇ZX) + g(X,∇ZY )]V(x,u)

= 0.

8)gS(x,u)(∇̂XV Y V , ZV ) =
1

2
[XV (ḡ(Y V , ZV )) + Y V (ḡ(ZV , XV ))− ZV (ḡ(XV , Y V ))](x,u)

= 0.

où (x, u) ∈ TM tel que π(u) = x.

De la Proposition 5.5.2, découle :
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Proposition 5.5.3. soit (M, g) une variété Riemannienne. Si ∇̂ désigne la connexion de
Levi-Civita associée à la métrique de Sasaki gS, alors pour tout X, Y ∈ Γ(TM) et F ∈ T1

1(M)
on a :

(∇̂XHY H)(x,u) = (∇XY )H(x,u) −
1

2
(Rx(X, Y )u)V

= (∇XY )H(x,u) −
1

2
(R(X, Y )∗)v(x,u) (5.92)

(∇̂XHY V )(x,u) = (∇XY )V(x,u) +
1

2
(Rx(u, Y )X)H

= (∇XY )V(x,u) +
1

2
(R(∗, Y )X(x,u))

h (5.93)

(∇̂XV Y H)(x,u) =
1

2
(Rx(u,X)Y )H

=
1

2
(R(∗, X)Y )h(x,u) (5.94)

(∇̂XV Y V )(x,u) = 0 (5.95)

(∇̂XV F v)(x,u) = (F (X))V(x,u) (5.96)

(∇̂XV F h)(x,u) = (F (X))H(x,u) +
1

2
(Rx(u,Xx)F (u))H (5.97)

où (x, u) ∈ TM .

Preuve : Pour tout Z ∈ Γ(TM) On a :

gS(∇̂XHY H , ZH) = gS((∇XY )H , ZH)

= gS((∇XY )H , ZH)− 1

2
gS([R(X, Y )∗]v, ZH)

gS(∇̂XHY H , ZV ) = −1

2
gS([R(X, Y )∗]v, ZV )

= gS((∇XY )H , ZV − 1

2
gS([R(X,Y )∗]v, ZV )

d’où
∇̂XHY H = (∇XY )H − 1

2
[R(X, Y )∗]v

Localement on a :
•

∇̂XV F v = ∇̂XV yi(F (
∂

∂xi
))V = XV (yi)(F (

∂

∂xi
))V

= X i(F (
∂

∂xi
))V = (F (X))V
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•

∇̂XV F h = ∇̂XV yi(F (
∂

∂xi
))H

= XV (yi)(F (
∂

∂xi
))H + yi∇̂XV (F (

∂

∂xi
))H

(∇̂XV F h)(x,u) = X i(F (
∂

∂xi
))H(x,u) +

1

2
ui(Rx(u,X)F (

∂

∂xi
))H

= (F (X))H(x,u) +
1

2
(Rx(u,X)F (ui

∂

∂xi
))H

= (F (X))H(x,u) +
1

2
(Rx(u,X)F (u))H

Les premières formules se déduisent directement de la Proposition 5.5.2 et de la Définition
5.5.2

Proposition 5.5.4. Soit (M, g) une varété Riemannienne. Si R̂ désigne le tenseur de cour-
bure associé à la métrique de Sasaki gS sur TM , alors pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM) on a :

1.R̂(x,u)(X
V , Y V )ZV = 0

2.R̂(x,u)(X
V , Y V )ZH = [R(X, Y )Z +

1

4
R(u,X)(R(u, Y )Z)− 1

4
R(u, Y )(R(u,X)Z)]Hx

3.R̂(x,u)(X
H , Y V )ZV = −[

1

2
R(Y, Z)X +

1

4
R(u, Y )(R(u, Z)X)]Hx

4.R̂(x,u)(X
H , Y V )ZH = [

1

4
R(R(u, Y )Z,X)u+

1

2
R(X,Z)Y ]Vx +

1

2
[(∇XR)(u, Y )Z]Hx

5.R̂(x,u)(X
H , Y H)ZV = [R(X, Y )Z +

1

4
R(R(u, Z)Y,X)u− 1

4
R(R(u, Z)X, Y )u]Vx

+
1

2
[(∇XR)(u, Z)Y − (∇YR)(u, Z)X]Hx

6.R̂(x,u)(X
H , Y H)ZH =

1

2
[(∇ZR)(X, Y )u]Vx

+[R(X, Y )Z +
1

4
R(u,R(Z, Y )u)X

+
1

4
R(u,R(X,Z)u)Y +

1

2
R(u,R(X, Y )u)Z]Hx

où (x, u) ∈ TM tel que π(u) = x

la preuve découle immédiatement de la Proposition 5.5.3.

Preuve :(de la Proposition 5.5.4)

1)

R̂(x,u)(X
V , Y V )ZV = ∇̂XV ∇̂Y V Z

V − ∇̂Y V ∇̂XV ZV − ∇̂[XV ,Y V ]Z
V

= 0.
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2)

R̂(XV , Y V )ZH = ∇̂XV ∇̂Y V Z
H − ∇̂Y V ∇̂XV ZH − ∇̂[XV ,Y V ]Z

Y

= ∇̂XV ∇̂Y V Z
H − ∇̂Y V ∇̂XV ZH

=
1

2
{∇̂XV (R(∗, Y )Z)h − ∇̂Y V (R(∗, X)Z)h}

de la formule (5.97), on a

R̂(x,u)(X
V , Y V )ZH =

1

2
{(R(X, Y )Z)H(x,u) +

1

2
(Rx(u,X)R(u, Y )Z)H

−(R(Y,X)Z)H(x,u) −
1

2
(Rx(u, Y )R(u,X)Z)H}

= [Rx(X, Y )Z) +
1

4
Rx(u,X)R(u, Y )Z − 1

4
Rx(u, Y )(Rx(u,X)Z)]H

3)

R̂(XH , Y V )ZV = ∇̂XH∇̂Y V Z
V − ∇̂Y V ∇̂XHZV − ∇̂[XH ,Y V ]Z

V

= −∇̂Y V (∇XZ)V − 1

2
∇̂Y V (R(∗, Z)X)h − ∇̂(∇X ,Y )V Z

V

= −1

2
∇̂Y V (R(∗, Z)X)h

En vertu de la formule (5.97), on obtient

R̂(x,u)(X
H , Y V )ZV = −1

2
[∇̂Y V (R(∗, Z)X)h](x,u)

= −1

2
[Rx(Y, Z)X) +

1

2
Rx(u, Y )(Rx(u, Z)X)]H

Les autres formules se démontrent de la même mnière.

Théorème 5.5.1. Soit (TM, gS) la variété de Sasaki associé à la variété (M, g). Alors (M, g)
est plate si et seulement si (TM, gS) est plate.

Preuve : De la Proposition 5.5.4 on a,

(R = 0) ⇒ (R̂ = 0)

.

De la Proposition 5.5.4, formule (6), on obtient :

(Rp(X, Y )Z)H = R̂(p,0)(X
H , Y H)ZH = 0

pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM) et p ∈M ; D’où

(R̂ = 0) ⇒ (R = 0)
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5.5.3 Métrique de Cheeger-Gromoll sur TM

Définition 5.5.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne. La métrique de Cheeger-Gromoll
ĝ est une métrique naturelle définie sur le fibré tangent TM par :

1) ĝ(XH , Y H) = g (X, Y ) ,

2) ĝ(XH , Y V ) = 0,

3) ĝ
(
XV , Y V

)
=

1

1 + r2
(g (X, Y ) + g (X, u) g (Y, u)) .

où X, Y ∈ X (M) , et r =‖ u ‖=
√
g (u, u).

Connexion de Levi-Civita

Proposition 5.5.5. Soit ∇̂ la connexion de Levi-Civita sur le fibré tangent TM associée
à la métrique de Cheeger-Gromoll ĝ. Si X,Y ∈ X (M), alors pour tout (x, u) ∈ TM :

1) ∇̂XHY H = (∇XY )H − 1

2
{R (X, Y )u}V , (5.98)

2) ∇̂XHY V =
1

2α
{R (u, Y )X}H + (∇XY )V ,

3) ∇̂XV Y H =
1

2α
{R (u,X)Y }H ,

4) ∇̂XV Y V = − 1

α

(
ĝ
(
XV ,U

)
Y V + ĝ

(
Y V ,U

)
XV
)

+
1 + α

α
ĝ
(
XV , Y V

)
U

− 1

α
ĝ
(
XV ,U

)
ĝ
(
Y V ,U

)
U .

où localement u =
∑
ui ∂

∂xi
, α = 1 + r2 et U ∈X (TM) désigne le champ de vecteurs

vertical définit par :

U =
m∑
i=1

ui
∂

∂xi
, U = UV =

m∑
i=1

ui
∂

∂ui
.

U (resp U ) sont constant sur chaque fibre.

Lemme 5.5.1. Soit f : R −→ R une fonction de calasse C∞, on a

XH
(x,u)

(
f
(
r2
))

= 0 (5.99)

XV
(x,u)

(
f
(
r2
))

= 2f ′
(
r2
)
g (X, u)

Preuve : Localement, si X = X i ∂
∂xi

, alors

XV = X i ∂

∂ui
, XH = X i ∂

∂xi
−X iujΓkij

∂

∂uk
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De la formule 1.2.1, on a :

XH
(
f
(
r2
))

=
∂

∂xi
(
f
(
r2
))
− Γjiku

k ∂

∂uj
(
f
(
r2
))

= f ′(r2)
{ ∂

∂xi
(g(u, u))− Γjiku

k ∂

∂uj
(g(u, u))

}
= f ′(r2)

{
ulus

∂

∂xi
(gls)− Γjiku

k ∂

∂uj
(ulusgls)

}
= f ′

(
r2
)
ulus{ ∂

∂xi
(gls)− Γkilgsk − Γkisglk}

= f ′
(
r2
)
ulus

{ ∂

∂xi
(gls)−

1

2
[
∂gsl
∂xi

+
∂gis
∂xl

− ∂gil
∂xs

+
∂gls
∂xi

+
∂gil
∂xs

− ∂gis
∂xl

]
}

= 0.

XV
(
f
(
r2
))

= X if ′
(
r2
) ∂

∂ui
(
ulusgls

)
= 2X if ′

(
r2
)
usgis

= 2f ′(r2)g(X, u).

Lemme 5.5.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si pour Y ∈ Γ(TM), on note

g(Y, .) : TM → R

p = (x, u) 7→ gx(Yx, u)

alors

XH(g(Y, .)) = g(∇XY, .)

XV (g(Y, .)) = g(X, Y )

Preuve : Localement, si u = ui ∂
∂xi

, X = X i ∂
∂xi

et Y = Y i ∂
∂xi

, alors :

XH(g(Y, .)) =
(
X i ∂

∂xi
−X iujΓkij

∂

∂uk

)
(g(Y, u))

= X(g(Y, u))−X iujΓkij
∂

∂uk
(gabY

aub)

= g(∇XY, u) + g(Y,∇X(uj
∂

∂xj
))−X iujΓkij(gakY

a)

= g(∇XY, u) + g(Y,X iuj∇ ∂

∂xj

∂

∂xj
)− g(Y,X iujΓkij

∂

∂xk
)

= g(∇XY, u).

XV (g(Y, .)) = X i ∂

∂ui
(gabY

aub)

= X igabY
a ∂

∂ui
(ub)

= X igaiY
a

= g(X, Y ).
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Preuve :[De la Proposition 5.5.5].
En utilisant la formule de Koszul (1.9), la Définition 5.5.3 et les Lemmes 5.5.1 et 5.5.2, on
obtient

• 2ĝ(∇̂XHY H , ZH) = XH(ĝ(Y H , ZH)) + Y H(ĝ(XH , ZH))− ZH(ĝ(XH , Y H))

−ĝ(XH , [Y H , ZH ]) + ĝ(Y H , [ZH , XH ]) + ĝ(ZH , [XH , Y H ])

= 2ĝ((∇XY )H , ZH).

= 2ĝ
(
(∇XY )H + (R(X, Y )u)V , ZH

)
.

• 2ĝ(∇̂XHY H , ZV ) = XH(ĝ(Y H , ZV )) + Y H(ĝ(XH , ZV ))− ZV (ĝ(XH , Y H))

−ĝ(XH , [Y H , ZV ]) + ĝ(Y H , [ZV , XH ]) + ĝ(ZV , [XH , Y H ])

= −ĝ({R(X, Y )u}V , ZV )

= 2ĝ
(
(∇XY )H − (R(X, Y )u)V , ZV

)
• ĝ(∇̂XHY V , ZH) = −1

2
ĝ(Y V , {R(Z,X)u}V )

= − 1

2α
(g(Y,R(Z,X)u) + g(Y, u)g(R(Z,X)u, u))

= − 1

2α
g(R(Z,X)u, Y )

=
1

2α
ĝ({R(u, Y )X}H , ZH)

• 2ĝ(∇̂XHY V , ZV ) = XH
(
ĝ
(
Y V , ZV

))
+ ĝ(Y V ,

[
ZV , XH

]
)

+ĝ(ZV ,
[
XH , Y V

]
)

= XH(
1

α
(g (Y, Z) + g (Y, u) g (Z, u)))− ĝ

(
Y V , (∇XZ)V

)
+ĝ(ZV , (∇XY )V )

=
1

α

(
g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) + g(∇XY, u)g(Z, u)

+g(Y, u)g(∇XZ, u)
)
− ĝ(Y V , (∇XZ)V ) + ĝ(ZV , (∇XY )V )

=
1

α

(
g(∇XY, Z) + g(∇XY, u)g(Z, u)

)
+ ĝ(ZV , (∇XY )V )

= 2ĝ((∇XY )V , ZV )

• 2ĝ(∇̂XV Y H , ZH) = ĝ(XV ,
[
Y H , ZH

]
)

= ĝ
(
XV , (R (Y, Z)u)v

)
=

1

α
(g (X,R(Y, Z)u) + g (X, u) g (R(Y, Z)u, u))

=
1

α
g (R(u,X)Y, Z)

=
1

α
ĝ((R(u,X)Y )H , ZH).
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• 2ĝ(∇̂XV Y H , ZV ) = Y H(ĝ(ZV , XV ))− ĝ(ZV , (∇YX)V )− ĝ(XV , (∇YZ)V )

= ĝ(ZV , (∇YX)V ) + ĝ(XV , (∇YZ)V )− ĝ(ZV , (∇YX)V )

−ĝ(XV , (∇YZ)V )

= 0

• 2ĝ(∇̂XV Y V , ZH) = −ZH
(
ĝ
(
XV , Y V

))
+ ĝ(Y V , (∇ZX)V ) + ĝ(XV , (∇ZY )V )

= −ĝ(Y V , (∇ZX)V )− ĝ(XV , (∇ZY )V )

+ĝ(Y V , (∇ZX)V ) + ĝ(XV , (∇ZY )V )

= 0

Du Lemmes 5.5.1 et 5.5.2, on a

XV
(
ĝ
(
Y V , ZV

))
= − 2

α2
g (X, u) (g (Y, Z) + g (Y, u) g (Z, u))

+
1

α
(g (X, Y ) g (Z, u) + g (X,Z) g (Y, u))

d’où

• 2ĝ(∇̂XV Y V , ZV ) = XV (ĝ(ZV , Y V )) + Y V (ĝ(XV , ZV ))− ZV (ĝ(XV , Y V ))

= − 2

α2
g(X, u)

(
g(Y, Z) + g(Y, u)g(Z, u)

)
+

1

α
(g (X, Y ) g (Z, u) + g (X,Z) g (Y, u))

− 2

α2
g (Y, u) (g (X,Z) + g (X, u) g (Z, u))

+
1

α
(g (X, Y ) g (Z, u) + g (Y, Z) g (X, u))

+
2

α2
g (Z, u) (g (Y,X) + g (Y, u) g (X, u))

− 1

α
(g(Y, Z)g(X, u) + g(X,Z)g(Y, u))

= − 2

α
g(X, u)ĝ(Y V , ZV )− 2

α
g(Y, u)ĝ(XV , ZV ) +

2

α
g(Z, u)ĝ(XV , Y V )

+
2

α
g(X,Y )g(Z, u)

= − 2

α
g(X, u)ĝ(Y V , ZV )− 2

α
g(Y, u)ĝ(XV , ZV ) +

2

α
g(Z, u)ĝ(XV , Y V )

+2ĝ(XV , Y V )g(Z, u)− 2

α
g(X, u)g(Y, u)g(Z, u)

De la définition 5.5.3, on a pour tout champ de vecteurs X ∈ Γ(TM) :

ĝ(X
V
,U) = ĝ(X

V
, UV )

=
1

α
(g(X,U) + g(X,U)g(U,U))

= g(X,U)
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par suite, on obtient :

ĝ(∇̂XV Y V , ZV ) =
1

α

{
− ĝ(XV ,U)ĝ(Y V , ZV )− ĝ(Y V ,U)ĝ(XV , ZV ) + (1 + α)ĝ(ZV ,U)ĝ(XV , Y V )

−ĝ(XV ,U)ĝ(Y V ,U)ĝ(ZV ,U)
}

=
2

α
ĝ
(
− ĝ(XV ,U)Y V − ĝ(Y V ,U)XV + (1 + α)ĝ(XV , Y V )U

−ĝ(XV ,U)ĝ(Y V ,U)U , ZV
)

5.5.4 β-metrique sur TM .

Définition 5.5.4. Soit (M,g) une variété Riemannienne et β ∈ R+. Sur le fibré tangent TM ,
on définit la métrique β-metric noté g̃ par

1. g̃(XH , Y H) = ε
2
g(X, Y ) ◦ π

2. g̃(XH , Y V ) = 0

3. g̃(x,u)(X
V , Y V ) = 1

α
(gx(X, Y ) + βgx(X, u)gx(X, u))

où X, Y ∈ Γ(TM), (x, u) ∈ TM , r = g(u, u), α = 1 + βgx(u, u) et ε ∈ {1, 2}.

Noton que si β = 0 (resp β = 1) et ε = 2, alors g̃ est la métrique de Sasaki (resp la
métrique de Cheeger-Gromoll).

Dans la suite on prend ε = 1.

Lemme 5.5.3. Soit (M,g) une variété Riemannienne, alors pour tout x ∈M et u = ui ∂
∂xi

∈
TxM , on a les formules suivantes :

1. XH(g(u, u))(x,u) = 0

2. XH(g(Y, u))(x,u) = g(∇XY, u)x

3. XV (g(u, u)(x,u) = 2g(X, u)x

4. XV (g(Y, u)(x,u) = g(X, Y )x

Preuve : Localement, si U : x ∈ M → Ux = ui ∂
∂xi

∈ TM est un champ de vecteurs
constant sur chaque fibre TxM , alors :
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1. XH(g(u, u))(x,u) = [X i ∂

∂xi
gsty

syt − ΓkijX
iyj

∂

∂yk
gsty

syt](x,u)

= X(g(U,U)x − 2(ΓkijX
iyjgsky

s)(x,u)

= (X(g(U,U)x − 2g(U,∇XU))x

= 0.

2. XH(g(u, u))(x,u) = [X i ∂

∂xi
gstY

syt − ΓkijX
iyj

∂

∂yk
gstY

syt](x,u)

= X(g(Y, U)x − (ΓkijX
iyjgskY

s)(x,u)

= (X(g(Y, U)x − g(Y,∇XU))x

= g(∇XY, U))x.

3. XV (g(u, u))(x,u) = [X i ∂

∂yi
gsty

syt](x,u) = 2X igitu
t = 2g(X, u)x

4. XV (g(Y, u))(x,u) = [X i ∂

∂yi
gstY

syt](x,u) = X igsiY
s = g(X, Y )x

Théorème 5.5.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne et g̃ une β-metric relative à g

sur TM . Si ∇ (resp ∇̃) désigne la connexion de Levi-Civita associée à (M, g) (resp (TM, g̃),
alors on a :

1. (∇̃XHY H)p = (∇XY )H − 1

2
(R(X, Y )u)V ,

2. (∇̃XHY V )p = (∇XY )V +
1

2α
(R(u, Y )X)H

3. (∇̃XV Y H)p =
1

2α
(Rx(u,X)Y ))H

4. (∇̃XV Y V )p = −β
α

[
g̃(XV , UV )Y V + g̃(Y V , UV )XV + βg̃(XV , UV )g̃(Y V , UV )UV

−(1 + α)g̃(XV , Y V )UV
]
p

= − β

α2

[
α(g(X,U)Y V + g(Y, U)XV )− βg(X,U)g(Y, U)UV

−(1 + α)g(X, Y )UV
]
p

pour tout champ de vecteurs X, Y ∈ Γ(TM) et p = (x, u) ∈ TM , où R désigne le tenseur
de courbure de (M,g),.

La preuve du Théorème 5.5.2 découle directement de la formule de Kozul, le Lemme 5.5.3
et les formules suivantes :

1. g̃(XV , U) =
1

α
[g(X, u) + βg(X, u)g(u, u)] = g(X, u)

2. XV (g̃(Y V , ZV ) = −2β

α2
g(X,U)[g(Y, Z) + βg(Y, U)g(Z,U)]

+
β

α
[g(X, Y )g(Z,U) + g(X,Z)g(Y, U)]
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5.5.5 Métrique Complète

Définition 5.5.5. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le relèvement complet du tenseur
g au fibré tangent TM est une pseudo-métrique sur TM , de signature (m,m), notée gC, elle
est dite métrique Complète.

De la Proposition (5.3.8), on a :

gC(XV , Y C) = (g(X, Y ))V = gC(XC , Y V ) (5.100)
gC(XC , Y C) = (g(X, Y ))C (5.101)
gC(XV , Y V ) = 0. (5.102)

pour tout X, Y ∈ Γ(TM).

Remarque 5.5.2. Localement si (E1, ..., Em) est une base orthonormale de champs de vec-
teurs sur M , alors

(

√
2

2
(EC

1 + EV
1 ), ...,

√
2

2
(EC

m + EV
m),

√
2

2
(EC

1 − EV
1 ), ...,

√
2

2
(EC

m − EV
m)) (5.103)

est une base pseudo-horthonormale telle que :

gC((

√
2

2
(EC

i + EV
i ), (

√
2

2
(EC

j + EV
j )) =

1

2
(g(Ei, Ej))

C + (g(Ei, Ej))
V

= δij

gC((

√
2

2
(EC

i − EV
i ), (

√
2

2
(EC

j − EV
j )) =

1

2
(g(Ei, Ej))

C − (g(Ei, Ej))
V

= −δij

gC((

√
2

2
(EC

i + EV
i ), (

√
2

2
(EC

j − EV
j )) =

1

2
{(g(Ei, Ej))C + (g(Ei, Ej))

V − (g(Ej, Ei))
V }

= 0.

Relativement à la base obtenue par la formule 5.103, la matrice associée à gC est donnée
par :

gC =



1 0
. . .

1
−1

. . .
0 −1
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Proposition 5.5.6. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si ∇ (resp ∇C) désigne La
connexion de Levi-Civita associée à la métrique g (resp la métrique complète gC), alors :

∇C
XV Y

V = 0 (5.104)
∇C
XV Y

C = ∇C
XCY

V = (∇XY )V

∇C
XCY

C = (∇XY )C

Pour tout X, Y ∈ Γ(TM).

La preuve de la Proposition 5.5.6, se déduit de la Définition 5.5.5 et de la formule de Kozul
(1.9).

Remarque 5.5.3. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne ; Si ( ∂
∂xi
, .., ∂

∂xm
) est une base

locale de champs de vecteurs relativement à une carte (U, xi), alors

((
∂

∂x1
)C , .., (

∂

∂xm
)C , (

∂

∂x1
)V , .., (

∂

∂xm
)V )

est une base locale des champs de vecteurs sur TM relativement à la carte induite (π−1(U), xi, yj),
et on a :

gC :

(
yk

∂gij
∂xk

gij
gij 0

)
, (5.105)

(gC)−1 :

(
0 gij

gij yk ∂g
ij

∂xk

)
(5.106)

où (gij) est la matrice inverse de (gij).

5.5.6 Tenseur de Courbure d’une Métrique Complète

Proposition 5.5.7. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si RC désigne le tenseur de
courbure associé à la métrique complète gC sur le fibré tangent TM , alors , pour tout X, Y, Z ∈
Γ(TM) on a :

1)RC(XV , Y V )ZV = 0 (5.107)
2)RC(XV , Y V )ZC = 0

3)RC(XC , Y V )ZV = 0

4)RC(XC , Y V )ZC = (R(X,Y )Z)V

5)RC(XC , Y C)ZV = (R(X,Y )Z)V

6)RC(XC , Y C)ZC = (R(X,Y )Z)C

Preuve : De la Proposition (5.5.6) on a :
2)

RC(XV , Y V )ZC = ∇XV∇Y V Z
C −∇Y V∇XV ZC −∇[XV ,Y V ]Z

C

= ∇XV (∇YZ)V −∇Y V (∇XZ)C

= 0
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4)

RC(XC , Y V )ZC = ∇XC∇Y V Z
C −∇Y V∇XCZC −∇[XC ,Y V ]Z

C

= (∇X∇YZ)V − (∇Y∇XZ)V − (∇[X,Y ]Z)V

= (R(X, Y )Z)V

6)

RC(XC , Y C)ZC = ∇XC∇Y CZ
C −∇Y C∇XCZC −∇[XC ,Y C ]Z

C

= (∇X∇YZ)C − (∇Y∇XZ)C − (∇[X,Y ]Z)C

= (R(X, Y )Z)C

les autres egalités se démontrent d’une façon analogue.
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