QOutils mathématiques

|. EIéments de surface dS et de volume d=z

I.1. Coordonnées cartésiennes

>

Soient R, (O,XyYoZ,) un repere direct orthonormé de base (i, j, k) et M la particule a repérer.

Dans R,, la position de la particule M est donnée par ses trois coordonnées cartésiennes (x,y,z),

le vecteur position s’écrit :

OM=Om+mM:xT+yi+zE N

Déplacement élémentaire:

—>
Le vecteur déplacement élémentaire MM’ (M’ est trés voisin de M)

s’écrit: ‘*E g |
e hf !
MM'=dOM =dM =dx i +dy ] +dzk

(DansR,, di=dj=dk=0)



|.2. Coordonnées cylindriques

Dans le systeme de coordonnées cylindriques, la position de la particule M est données par trois

coordonnées cylindrique (p,0,z) définit comme suit :

0= ‘ﬁﬁ‘ (mestla projectionde M surle plan (O, x,, ¥,, Z,), 6 =angle (&o,ﬁﬁ) et zestla projection

du vecteurposition OM sur I'axe Oz.

. > > > ., . .
Une nouvelle base orthonormée directe (ep, €6, k) est associée a ce systeme de

—>
coordonnées. Dans cette base , le vecteur positon OM s’écrit : 20

OM =0Om+mM =p5p+zE

Déplacement élémentaire:

—>
Le vecteur déplacement élémentaire MM ' (M’ trés voisin de M) est

MM'=dOM =dM =dpe, + pddes +dzK

Cas particulier :

Si la trajectoire de M est plane, ce point peut étre repéré par ses
coordonnées polaires p et O.



Surface élémentaire;

La surface élémentaire dS s’obtient par variation élémentaire des deux variables, 0 et z

—dS = pdadz

Volume élémentaire:

Le volume élémentaire dz s’obtient par variation élémentaire de trois variables, 8, z et p

—=dr=dSdp=pdpdldz
|.3. Coordonnées sphériques

Dans le systeme de coordonnées sphériques, la position de la particule M est données par trois

coordonnées sphériques (r, ¢, 0) définit comme suit :

r= ‘OM ; @=angle(0zo,,0OM); ¢ =angle(Oxo,,0m)
> > >

Dans la base (er, e ,e0), le vecteur position s’écrit :

OM =rer

Déplacement élémentaire:

Le vecteur déplacement élémentaire de la particule M en
coordonnées sphériques est donné par :

dOM =dre, +rd@ey +r(sind) dpe, % 3




Surface élémentaire;

La surface élémentaire dS s’obtient par variation élémentaire des deux variables, 6 et ¢

0—>0+d0 et p—o>p+de

=dS=r pdfde; avecp=rsing
= dS =r’sinddode

Volume élémentaire:

Le volume élémentaire dz s’obtient par variation élémentaire de trois variables, r, 8,9

0—>0+d0 ; p>p+de; r >r+dr
=dr=dSdr=r2sinéddédedr

Remarque :

Les surfaces et volumes finis se calcule en intégrant ses éléments de surface
dans les cas de systéme cylindrique ou sphérique

S=|[ds et z=[[[dz

Intégrale de surface Intégrale de volume



l.4. Angles solides

= Angle solide et angle solide élémentaire

a. Angle solide

La portion d’espace délimitée par les génératrices du c6ne de sommet

O correspond a un angle dit « solide », noté Q. T

L’angle solide Q est définit par : Qz% CE—"'L--__L'
R R

2 est la surface d’intersection d’une sphére de centre 0 et de rayon R avec la portion
d’espace caractérisée par Q (Q2 est exprimé en stéradian)

b. Angle solide élémentaire

|

—
p—
|

La surface elementaire dS, autour du point M est vue de ,.__.h
O sous l’angle solide dQ o

Par définition : dQ = dS;“ _dSn.u_dScosf _d2
r r2 r2 r2

L’angle solide sous lequel on vois une surface finie s’obtient en intégrant dQ

= Q:J;de



Il. Champ scalaire, vectoriel
II.1. Champ scalaire & vectoriel:
Définition :

» Champ scalaire : a tout point M de I’espace on associe une fonction U = U(Mx,My,...)

_>
* Champ vectoriel : un champ de vecteur A(M) est une application qui a chague point

M(x,y,z) de I’espace est associé un vecteur A_‘(>M) :
= M(xy,2) > AM)=AM)iI+A M) j+AM)K
Ay, A, A sont les composantes cartésiennes de A(M)

Notion d’uniforme :

_>
» Un champ est uniforme si U (et /ou A ) ne dépend pas de M.

* Notion de permanent (ou stationnaire) : un champ est permanent si U (et /ou A ) ne dépend
gque de M et pas du temps.

1I.2. Gradient
o- oU- oU=-
| + j+—Kk.

Définition en cartésiennes : U étant un champ scalaire grad U =
OX oy 0z

Les trois dérivées partielles déependent comme U de x et y et z et éventuellement du temps. On
« fabrique » donc un champ vectoriel (le gradient) a partir d’'un champ scalaire. 6



Notation nabla : onnoteV I'opérateur §T+ET+EE alors gradU estnoté VU
X

a. Variation élémentaire dU

Soit M(x,y,z) et M’(x+dx, y+dy, z+dz)

—du=UM)-UM) = ax+ N gy + M g
OX oz
—dU =VU(M).MM'=VU(M).dI, avec di=MM'=dxi+dy j+dzk;

(i,],f{) baseorthonrmeée

b. Surface équipotentielle

soit > = {I\/I V(M) = cte}, pour deux points voisins d'une mémesurfaeequipotentielle

ona dV =0=VV.MM celasignifie que VV L MM ,doncVV estnormalala
surfaceequipotenielle X au point M.




II.2. Divergence —Rotationnel — Laplaciens

a. Divergence

—
A étant un champ vectoriel, on « fabrique » un champ scalaire en appliquant au champ vectoriel

—
A I'opérateur divergence :

—_—

0
= divA= dat + A + A (champ scalaire)
ox oy oz

b. Rotationnel

—-»> -»>
Au champ de vecteur A on associe le champ de vecteur rot A définit ainsi en cartésiennes:

e

i ok
o O
oy 0Oz
A A

rot AM)=V A A(M) =

P R =

_OA OA - OA OA = OA OA.\T
_(ay 82)| (ax az)J+(6x 8y)k



b. Laplaciennes

Pour un champ scalaire: par définition le laplacien scalaire du champ scalaire f est :

Af =div(grad )
o’ o o
+—+
OX?2 o0oy? 012

_>
Pour un champ vectoriel : par définition le laplacien vectoriel du champ vectoriel A est le champ
de vecteur :

AA = grad (div A) - rot ( rot (A))
=AAM)=(4A)i+UA)]+(AA)k

A PA A

avec AA = REY: azzl (1=XY,2)




11.3. Circulation d’'un champ de vecteurs
—-»> —»>

Soit A un champ de vecteur et AB un chemin (contour) quelconque, on appelle circulation C de A

le long de AB l’intégrale :

C= [dc= [Adr ~< %
AB AB

dC=A.dr (circulati on élementair e)

11.4. Flux d’un vecteur

v s S, . . . —>
On consideéere une surface élémentaire dS. On note le vecteur unitaire n
et normale a ds.

Le flux élémentaire d¢ d’un vecteur Ké travers dS est définit par :
dg=A(M).dS

On en déduit que le flux f a travers une surface s’écrit :

¢=HA(I\/I).dS

Pour une surface fermée, on convient d’affecter un signe + au vecteur unitaire s’il est orienté de
'intérieur vers I’extérieur du volume délimité par cette surface fermée.

¢ =§f AM).dS 10




Théoreme de Green-Ostrogradski :

Soit Z une surface fermeée délimitant un volume T, Le flux d’un champ de vecteur a travers cette
surface est équivalent a I'intégrale de sa divergence étendue au volume délimité par cette surface

fermee.
[[ A(M).ds = [[[ div A(M) dz A
Iriégrale de surface T Intégrale de volume z 7 @
M

Théoreme de Stockes

La circulation d’un champ vectoriel sur un contour fermé est équivalente au flux de
son rotationnel a partir de n’importe qu’elle surface .
rot(A)

fAdr = [[rot AdS R
C

> surface

S dS

Intégrale curviligne Intégrale surface

C contour fermé sur lequel s’appuie la surface S ~ -
\A‘(M) 11



