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Chapitre 1 : Généralités sur les signaux

1.1 Introduction

Le signal est la représentation physique d’un phénomene qui évolue dans le temps ou dans
I’espace.

Le traitement du signal est une discipline technique qui a pour objet I’évolution, la détection, et
I’interprétation des signaux porteurs d’information. Cette discipline s’appuie sur la théorie du
signal qui donne une description mathématique des signaux. Les applications du traitement du
signal sont nombreuses : téléecommunication, géophysique, reconnaissance des formes,
biomédical,...

1.2 Classification des sighaux
Il existe différents classes des signaux :

e Signaux a temps continu et signaux a temps discret
e Signaux analogiques et signaux numeriques

e Signaux énergeétiques

e Signaux déterministe et signaux aléatoires

1.2.1 Signaux a temps continu et signaux a temps discret

Un signal qui prend des valeurs a chaque instant t est un signal continu, et un signal qui n’ont
de valeurs qu’a certains instants t,, = nT,(n = ---,—1,0,1,2,3, ...) est un signal discret. Dans
lafigure 1.1 on a pris la valeur T, = 0.25 et 4 < n < 20 avec n un entier relatif.
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Fig.1.1 signal & temps continu & gauche et signal & temps discret & droite

1.2.2 Signaux analogiques et signaux numeriques

Un signal dont I’amplitude peut prendre une valeur quelconque dans une plage continue des
valeurs réelles est un signal analogique, c.-a-d. I’amplitude peut prendre un nombre infini de
valeurs. Un signal numérique est un signal dont I’amplitude peut prendre seulement un nombre
fini de valeurs
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1.2.3 Signaux energétiques :
Les signaux peuvent étre a énergie finie ou a puissance moyenne finie.

- Les signaux a énergie finie vérifient :
+o0
Ey = f |x(t)]|?dt < o (x(t) fonction réelle ou complexe)
“
- Les signaux a puissance moyenne finie vérifient :

T

1 2

Py = Tlim T j |x(t)]|2dt < o (x(t) fonction réelle ou complexe)
T

Les signaux périodiques sont a puissance moyenne finie

Exemple :

Déterminer 1’énergie et la puissance moyenne du signal représenté dans la figure ci-dessous :
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- Energie du signal :

+ 00 -1 0 + 00
Ey = flx(t)lzdtz f 0dt + fzzdt+f 4e~tdt
—00 —00 -1 0

Ex =0+4t|%, —4e7 P =8
- La puissance moyenne :

T
2 +00
P, = li ! )2dt = li ! 2dt = 1 EX—I' =0
X—ngﬁﬁx(n —ngﬁju(m = lim =% = lim = =
T —00
2

Remarque :
Tout signal a énergie finie a une puissance moyenne nulle
1.2.4 Signaux deterministes

Un signal déterministe peut étre décrit par un modele mathématique parfaitement connu, par
exemple le signal x(t) = A cos(wt + 6). On peut prévoir la valeur du signal aprés un instant
donné.

Parmi les signaux déterministes, on distingue les signaux périodiques :
x(t+T)=x(t) T est la période du signal
1.2.4.1 Les opérations sur les signaux :
On considere trois transformations qui sont effectuées sur les signaux.
a) Décalage temporel :

Un décalage temporel retard ou avance le signal d’une durée de temps T € R, pour t positif
(r > 0) le signal est en avance (décalage vers la gauche) et pour T négatif (7 < 0) le signal est
en retard (décalage vers la droite) (voir figure ci-dessous)
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b) Inversion de temps :

Une inversion de temps est réalisée en multipliant la variable de temps ¢ par —1 (voir figure ci-
dessous)



25 :

9(t) = x(=t

c) Changement d’échelle :

L’opération du changement d’échelle est définie par la multiplication de la variable de temps ¢t
par une constante réelle et positive a.

- Si0 < a<1:lesignal est étendue (expanse) dans le temps.

- Sia>1: lesignal est compressé dans le temps. Dans la figure ci-dessous le signal
original x(t) est compressé par un facteur de 2 (g(t) = x(2t))
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1.2.4.2 Signaux élémentaires :

a) Echelon unitaire : |
_f1 t=0 K
ut) = {0 t<0 g
6 -4 2 ; ) " L
b) Rampe unitaire :
— _(t t=0 st
r(t) = tu(t) = {O o i

On a aussi : i




g dr(t)

r(t) = tu(t) = fu(r)dr, T u(t)

— 00

c) Impulsion de Dirac :

L’impulsion de Dirac §(t) est une fonction généralisée, elle a une amplitude infinie
dans une durée infinitésimale.

On considere une impulsion rectangulaire d’une surface unitaire :

1 1
Sa(t) = {Z 0<t<A A 8a(t)
0 ailleurs
Ona: z 1 a 1 A 3 4
t t t t
1 1 1
us(t) = f Sy(D)dt = 0 f(u(r) —u(r—A))dr = n Ju(r)dr -3 Ju(r — N)dr
© =t -te-mue-n
up(t) = A u A u N
A uy(t)
On peut déduire :
02 . o ; A 3
) r()—rt—-4) dr(t)
R
) Cu(t)—u(t—4) du(t) du(t)
him 85(€) = lim A =Ta - ar %0
5(t)
0-2 1.5 -1 0.5 d 0.5 1 15
e propriétés de 'impulsion de Dirac t

1) u(t) = j&(r)dr

2) f S(t)dt = 1

3) x(0)6(t) = x(0)6(t) x(£)6(t — to) = x(t0)8(t — to)



+ oo

4) f x(t)6(t)dt = x(0) f x(t)6(t — ty)dt = x(ty)

— 00

1.2.5 Signaux aléatoires (Stochastiques) :

1.2.5.1 Définitions :

e Le signal est dit aléatoire si ses valeurs ou réalisations est imprévisible, on le décrit
grace a des outils statistiques (densité de probabilité, moyenne, variance,....).

e Un signal aléatoire est considéré comme la réalisation d’un processus aléatoire

e Un processus aléatoire est une fonction qui associée 1I’ensemble des événements d’une
expérience aléatoire a un ensemble des réalisations (signaux aléatoires).

e On note X(t, w) un processus aléatoire ou t est le temps et w évenement lié au résultat
d’une expérience aléatoire.

e Onnote x;(t) = X(t, w;) une réalisation (signal aléatoire) d’un processus aléatoire.

e A un instant donné t;, le processus aléatoire X(t; w) = X; = X(t;) est considéré
comme une variable aléatoire.

e Pour un événement donné w;, le processus aléatoire X (t, w;) est considéré comme une
réalisation (signal aléatoire).

| ] '
! . '

' v Signal aléatoire
%%Jr___ Xt,w) «<— (réalisation)
' E ! X(t, wq) = x,(¢)
*“Wﬂ X4,w,)

I '

A%wab%—— X(‘t,w‘)

Densité de probabilité de la
v.a

T X(tz, 0)) = XZ

Variable aléatoire
X(ty, w) = X, = X(t3)

1.2.5.2 Caractérisation statistiques d’un processus aléatoire :
a) Caractérisation statistique d’ordre 1 :

On a déja mentionné qu’un processus aléatoire X (t, w) aun instant donné t, deviens une seule
variable aléatoire X(t,, w) = X; = X(t,), cette v.a est caractérisée par

- Lafonction de répartition

Fy,(x1,t1) = P{X1 < x1;t1} = P{X(t1) < x4}



- Ladensité de probabilité

0Fy, (x1,t)

le(xll tl) = axl

- Un moment d’ordre 1 (espérance mathématique) ou moyenne

+ oo

m(ty) = my(ty) = E(X(tl)) = f x1fx, (X1, t1)dxy

—00
- Un moment d’ordre 2

+ oo

m,(ty) = j x1° fx, (x1, t1)dxy

— 00

- Une variance
ox,2 = E{(X(t) = m(t)))"} = EX?(t)} - m2(ty)

b) Caractérisation statistique d’ordre 2 :

Si en fixe deux instants t; et t,, le processus aléatoire X(t,w) est considéré comme deux
variables aléatoires, X(t;, w) = X; et X(t,, w) = X,. Ces deux v.a sont caractérisés par :

Une fonction de répartition conjointe :

Fy x,(x1, %25 t1, t2) = P{X1 < x4, X5 < X5y, £} = P{X(£1) < x4, X(£2) < x5}

Une densité de probabilité conjointe

0%Fy x,(x1, %25 t1, t3)

dx,0x,

fx, x, (X1, X2 ty, t3) =

Une espérance mathématique :
m(ty, ty) = E{[X(t)), X(t)]"} = [E{X (¢1)} E{X (£)3]"
= [m(t), m(t)]"

- Un moment d’ordre 2 croisé ou fonction d’autocorrélation :

400 4o

Ryx(ty,t3) = E(X(t1)X(t2)) = E(X1X;) = f J X1%2 fx,x, (X1, X35 t1, t2)dx dx,

1.2.5.3 Processus aléatoire stationnaire :

Un processus aléatoire est dit stationnaire au sens strict si toutes ses propriétés statistiques
sont invariantes dans le temps.

- Stationnarité d’ordre 1 :

On dit un processus stationnaire d’ordrel si sa densité de probabilité est définie par :

fx(x,t) = fy(x, t —A) = fy(x)



Et caractérisée par une espérance mathématique (moyenne) constante par rapport au temps
E{x(t)} = m = constante
- Stationnarité d’ordre 2 :
On dit un processus stationnaire d’ordre 2 si sa densité de probabilité est définie par :

frox, X1, X258, 82) = fyx, (01, X256 — B, t; — A) = fy x, (X1, x257) (T=1t;— &)
Un processus stationnaire d’ordre 2 dépend de la différence temporelle T = t, — t;
Exemple :
On considere le processus aléatoire :

Y(t) = X; coswyt + X, sin wyt,

Ou w, est une valeur constante, X; et X, deux variables aléatoires indépendantes qui suit
la loi normale avec les paramétres :

E{Xl} = E{Xz} = O et 0'12 == 0'22 = 0'2
Dite si Y (t) est un processus stationnaire d’ordrel.

Le processus Y (t) est normale puisqu’il est défini par une combinaison linéaire de deux v.a
normales, X; et X.

On calcul la moyenne et la variance de ce processus

(e}

m(t) = E{Y(t)} = E{X; coswyt + X, sin wyt} = E{X;}cos wot + E{X,}sin wyt =
oy? = E{Y?(t)} —m?(¢t) = E{V*(©)}

= E{X1°(cos wot)? + 2X; X, cos wyt sin wyt + X, (sin wgt)?}
= E{X;*}(cos wyt)? + 2E{X1X,} cos wyt sin wyt + E{X,*}(sin wyt)?

= E{X;?}(cos wot)? + 2 E{X;}E{X,} cos wyt sin wyt + E{X,*}(sin wyt)?
=0
= E{X;*}(cos wot)? + E{X,*}(sin wot)? = 6,2 (cos wyt)? + 0,2 (sin wot)? = g2

Donc m(t) et ay2 sont des valeurs constantes, alors la densité de probabilité de la v.a Y ne
dépende pas du temps :

2

frt) =f () = e 202

2o
Alors Y (t) est un processus stationnaire d’ordrel.
- Stationnarité au sens large :

Un processus est dit Stationnaire au Sens Large (SSL) si sa moyenne (espérance
mathématique) est constante et sa fonction d’autocorrélation dépende seulement de la
différence temporelle t = t, — t;

m(t) = E{X(t)} = constante
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Ryx(t) = Ryx(t,t+ 1) = E(X(t)X(t + T)) = J J X1X2fx,x, (X1, X2; T)dx1dx;

—00 —00



Chapitre 2 : Analyse de Fourier

2.1 Introduction :

Soit f(t) une fonction d’une variable réelle définie sur un ensemble D. On dit que f est T-
périodique si est seulement si :

VteD,t+TEeDetf(t+T)=Ff(t)

On dit f(t) une fonction carré intégrable sur [a, b] si et seulement si :

b
fV@Pﬁ<w

L’ensemble des fonctions T-périodique de carrée intégrable sur I’intervalle [— T/ 2, T/ 2] est
noté par L?[0, T]

Le produit scalaire de deux fonctions T-périodique est défini par :

<f,g>= f() g (t)dt (g*(t) est le conjugué de g(t))

~| =
NIH'\NINJ

La norme d’une fonction T-périodique est :

T 2
T
7 =| 7 [Ir@rd | =y<77>
T
v
Deux fonctions sont orthogonales si et seulement si leur produit scalaire est nul :
<f,g>=0
2.2 Série de Fourier complexe :

Soit f£(t) une fonction T-périodique de L?[0, T], alors :

— . 21
f) = Z Cn,e’™t avec w = a

n=-—oo

Les coefficients C,, sont appelés les coefficients de la série de Fourier complexe, le calcul
de ces coefficients peut se faire grace au produit scalaire :

C, =< f(t), e/t >= f(H)eImotde

Sl
Nl’ﬂ\[\ﬂ\]



Les séries de Fourier peuvent étre vues de deux points de vue. Dans le premier on connait
la fonction f(t) et on cherche les coefficients C,, c’est une analyse dans laquelle on passe
de la considération temporelle de f(t) comme une fonction analytique a sa considération
fréquentielle a I'aide des coefficients C,,. Dans la pratique il existe des analyseurs a partir
d’un signal, nous donnent la représentation dans le domaine des fréquences. La figure 2.1
représente un analyseur de spectre destiné a afficher les différentes fréquences contenues
dans un signal ainsi que leurs amplitudes respectives.

Fig. 2.1 Analyseur de spectre

Le second point de vue est I’inverse du premier. C’est-a-dire qu’on connait le contenu
fréquentiel C, et on cherche a retrouver I’expression analytique de la fonction f(t). Les
appareils qui font ceci sont des synthétiseurs.

2.2.1 Quelques définitions :

- Nous noterons f(t) <= C,, la fonction f(t) qui admet un développement en série de
Fourier complexe C,,.
- C, est lavaleur moyenne de f(t). En effet nous avons :

Co = f(t)dt

~ -
NI"]\NP\]

- C_e7 79t + C e/t est appelé la fondamentale (la premiére harmonique) du signal

f @)
- C_p,e /nt 4 ne/nt gst appelé la niéme harmonique du signal.
- Lareprésentation cartésienne des coefficients de Fourier :

Gy =4, + By
- Lareprésentation polaire des coefficients de Fourier :
Cp = |Cn|ej9n

- |Cy|: est le spectre d’amplitude du signal f(t). Dans 1’exemple suivant le spectre
d’amplitude de la porte périodisée est donné par :

2

sinn = 1 sin 7z 2 1
_ 2[_ 1 2| _ Lo (T
|Cy| = —| =3 n% = 2smc( )

La figure 2.2 représente le spectre d’amplitude de la porte périodisée.

0,, : est le spectre de phase du signal f(t)



Exemple (porte périodisée) :
Soit f(t) la fonction porte périodisée, son graphe est représenté sur la figure 2.3.

21T

Ona:T=4d4etw="===L
T 2

L’expression analytique de f(t) sur une période :

0 -2<t<-1
f(t)={2 -1<t<1
0 1<t<?2

Les coefficients de Fourier C,, est donnés par :

! 1

T
2
RN (Y S R
T A 4 4l jnn
2

-1 -1

sinknm

Pour les valeurs paire de n(n = 2k, k € Z) : G = Cppe = —— =

Pourn=20,0na:

1
Co=7 f®dt =— Jdt— =§

|
NNTTT NN

sin((2k+1)72—r) (-1)k
Ck+Dr  k+Dm

Pour les valeurs impaireden (n = 2k + 1,k € Z) : C,, = Cypy1 =

Donc en peut écrire :

+ oo 400
inZ i2k+1)Z 1 ( 1) k+1)E
f@) = Z Che™2" = Co + Z Cor+1 e/ k+DZt — E T 1) o/ Rk+1)7t
n=-—oo k=—c0 k=—o0
La premiére harmonique est donnée par : (voir figure 2.3)
. . 1 1 Jur T
hy(t) = C_;e /%t + C e/t = e /3t 4 o7t = Zcostt
n Tl’ T 2
o . — T~

Fig. 2.2 Spectre d’amplitude du signal porte Fig. 2.3 signal original f(t) et sa 1°® harmonique h, (t)



2.2.2 Propriétés de la série de Fourier complexe :

Supposons f(t) une fonction périodique a valeurs réelles et admet un développement en série
de Fourier a coefficients complexe C,, :

1) Sif(t)estréelle e Cc*, =C_,

2) Ajet|C,| sont paires, B,et 6, sont impaires.

3) C, estréel et paire & f(t) est paire.

4) C, estimaginaire pur et impaire < f(t) est impaire.

2.3 Série de Fourier réelle :

Si la fonction f(t) est T-périodique a valeur réelle on peut la mettre sous la forme d’une série
réelle :

[ee]
f(t)=a0+2ancosna)t+bnsinnwt w=—
n=1
Les coefficients de la série de Fourier réelle sont :

T

ap = f(t)dt, an =

2
2 2
— | f(t)cosnwtdteth, == | f(t)sinnwtdt
T T
T

Nl
|
NNTTT NN
|
NNTTTY NS

2.3.1 Propriétés de la série de Fourier réelle :

- Silafonction f(t) est paire alors :

2
b, =0, a, = =

|

0Jf(t)dt

T

2
J f(t) cosnwtdtet a, =
0

- Silafonction f(t) est impaire alors :

~| s

T

2
a, =0, b, = Jf(t)sinnwtdtet a, =0
0

2.4 Egalité de Parseval :

Soit f(t) une fonction de L?[0, T] (c.-a-d. une fonction T-périodique de puissance finie) qui
admet un développement en série de Fourier. La puissance moyenne peut s’exprimer en
fonction :

- Des coefficients de Fourier complexe :
1
T

+00
IfOI? =P = If(©)|?dt = Z |C,,|? égalité de Parseval
mn=oco

|
N[N T

- Des coefficients de Fourier réelle :



+00
1 1
If®OI? =P = T I[f(®O]%dt = ag? + 52 a,?+ b, égalité de Parseval
n=1

|
BT NN

2.4.1 Spectre de puissance :

L’égalité de Perceval nous permet de calculer la puissance moyenne d’une fonction f(t)
périodique a partir de son analyse fréquentielle (gréce a des coefficients de Fourier). On peut
déterminer la puissance B, présente a chaque harmonique, on aura donc :

P, = |C,|? cas de la série de Fourier complexe

ay? n=20

P, cas de la série de Fourier réelle

=41
E(an2 +b,") n>1

On gardant toujours 1’exemple du signal porte périodisée, on peut connaitre la puissance
présente a chaque harmonique, par exemple la puissance moyenne de la 3*™ harmonique est
donnée par :

2 2
Py = |C_3]* + G512 _1 sinc(—ﬁ) +l sinc(E) _ 1 + L _2
4 2 4 2 972  9mg2  9p2

La figure 2.4 représente le spectre de puissance du signal porte périodisée pour 7 harmoniques.

0.25
0.2 4
0.15 - 4

<
o
0.1 4

0.05 — -

0 I Q ? ? Q r-

° ° ° Py Py o
© © © © © ©
-6 -4 -2 2 4 6

0
n

Fig. 2.4 Spectre de puissance du signal porte périodisée
Exemple :
Soit la fonction 2?”-périodique définie par :

f(t) =4+ 2cos3t
On détermine les coefficients de Fourier complexe :
3jt -3jt
e’ t+e ; ; .
f) = 4+2-—2 = e 3t 4 40t 4 g3Jt
Alors: C_; =1,Cp=4etC; =1
Pour les autres harmoniques C,, = 0

La puissance moyenne est :



1
p= zICn|2=IC_1|2+|COIZ+|612=1+16+1=18

n=-1

Vérifions le résultat par les calculs (égalité de Perceval) :

T 3 T
1 : 3 ; 3 ;
P== flf(t)lZdt =— f(4+2cos 3t)2dt = — f(16+16cos 3t + 4 cos?(3t))dt
T 2T 2T
T s T
-z 3 ~3
T T T
3 3 3
3 3 3
P=— fl6dt+— f16cos3tdt+— f4c0523tdt
2T 2T 2T
T T T
3 ~3 3
=0
T Vs VA Vs
3 3 3 3
24 6 1 + cos 6t 3 3
P=—fdt+—] d=16+—Jdt+—jcos6tdt=16+2=18
T T T T
T T T T
3 3 3 3
=0



Chapitre 3 : Transformée de Fourier

3.1 De la série de Fourier a ’intégrale de Fourier :

Nous allons voir, comment on peut passer de I’analyse que nous avons faite sur les fonctions
périodiques a une analyse qui s’applique a toutes les fonctions (fonctions non-périodiques).

Soit une fonction f(t) de carré intégrable (f(t) € L?(R)) représenté sur la figure 3.1. On veut
définir la restitution de f(t) sur [— % %] de la maniére suivante :

Ty To
fi(0) = {f@ vel-35
0 ailleurs
Dans la figure 3.2 on peut voir que si on fait tendre T, vers I’infini (T, — o) alors f,.(t) = f(t)

A7) 4 £ (0)
t 2 | 2
Fig. 3.1 signal f(t) Fig. 3.2 signal £,.(t) est la restitution du

signal f(t) sur [— %%]

On plus, on peut rendre la fonction f,.(t) périodique de periode T. Notons f,,(t) la fonction
périodisée de £, (t), voir figure 3.3.

ISAG)

YT VA

Ty | T, t

2 2

Fig. 3.3 signal periodique £, (t)

La fonction f,(t), peut se décomposer en série de Fourier puisque elle est périodique et de
s Ty To
carré intégrable sur [— ;,7] ona:

Ty
fi)(t) = Z Cnejnwot et Cn = T_ f fp(t) e—jnwotdt
0
n=-—oo _&

2

. ;- .y To T -
Comme f,,(t) est la fonction périodisée de f;(t) sur [—7";"] NOUS aurons aussi :

To To 21

+00
() = z Cpe!™@ot pour — —<t<— wy=—
2 T,

=3 (1)

n=—oo



To

= T_o f f(t)e /@t gt (2)
-0
2
Quand T, — o onaura:
- wy—dw
- Nwy 2w

- O - f@®

- La sommation tend vers ’intégrale (3, —» [ )
L’équation (2) devient :

To

1 .
— i jnwot — —jwt
Choo = Tlolirlo T, f fr(t)e Inwotdt = j f(He7°tdt |dw (3)

2

L’intégrale entre parenthése de 1’équation (3) est défini par la transformée de Fourier de la
fonction f(t), cette transformation est notée par :

FFO)} = Fw) = f F(Be-Totdt

D’apres 1’équation (1) on peut écrire :

+00 +0oo + oo

) 1 ) )
f(t)=Tlim fr(t)leim Z C,e/"@ot = f 7 f f®e/*dt |dw - e/@t
00 0™
n=-oo —0 -0
F(w)
1

fO =5 | F@edo @

L’équation (4) est défini par la transformée de Fourier inverse, cette transformation est notée
par :

+ oo

FHUF(w)}=f(t) = f F(w)el®tdw

— 00

Nous adoptons la notation suivante f(t) « F(w) pour dire que F(w) est la transformée de
Fourier de f(t) et que f(t) est la transformée de Fourier inverse de F(w).

Exemple :
On veut calculer la transformée de Fourier du signal porte

Le signal porte est défini par :

T
T 0 [t] > =
2

On détermine la TF du signal porte :



Ff()} = F(w) = T f()eiotde = f eIt dt = [__ie—fwt]% _ _i(efw% _
s * K

jw T jw
LT T T
2[e!“2 -T2 2 1 sins w T
F(a))=5 T =Zsin§w=r %w =Tsinc(§a))

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

t, thau =1

1

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
t, thau =2 w, thau = 2

Fig. 3.4 Transformée de Fourier du signal porte pour
T=1lett =2

3.2 Spectre d’amplitude et de phase :
- Représentation cartésienne de la TF :
F(w) = A(w) + jB(w)
- Représentation polaire de TF :
F(w) = |F(w)].e/*«
- Pour visualiser le spectre d’amplitude et de phase on utilise la forme polaire :
|F(w)| : Le spectre d’amplitude
0(w) = arg(F(w)) . Le spectre de phase

Dans notre exemple précédent, le spectre d’amplitude du signal porte est donné par :

|F(w)| = |7| - |sinc (%w)| voir figure 3.5

Fig. 3.5 spectre d’amplitude du signal porte



3.3 Propriétés de la transformée de Fourier :

- Linéarité :

Si f1(t) & F;(w) et f,(t) < F,(w) alors pour tout constants a; et a, on ait
a1f1(t) + a,f>(t) © a1 Fi(0) + ayF> (w)

- Changement d’échelle :

Si f(t) & F(w) alors pour tout constant a # 0 on ait f(at) < LF (9)

lal” \a
- Translation en temps :

Si f(t) < F(w) alors pour tout constant t, on ait f(t — t,) < F(w) - e /®%
- Translation en fréquence :

Si f(t) © F(w) alors f(t)e/®t = F(w — w,), wy € R

- Dérivation :

Si f(t) & F(w) alors <L o jwF ()

- Intégration :
Si f(t) & F(w) alors [°_ f(v)dr & % + F (0)8(w)
- Dualité :

Sif(t) & F(w) alors F(t) & 2nf(—w)

- Convolution :

Si fi(t) & Fy(w) et f5,(t) & F,(w) alors f;(t) * f5(t) & Fi(w) - F,(w)
ELA®) - £(6) © — (Fi(w) * Fy(w))

On rappelle que le produit de convolution de deux signaux x; (t) et x,(t) est défini par :

+00

a@*@@=fxmwm—ﬂw

— 00

3.4 Théoreme de Parseval :

Pour tout signal f a énergie fini on ait :

+0o0 1 +00
5= [ rord =5 [ IF@Pdo



3.5 Table de la transformée de Fourier de quelques signaux usuels :

Time domain Frequency domain
l o0 o0
CT signals x(1) = > f X{w)e™" dt X(w) = / x(r)e ™ de Comments
R ~0C
(1) Constant | 27 8(w)
(2) Impulse function a(t) |
1
(3) Unit step function u(r) 8(w) +;
1
(4) Causal decaying e “ulr) - a=>0
exponential function 273
. 2a
(5) Two-sided decaying [l > - a=>0
exponential function ¢ T
1
(6) First-order ime-rising re "ulr) TR a=>0
causal decaying (a+)o)
exponential function
1
(7) Nth-order time-rising e u(r) _"','L_ZIT a =0
causal decaying (@ +je)
exponential function
. ) 1 t>0 2
(8) Sign function sgn(?) = 4 YD J:
(9) Complex exponential et 27 8(w — ay)
(10) Periodic cosine function  cos{ant) w[8(w — on) + 8w + an))
(11) Periodic sine function  sin(wy!) ‘—:,—ls(w — wp) — 8@ + ap)]
X
(12) Causal cosine function cos{ant u(f) ;lﬂ(w — wo) + 8w + an)] +
by g
(13) Causal sine function sin(ent )u(r) 5 [8( — av) — 8w + wo)] +
2j =
a @
(14) Causal decaying e cos{wpluir) % a=>0
exponential cosine (@ +jw)* + o
function
(15) Causal decaying e sin(ant)u(r) —_— a>0
exponential sine function (a+jw) + wy
; NN_ 1 m=e2 L qot
(16) Rectangular function rect (I) = lo > /2 7 sine (‘Zn ) T#0
. . W (Wi @ 1 |o| =W
(17) Sinc function = sux:( rr ) mct(zw) = {0 o] > W
4 ) ﬂ <t ¥ wt
(18) Triangular function Ll=)= T = rsinc(—) >0
v 0 otherwise 2
o0 (=
(19) Impulse train Z 8(t — kTy) ) S — maxy) angular
Faron M= frequency
Wy = 24‘(/70
(20) Gaussian function v} ov2Zre~o'' 2




Chapitre 4 : Produit de convolution

4.1 Introduction :

La plupart des systemes physiques sont linéaires et invariants dans le temps (SLIT), par
exemple les circuits électriques constitues par des éléments passifs (résistance, inductance et
condensateur) sont des systémes (SLIT). La réponse d’un tel systéme est déterminée par le
produit de convolution de I’entrée de ce dernier et sa réponse impulsionnelle (la réponse pour
une entrée I’impulsion de Dirac) fig.1.

( N\

5(t) —» LIT — h(t)

s p oo

x(£) —> LIT — y(t) = f x(D)h(t — 1) dt

—00

4.2 Définition :

Le produit de convolution de deux signaux x(t) et y(t), noté x = y, est défini par :

400

x(6) * y(6) = f x(@y(t — Dd

— 00

4.3 Propriétés :
4.3.1 Commutativité

Soit deux signaux notés x(t) et y(t), leur produit de convolution est commutatif c.-a-d.

400

x(6) * y(6) = j x(@y(t — Dd

— 00

— 00

. f x(t - B)y(B)dp

+00
= y(t) *x(t)
Oup=t—r1,s0itt=t—pPetdr=—-dp
4.3.2 Associativité

Soit trois signaux x(t), y(t) et z(t), I’opération de convolution est associative :

(40 y©) +2® = [ (@ *y@)ate - e



- f ( f x(ﬁ)y(r—ﬁ)dﬁ>2(t—r)dr

— 00 — 00

= f ( f x(B)y(t —B)z(t — T)dT) df (théoréme de Fubini)

—00 —00

+o0

_ f X(ﬁ)< f y(r—ﬁ)z(t—r)dr)dﬁ

—0 —®

4o

- f x(B)( f y(p)Z(t—B—p)dp>dﬁ’

—0 —o0

+o0

f x(B)(y * 2)(t = B)dp

—0o0

= x(t) * (y(©) * z(1))

Oup=1—pf,50itt=p+petdr=dp
4.3.3 Distributivité

L’operateur de convolution est distributif sur I’addition :

+ o0

x(t) * (y(t) + z(t)) = J x(r)(y(t — 1)+ z(t — T))d’[

— 00

= J x(r)(y(t —17)+z(t— T))d‘[

— 00

_ f (x(@y(t — 1) + x(Dz(t — 7))dr

+00 +00

= f x(D)y(t —t)dt + f x(1)z(t — 1)dr

— 00 — 00

= x(t) * y(t) + x(t) * z(t)

4.3.3 Elément neutre de convolution

L’élément neutre du produit de convolution est I’impulsion de Dirac §(t):
+00

6(t) xx(t) = f 6(t)x(t — 1)dt = x(t)

— 00



4.3.3 Convolution de deux signaux retardés

Soit le produit de convolution de deux signaux x; (t) et x,(t) :

+ o0

V(O = 2:(6) * x5 (8) = j 31 (D)% (t — D)l

— 00

Alors le produit de convolution de ces deux signaux retardés x, (t — t;) et x,(t — t,) est donné
par :

X (8 —t) xx,(t — t5) = y(t — (t, + )
En effet :

+ oo

x1(t = t) * 2 (t — t5) = f 0 =t —1—t)dr (1)

—o0o0
Onposet—t; =aalorsda =drett=a+t;

L’équation 1 devient :

+ oo

x1(t = t) * X (t — t5) = j x1 (@)% (t — (a + 1) — t)da

— 00

+00

- f X1 (@) (t — (1 + t5) — a)da = y(t — (t1 +t,))

— 00

4.4 Exemple 1 :

On détermine la convolution de deux signaux porte définis par :

x(6) = 21 (;) et h(t) =TI (%)

On trace x(7) et h(—1) dans un méme graphique

27 ]

h(=1),t =0 (@

e Pourt < 4 pas de chevauchement entre les signaux x(t) et h(t — 1)

+ o0

y(t) = J x(Dh(t—1)dt=0

— 00



h(t—1),t<4 x()

0.5 -

e Pour4 <t < 6ily’achevauchement

+o0o t

y(t) = f x(D)h(t — t)dr = J 2-1dt=[27],=2t—8
—00 4

st x(1) ]

h(t—1),4<t<6

0.5 - —

0 I
-6 -4 -2 4 6 8 10 12 14

t—4 t
e Pourt=>6ett—4<60ub6<t<8 ily’achevauchement

+0o0 6
y(t) = j x(D)h(t — 7)dT = J 2-1dt =[27]§ =4
—00 4
h(t—-1),6<t<8 *()
-6 4 2 0 t _4 6 t 8 10 12 14

e Pour4<t—4<60u8<t<10 ily’achevauchement

+00 6
y(t) = j x(D)h(t —1)dr = f 2-1dt = [27]6_, = =2t + 20
—00 t—4
x(1)
h(t—1),8< t<10
-6 -4 2 0 2 t_4 8 t 10 12 14

e Pourt—4>=6out > 10 pasdechevauchement



+ oo

y(t) = f x(Dh(t—1)dt =0

— 00

x(1)
h(t—1),t =10
-6 -4 2 0 2 4 t_4 10 t 12 14
Finalement :
o (0 t<4
2t —8 4<t<6
y(t) = f x(Dh(t—1)dr =4 4 6<t<8
8 | -2t +20 8<t<10
lo t>10
il 0, ]
4.5 Exemple 2 :

Le produit de convolution est trés important en analyse des circuits, dans cet exemple en va
déterminer la réponse d’un circuit électrique a une entrée donnée.

Soit un circuit R-L représenté dans la figure a, en applique a ’entrée de ce circuit un signal
rectangulaire v, (t) illustré dans la figure b. La réponse v,(t) de ce circuit est donnée par le
produit de convolution :

o (t) = v5(t) * h(t)
Ou h(t) est la réeponse impulsionnelle du systeme (notre circuit)

1H v, (£)
YN *
+
1
Vs 1Q/ v,
_ 0 2 4 ¢
Fig. b

Fig. a



On peut déterminer la réponse impulsionnelle par la transformée de Laplace (chapitre 6)

On admet que :
R R,
h(t) = Te’ ~u(t) = et u(t)

L’entrée du systéme est donnée par :
vs(6) = u(t) —u(t —4)

Alors la sortie v, (t) :

+ o0

v,(t) = v, (t) *x h(t) = f ve(t) - h(t — 1)dT

— 00

On procéde comme dans 1’exemple 1 et on trouve :




Chapitre 5 : Corrélation

5.1 Introduction :

Les techniques de corrélations sont utilisees dans de nombreux domaines tels que les
communications, le traitement du signal, les systémes de contrdle, la détection Radar, et la
médecine.

Mathématiquement, la corréelation est une opération similaire a la convolution. Elle consiste a
faire glisser une fonction sur l'autre et de trouver la zone sous la région de chevauchement. La
corrélation peut étre divisée en deux cas : I’intercorrélation (la corrélation de deux signaux
différents) et I'autocorrélation (la corrélation d'un signal avec lui-méme).

5.1 Intercorrélation :

L’intercorrélation entre deux signaux x(t) et h(t) est défini par :

+00

R (1) = x(7) ** h(1) = f x(t)h(t + T)dt

— 00

Cet intégrale mesure le degré de similitude entre les signaux x(t) et h(t + 7). Dans la plupart
des cas le signal h(t) est le signale x(t) noyé dans le bruit défini par le signal n(t) c.-a-
d. h(t) = x(t) + n(t), par exemple pour identifier un individu en fonction de son modéle de
parole, nous pouvons stocker son discours dans un ordinateur. Lorsqu’il présente dans une zone
sécurisée en lui demande de parler et de calculer I’intercorrélation entre le signal stocké et le
signal enregistré. L’opération d’intercorrélation nous aide a identifier cet individu.
Généralement un individu est identifié si le pic de ’intercorrélation est proche de la valeur
maximale d’autocorrélation.

5.2 Autocorrélation :

Lorsque x(t) = h(t), I’intercorrélation devient autocorrélation c.-a-d. 1’autocorrélation est la
corrélation entre un signal avec lui-méme :

+00

R, (1) = f x()x(t + 7)dt

—00

e L’autocorrélation en T = 0 correspond a 1’énergie totale du signal, on effet

R,(0) = f x(O)x(t)dt = f |x(t)|?dt = E,

e [’autocorrélation est une fonction paire en effet

+ oo

R, (—1) = f x(t)x(t —)dt

—00

Par changement de variablet — 7 = s



+ oo + oo

R, (—1) = f x(s +1)x(s)ds = f x(s)x(s + 1)ds = R,(1)

5.3 Propriétés de la fonction d’intercorrélation :

e Soit x(t) et h(t) deux signaux, alors :

Rxh(T) = th(_T)
En effet

+ oo

R, (1) = f *(Oh(t + T)dt )

—00

On pose t + T = a, I’équation (*) devient

Ru(7) = j x(Oh(t + 7)dt = J x(a —t)h(a)da = Ry, (—T1)

e La fonction intercorrélation et liée a la convolution par la relation suivante :
Ryn (1) = x(7) *x h(7) = x(—=7) * h(7)
Rpx (1) = h(7) *+ x(7) = h(=7) * x(1)

En effet par changement de variable t = —a,

R, (1) = f x(O)h(t + 1)dt = f x(—a)h(t — a)da = x(—71) * h(1)

5.4 Exemple :

On détermine ’intercorrélation entre les signaux suivants :
t—1
x(t) = t(u(t) — u(t — 1)), h() =T (T)
On trace dans un méme graphique les signaux x(t) et 4(t + 1)

e Si—7+4+ 2 < 0= 1> 2pasdechevauchement entre les signaux x(t) et 4(t + 1), alors

+00

R (1) = J x()h(t+1)dt =0

— 00

08 x(t) -
h(t+1),7> 2




e SIi0<—-T1+2<1=1<r71<?2ilexiste de chevauchement entre les signaux

+00 —T+2 742
R, (1) = f x(t)h(tﬂ)dt:J t(l)dtz[%tz]o =S (—r+2)?

0.8 [ -
x(t)
sl h(t+1),1<1<|2 |

0.4

0.2 -

T T+ 2

e Si—t+2>1et—7t<0=0<r7t<1Iilexiste de chevauchement entre les signaux

+0oo 1 L
R (1) = _[o x(h(t + 7)dt = Of t(Ddt = Etz]o _ %
o.; x(t i

h(t+1),-1<7t<0

0.6 -
04 -

02— *

0 I I I I I I

—T ¢ 142

e Si0<-1t<1=—-1<r71<0ilexiste de chevauchement entre les signaux

+ 0o 1 1
'1 1 1
Run(7) = j x(Oh(t + 7)dt = Jt(l)dt: —e2| —— g2
2" 1,72 2
e A

1

h(t+1),0 <7t<1

0.8 - -
0.6~ x(t) -

04— =

0.2 -

0 Il Il L L Il
5 -4 3 2 A 1 4 5

-7 —T+2

e Si—t>1= 1< —1iln’existe pas de chevauchement entre les signaux

+ o0

R (1) = J x()h(t + 7)dt =

— 00



0.8 -

x(t) ht+D))T>1

0.6 — -

04 —

t —T —T+2
Finalement :
r 0 T>2
1
—(—1+2)? 1<t<2
+oo 2
1
Ru(7) = f x(t)h(t + 7)dt = < 2 0<t<1
- 1 1o 1<1t<0
> ZT <
\ 0 1< -1

0.5

| Ryn(T) ]

02 —

0.1+ -

5.4 Intercorrélation et autocorrelation des signaux périodiques :

Si les signaux x(t) et h(t) sont périodique et de méme période T, alors I’intercorrélation entre
ces deux signaux et donnée par :

1
Rron(®) = 7 [ %0 (0o (e + )de
T

On définit ainsi I’autocorrélation (x(t) = h(t)) entre ces deux signaux par :

1
Ry, (1) = TJ xr()xr(t + T)dt

T



Chapitre 6 : Transformée de Laplace

6.1 Introduction :

La transformée de Laplace est trés utile dans 1’étude des régimes transitoires qui Veérifient le
principe de causalité. En particulier, elle sera un outil important dans I’étude des filtres basée
sur la réponse impulsionnelle (signal causal). D’une maniére générale, cette transformeée est
I’outil de base dans le domaine de I’automatique, c’est-a-dire des systemes bouclés. Le seul but
de cette présentation est de rapprocher les deux principaux outils utilisés dans le cadre des
signaux continus. Dans le cas d’un régime harmonique établi, on peut remplacer p par jw dans
la transformée de Laplace.

6.2 Définition :

Comme nous 1’avons vu dans le chapitre 3, la transformée de Fourier du signal non périodique
f(t) s’écrit sous la forme

FFO)} = F(w) = f F(Be-Totdt

F(w) n’existe que si cette intégrale a une valeur finie (convergente). Dans le cas contraire on
peut rendre cette intégrale convergente en multipliant f(t) par e~ ¢, la valeur o est réelle
positive et est appelée « rayon de convergence ». Cela conduit a définir une nouvelle grandeur,

appelée « fréquence complexe », p :
p=0c+jw

Si de plus on considére un signal causal (nul pour t < 0), on obtient la transformée de Laplace,
notée L :

LF®)} = F(p) = f F(OePtdt
0

6.3 Transformée de Fourier et transformée de Laplace :

Si on a une fonction f(t) telle que f(t) = 0 pour t < 0, alors on a la relation :
FU @} = LI O}p=jw

6.4 Propriétes de la transformée de Laplace :

On retrouve les mémes propriétés pour la transformation de Laplace que pour la transformation
de Fourier. Soit la fonction x(t) et la transformée de Laplace X (p) de ce signal, nous écrirons

x(t) & L{x(D)} = X(p)

Les principales propriétés de la transformée de Laplace, similaires a celles de la transformée de
Fourier, sont :

e Linéarité:

ax(t) + by () iﬁ{aX(t) +by()} = al{x(t)} +bL{y()} = aX(p) + a¥ (p)



e Homothétie (changement d’échelle)

x(at) <£> ﬁX (Z)

e Translation

x(t—a) <£>X(p)e‘ap

et
x(t)ebt <£>X(P —b)
e Dérivation
d™(X
(_1)71 . x(t) i)%
et
d”(x(t)) L . n-1, S n—i, di_l(X(t))
(i S (222 )
pourn =1
d(x(®) ¢
THPX(P) —x(0)
e Intégration
; X
fx(r)dﬂi@
p

a
e Transformée d’une fonction périodique
Soit x(t) une fonction périodique de période T,, nous avons :

L 1 e
X(t)HmJG Pt.x(t)dt

e
e Théoremes de la valeur initiale et de la valeur finale

Le théoreme de la valeur initiale donne la valeur du signal a I’instant 0 en fonction de sa
transformeée de Laplace :

x(0) =gij§0P'X(P)

Le théoreme de la valeur finale donne la valeur du signal a I’infini en fonction de sa
transformeée de Laplace :

x(e0) = lim x(0) = limp - X (p)



e Convolution et transformée de Laplace

L
x(8) xy(t) © X(p) - Y(p)
6.4 Transformée de Laplace des fonctions usuelles :

Table 6.1. CTFT and Laplace transform pairs for several causal CT signals

CT signals x(r) CTFT - Laplace transform
- o0
X = [ xoera X = [ wxar

o0 e

(1) Impulse function 1 1
x(t) = 8(1) ROC: entire s-plane

1 1
(2) Unit step function Td(w) + — -
x(t) = u() 1@ §

ROC: Re{s} = 0

) 1 1 :
(3) Causal gate function (1 —e 1) (7{6(&)) + —) —(1 — e
jow §

x(t) = u(t) — u(t — a) ROC: Re{s} > 0

1 1
(4) Causal decaying exponential function -
— a— a—+ jw a+ s
x(f)y=e “uit)
ROC: Re{s} > —a
1
(5) Causal ramp function does not exist —
52
() = tult
O = ROC: Re{s} = 0
(]
(6) Higher-order causal ramp function does not exist —H;I
n SH
= ROC: Refs} > 0
. . . . 1 1
(7) First-order time-rising causal decaying —_— —
exponential function (@ +ij)' (a+ s5)°
xX(t) = te "u(t) provided a = 0. ROC: Re{s} > —a
. . . n! n!
(8) Higher-order time-rising causal o ——— —
decaying exponential function (@ —'—Ijm) (a+s)
x(£) = t'e " u(r) provideda = 0 ROC: Re{s} = —a
8
(9) Causal cosine wave T[8(w — wo) + 8w + wg)] ——
x(t) = cos(wot ult) jw wy+ 57
2 3 ROC: Re{s} = 0
ay — @’
1(10) Causal sine wave ?[5(.@ — wy) — 8w + wo)] ——
X(t) = sin(woHu(t) ] wy + 5°
I ROC: Re{s} > 0
wy — @*
. g (2&)(2] -+ .vz)
J(11) Squared causal cosine wave E[S(ﬁu) + 8w — 2ap) + 6w + 2ax)]  ————
x(1) = cos™awpHu(r) s(40f + 52)
1 je ROC:Re{s} >0
t—
2o 2(4wy — ?)
i T Zmﬁ
(12) Squared causal sine wave E[S(w} — 8w — 2evy) — S + 2evy)] —_—
x(t) = sin® (awpt)u(t) -"(4‘1’0 + ‘)
N 1 jo ROC: Re{s} =0
2o 2(4e] —a?)
. . . a4+ jw a+ s
(13) Causal decaying exponential cosine e e
function (a + jwy +ay (a+ 3P+ a}
x(r) = exp(—at) cos(wyt u(t) provideda > 0 ROC: Re{s} = —a
(14) Causal decaying exponential sine # —m:] -
function (@ +joy +w; (a+ sy + o
x(t) = exp(—at) sin(awoHu(r) provideda = 0 ROC: Re{s} = —a



Exemple 1 :
Calculer la transformée de Laplace du signal suivant.
x(t) = 6(t) — 3u(t) + 5e7 2t - u(t)
En effet
L{x(t)} = L{5(t) — 3u(t) + 5e72t - u(t)}
Lix(®)} = LI} — 3L{u(®)} + 5L{e™*" - u(®)}
5 p’+4p—6
r+2 p+2)
6.5 Transformée de Laplace inverse :

3
X(p)=1—--—+
p

Aprés avoir analysé un probléme dans le domaine de Laplace (domaine complexe), il faut
effectuer la transformée inverse pour obtenir la solution dans le domaine du temps.

La transformée de Laplace inverse est défini par I’intégrale complexe :

o+joo

LX)} = x(8) = —— f X(p) - evtdp
2mj )
o—joo

L’intégrale est prise le long d’une ligne se trouvant dans le plan complexe. Toutefois, nous
n’aborderons pas ’utilisation de cette intégrale qui demande des résultats d’analyse complexe
plus poussé (calculs des résidus). La technique, utilisée pour trouver la Transformée de Laplace
inverse est de décomposer la fraction rationnelle X (p) pour laquelle le degré du dénominateur
est supérieur au degré du numérateur en éléments simple de premiére et seconde espéces et
utilisé le tableau des transformées de Laplace pour déterminer x(t).

Exemple 2 :

Trouver la Transformée de Laplace inverse de

~ 2 __A B
T (p+DpP+2) p+1 pH+2

X(p)
Pour déterminer A, on multiplie chaque c6té par p + 1

2 B(p+1
_ 4.5t D

p+2 p+2
Sionprendp = —1
N
p+20,__,
Pour B, on fait le méme processus :
_Z =B=-2
p+1




Et on obtient :

K@) =~ =~ o L)) = £ ]
P+l p2 p3= p+1 p+2

x(t)=2-L£71 {p%} —-2-L71 {p%} = 2e~tu(t) — 2e%tu(t)

6.6 Fonction de transfert :

Dans le chapitre 4 on a expliqué que les systemes linéaires invariants dans le temps (SLIT)
peuvent étre modelisé par le produit de convolution c.-a-d. si en excite un systeme par un signal
d’entrée e(t), la sortie s(t) est défini par :

s(t) = e(t) = h(t) (6.6)

h(t) est la réponse impulsionnelle du systéme, elle est définie comme la sortie du systéme
lorsqu’on applique a son entrée I’impulsion de Dirac §(t).

Si on applique la transformée de Laplace, 1’équation (6.6) devient
L{s(®)} = L{e(t) * h(t)} = S(p) = E(p) - H(p)

Donc

H(p) : s’appelle la fonction de transfert du systéme.

Exemple :

On calcule la réponse impulsionnelle h(t) du circuit électrique de I’exemple 2 du chapitre 4.
On peut modéliser ce circuit (SLIT) par une équation différentielle linéaire a coefficients
constants comme suit : (conditions initiales sont nulles)

vs(t) = v,(8) + ve(t) vs(t) = v, () + v, (t)

di
v (t) = LE = v5(t) = o,(6) = £dvo(t) =
vR(t) = v,(t) = Ri R dt
L dv,(t) ~
R dt + 0, (t) = vs5(0) (6.7)

On applique la transformée de Laplace, 1’équation (6.7) devient

L dv,(t) B L (dv,(t)
L{ﬁ 1t + vo(t)} = L{v;()} = ﬁL{ It

} + L{v, (D)} = L{vs ()}

L L
=DVo®) + Vo) = @) = (20 + 1) V) = )

_V(p) Ry,
Hp) = Vi(p)  p+ Ry,

Pour trouver la réponse impulsionnelle h(t) on doit déterminer la transformée de Laplace
inverse de H(p)



h(t) = L7HH(P)} = 13"1{
p




Chapitre 7 : Echantillonnage et signaux discrets

7.1 Introduction :

L'échantillonnage d'un signal continu est I'opération qui consiste a prélever des échantillons du
signal pour obtenir un signal discret, c'est-a-dire une suite de nombres représentant le signal,
dans le but de mémoriser, transmettre, ou traiter le signal.

L'échantillonnage intervient dans I'opération de conversion analogique-numerique, par exemple
dans un dispositif de numérisation du son ou de I'image.

L’enchainement des différents signaux dans une chaine d’acquisition et de restitution de
données par un systeme numérique est celui présenté sur la figure suivante.

Ve [
Lo
Lo | Ve
[ t
I R || - |
by . | Echamillonnagel
Ve(nTe) A 1 | & | b penlode
I 1 1, lealdéchantillonnage |
| P
. : : T P Ve(nTe)
b ! !
: _l : : D " Quantification
Vel St de quapnallﬁication systeme
S e Velr)= Vs(n) o taitement
B :T::: f q
| L L L -
! Restitution
Vs(nTs) & : retard

n-l—l-q de restitution
Vs(ﬂ Ts)

Ve b Vg | Filtrage |

t Vs

-
=

Le signal analogique d’entrée V,(t) est échantillonné pour donner un signal discrétisé
temporellement V,(nT,), avec T, la période d’échantillonnage. Mais aprés cette phase de
prélevement d’échantillons, il est nécessaire de coder la donnée réelle obtenue dans un
ensemble fini de valeurs : opération de quantification. Apres cette quantification du signal, les
différentes valeurs sont mémorisées dans le systéme numérique selon 1’ordre de leur arrivée,
formant ainsi une suite de valeurs numériques V, (n).

Apreés le traitement numerique (filtrage numérique), le systéme numerique fourni en sortie les
valeurs V,(n), cette de valeurs numérique est envoyée vers le procédé externe en réalisant
successivement deux étapes. D’une part le systéme doit restituer la valeur analogique V;(nT,)
qui est ’opération inverse de la quantification et ensuite il est nécessaire de mettre en place le
filtrage de ce signal pour obtenir un signal de sortie Vs sans fronts raides.



7.2 Echantillonnage idéal :

Echantillonnage idéal consiste & multiplier un signal & temps continu £(t) (un signal dont son

spectre est limité c.-a-d. F(w) = 0 pour w > w,,,4,) Par un train d’impulsion de Dirac (peigne
de Dirac) définie par

mI(t) = Z 6(t —nT,)

n=—oo

Le signal échantillonné £, (t) est donné par :

LO=FO- MO =FO) ) §E=nT)= > f©-6(—nT)

n=-—oo n=-—oo

(O = ) f@T)-8(t-nT.)

n=—oo
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Le choix de la période d’échantillonnage T, détermine avec quelle précision le signal
échantillonné £, (t) représente le signal original f(t).

Pour déterminer le spectre du signal échantillonné £,(t), on calcul la transformée de Fourier de
ce signal

F(@) = FILO) = FIF©) WO} = F {f(t) DI nTe)}

n=-—oo

1 - 1 c
Fe(w) = %T{f(t)} * T{ Z 5(t — nTe)} = EF((U) * We * Z 5(w — nwe)

Avec



R =5 rw)- Y (0 = o) = - F(@) D 5(0-2)
=g reoa= )= 3, o=

n=-—oo n=-—oo

Comme conséquence, le spectre du signal échantillonné F,(w) correspond au spectre du signal
original F(w) dupliqué avec une période w,.

A A/T,
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Le spectre F (w) a une bande de fréquence limitée, il est nul en dehors de I’intervalle [—wg, wg]
Flw)=0 |w|>wp=wnax
7.2.1 Théoréme de Shannon :

A partir de ce premier résultat, représenté sur la figure ci-dessus, nous pouvons faire une
premiére remargue : pour que la répétition périodique du spectre du signal échantillonné F, (w)
ne déforme pas le motif répété, il faut et il suffit que la fréquence de répétition w,, qui est la
fréquence d’échantillonnage, soit égale ou supérieure a deux fois la fréquence maximale du
signal initial wg = Wpqy - Cest le théoréme de 1’échantillonnage ou aussi appelé théoréme de
Shannon :

D’apres la figure ci-dessus
We — Wp = Wp = We = 2Wg = 2W a0y
Ou bien
We 2 2Wmax = 2Mfe 2 4T finax = fe 2 2fmax
7.2.2 Effet de repliement du spectre :

Si la condition de Shannon n’est pas respectée (fp < 2fmax), il Y @ donc un phénomene de
recouvrement du spectre (aliasing), dans ces conditions on ne peut pas récupérer le signal
original a partir de ses échantillons par un filtre idéal passe-bas. La figure ci-dessous représente
ce phénomene.
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7.2.2 Extraction du signal original a partir du signal échantillonné :

En supposant le signal original & bande limitée de fréquence maximale w,,,, et la condition du
théoréme de Shannon remplie. On peut restituer le signal original f(t) a partir du spectre de
signal échantillonné F,(w) en appliquant un filtre idéal passe-bas H(w) de fréquence de

coupurewe/z. Voir figure ci-dessous

En effet
F(w) =FK(w) Hw)  (x)
Avec
_ T, lw| < e/2
H((U)— 0 |w|20)e/2

Prenant la transformée de Fourier inverse de I’équation (*)
f@® =F HF(w)} = F {F(0) - H(w)}
f(@®) = fo(t) * h(¢)

Comme

Wt

£(8) = i F(nT,) - 8(t —nT,), h(t)=sinc<ﬁ>

n=-—oo

On ait

f® = ( i f(nTe) - 6(t - nTe)> ‘ (Sinc (0;_7:»

f) = Z f(nT,) - <sinc (2::) * §(t — nTe)>
f@) = Z f@T,)- <sinc (%))

On peut confirmer que le signal original est somme des fonctions sinus cardinal (Sinc(t)) décalé
par des multiples périodes d’échantillonnage nT,.
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