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CHAPITRE I: CALCUL MATRICIEL

1 DEFINITION ET GENERALITES

Soit (K, +,-) un corps commutatif. On désignera par 0 = Og ’élément neutre
de pour la loi + et on Pappellera le zéro du corps (K, +,-). De méme, 1 = 1k
désigneral’élément neutre pour la loi -. D’une maniére générale, les éléments de
K, sont appelés scalaires.

Définition 1 Soit (K, +,-) un corps commutatif. Une matrice & coefficients
dans K est un tableau de la forme

a1 a2 e e A1m
a1 a2 ce e a2m,
A= . ) S . ca; €K, ie{l,..,n}, je{l,...,m}.
ap—11 an-12 - . . . Qp—1m
L [02°%} An2 e Anm 1

Le chiffre n désigne le nombre de lignes, le chiffre m désigne le nombre de
colonnes. Les éléments a;; € K sont appelés coefficients de la matrice A. Si
n=m, on dit que A est une matrice carrée et on note A = [aij]Zj:1 e M, (K).
Remarque 2 L’élément a;; € K est situé sur l'intersection de la ligne i avec
la colonne j. Si A est une matrice carrée, les a;; 1 =1,2,...,n, sont appelés
éléments de la diagonale de A. On dit aussi éléménts diagonaux de A. Si tous
les éléments non diagonauzr de A sont égaux o 0, on dit que A est une matrice
diagonale. Les matrices

1 00
A= { L0 ] , B=1]10 20
0 00
sont des matrices diagonales.

Quelques notations:

1. L’ensemble des matrices & n lignes, m colonnes et & coefficients dans K est

noté M, ., (K). On utilise aussi I’écriture A = [aij]?’jzl € My m (K).

2. Sin =m, on dit que A est une matrice carrée et on note A = [aij}?jzl €

M, (K).



3. La matrice nulle de M,, ,,, (K) est la matrice dont tous les cofficients sont
égaux & 0. On la note O, ., (K) (ou O,, (K) si n=m):

00
000
O23(R) = {0 0 o]’ Os2(R)=1]0 0 |,
0 0
0 0 000
0:(R) = [0 0}, OsR)=1]0 0 0
00 0

2 OPERATIONS SUR LES MATRICES
2.1 SOMME DE MATRICES

n,m

Définition 3 Soient A = [aij}z;zl € Mym (K) et B= [bij]ijzl € My m (K)
deux matrices. La somme A + B est la matrice C = [cij]?’jzl € Mym (K)
définie par la relation:
cijzaij—l—bij, iE{l,...,’n}, jE{l,...,m}. (1)
On écrira dans ce cas,
laij); 72y + (il iy = laij + bij]i (2)

Exemple 4
10—2+231_33—1
01 5 4 -1 1| |40 6
Remarque 5 La somme de matrices n’a de sens que si elles ont le méme
nombre de lignes et le méme nombre de colonnes.
On a les propriétés suivantes:
1. La somme des matrices définit une opération interne dans M, ,, (K) :

(A, B) € My (K) x My (K) = A+ BE Mum(K) e (3)

2. La somme des matrices est commutative:

V(A,B) € My (K) x My (K): A+ B=DB+A (4)

3. La somme des matrices est associative:

V(A B,C) € My (K) XMy (K) X My (K) : A+(B + C) = (A+ B)+C
(5)



4. La matrice nulle Oy, ,,, (K) est I’élément neutre pour 'adition dans My, ., (K)

VA e M’n,m (K) tA + On,m (K) - O’n,m (K) + A=A (6)

Il découle de ce qui précéde le résultat suivant:
Theoréme 6 L’ensemble (M, (K),+) est un groupe commutat.

Preuve. Il reste seulement & démontrer que toute matrice A € M,, ,, (K),
admet un élément symétrique dans M., ., (K). On remarque que pour toute
matrice A = [a;;];"", € My (K), la matrice —A = [~a;;];/", est un élément
de My, (K) et vérifie les conditions de 'élémént symétrique. m

3 PRODUIT D’UNE MATRICE PAR UN SCALAIRE

Définition 7 Soient A = [aij]?’jzl € Mpm (K) et A un scalaire de K. Le

produit A par A est la matrice:

Exemple 8
1 2 -1 2 4 =2
2¢ | 0 2 3 =10 4 6
3 0 -2 6 0 —4

On a les propriétés suivantes
1. Ogxe A=0,,(K), VAeM,,(K),

2. ae(A+B) = (ae A)+(weB), VaeckK, V(A4 B)e Mum(K))?,
3. (a+p)eA=(aeA)+ (BeA), V(a, B) € K2, VA € My m (K),
4. ae(BeA)=(a-B)eA, V(np)eK2 VAec My, (K).

3.1 PRODUIT DE MATRICES

Définition 9 Soient A = [a;];[, € My, (K) et B = [byl]", € My (K)
deux matrices. Le produit AB est la matrice C = [cij]?’jzl € My,.m (K), définie

par:

P
Cij = Zaikbkj 1€ {1,...,71}, j€ {1,...,m}.
k=1

1. Le produit AB n’a de sens que si le nombre de colonnes la matrice A est
égal au nombre de lignes de la matrice B.



2. L’¢lément c;; s’obtient en multipliant les éléments de la ligne ¢ de A par
les éléments de la colonne j de B puis en sommant.

1 0 -2 1 1
a=lon 3] m= 4]

3. Soient

On a
1. Le produit AB n’existe pas car A € Ms3(R) et B € Mys (R),
2. Le produit BA existe et on a

1 1 3

BA:{—l 17

} € Mz 3 (R)

3. Meme si les deux produits AB et BA existent, ils ne sont pas forcément
égaux. En effet, soient

alors,

e8]« mefit]

1
1 2 1
4. Le produit de matrice est associatif (quand il existe):

VAEM,,(K), BEM,,(K), C&Myn(K):(AB)C = A(BC)
(8)

4 MATRICES INVERSIBLES

Définition 10 On appelle matrice unité d’ordre n la matrice carrée (n lignes,
n colonnes):

10 . . . .0
0 1 0
In(K):
00 10
[ 00 1|
C’est ¢ dire,

M B sioi=] (i,5) € {1,2, ....n}’
1) OK SZ Z?é] b b )~ b



Exemple 11

10 1 00
L (K) =1, IQ(K):[O 1}, IL(K)y=]0 1 0
0 0 1
Remarque 12
VAe M, (K): A, (K)=1,(K) A=A (9)

Définition 13 Soit A € M, (K) wune matrice carrée. On dit que A est
inversible (ou bien admet un inverse), s’ il existe un matrice carrée notée A~!
appartenant & M, (K) et telle que

1

1

Exemple 14 L’inverse A = [ R

_21 ] est la matrice A~ = 1 [ 21 }

Remarque 15 Il existe des matrices carrées qui ne sont pas inversibles. On
donnera dans le chapitre prochain les conditions d”nversibilité d’une matrice
ainsi qu’une méthode de calcul de 1”inverse.

On a les propriétés suivantes
1. Si l'inverse d’une matrice existe alors, il est unique

2. Si A est inversible alors A™! est aussi inversible et de plus (A*l)f1 =A

3. Soient A et B deux élémeénts de M, (K). Si A et B sont inversibles
alors, le produit AB est aussi inversible det on a (AB)™' = B~14~1,



TD1 d’Algebre 1I:
APPRENDRE A MANIPULER LES MATRICES

Exercice 1 On consideére les matrices

2 3 4 1 -2 0
A = [; Afl ‘11} , B::[ ;1 f j; }, c=13 1 3|, p=|2 1 0
1 -2 0 2 0 1
1
E:[111},F: 0
!

Calculer: A+ B, C+ D, AC, AD, CD, DC, EF, FE, EC, CF.
Exercice 2 Soient A, B deux matrices. Répondre par vrai ou faux en justifiant vos réponses:

1. Si le produit AB est défini alors le produit BA est aussi défini.
2. Sila somme A + B est définie alors le produit AB est défini.

3. Siles produits AB et BA sont définis alors la somme A + B est définie.

Exercice 3 Soit A = [aij]?’;ll € M,.m (K). On appelle transposée de A, la matrice A dont

les lignes sont les colonnes de A. Autrement dit:
tA = [bij]:'?jll € My, (K) avec b = aj;
1. Calculer la transposée de chacune des matrices de 1’exercice précédent.
2. Montrer que dans le cas général, ona: ¢ (A+ B) ='A+ !B, ' (AB) = 'BtA, (tA) '="1 (A7Y).
Exercice 4 Soient A, B deuz matrices. Montrer que:
1. Si le produit AB est défini alors le produit ! B* A est aussi défini.
2. Sila somme A + B est définie alors le produit A*B est défini.

3. Si les produits AB et BA sont définis alors la somme A +! B est définie.

=[5 4]

1. Calculer A% puis A% — A. En déduire que A est inversible et écrire son inverse A1

Exercice 5 Soit la matrice

Exercice 6 On considére les matrices :

2 0 -1 100
A=|11 o |, et =010
20 1 00 1

1. Calculer A2 et A3.

2. Déterminer les trois nombres a, b, ¢ tels que : A% 4+ aA? +bA + clz = 0. En déduire A~1.



CHAPITRE 2: CALCUL DES DETERRMINANTS

1 DEVELOPPEMENT PAR RAPPORT A UNE LIGNE

Soit A = [aij}?jzl € M,, (K) une matrice carrée. Pour calculer le déterminant

de A (noté |A]), on procédera par étape suivant la croissance de n:

1. A=[d = |A|=a,

air a2
2. A= = |A| = 11022 — G12021,
@21 QA22

ai1  aiz2 a13
3.51 A = as1 a9 a3 |, on choisit une ligne quelconque ¢ et on
as1 Q32 as3
développe de la maniére suivante:
3
_ i+j
|A| = E (-1 Qi ‘Aij|7 (1)

Jj=1

ot A;; est la matrice obtenue en éliminant la ligne ¢ et la colonne j.

Exemple 1 Supposons que A = (1) —1 ?
2 3 1
- Si on développe par rapport o la premiére ligne, on obtient
3
Al = ;(_1)1+ja1jA1j|:1.’ 3 ‘_(_1)‘ - ‘+2' D ‘
= 1.(-4)+1.(-2)+2(2)=-2
- Si on développe par rapport & la deuxiéme ligne, on obtient
> 245 -1 2 1 2 1 -1
A= e aslagl=o| 3t Teen|y T -]y 3
= O (=7)—1.(=3)—1.(5) = -2
Si on développe par rapport a la troisiéme ligne, on obtient
- : ~1 2 12 1 -1
Al = S0 alagi=2| T -] Ty O

= 2.(1)=3.(1)+1(=1) = —2



D’une maniére générale si n > 3 alors le déteminant se calcule par la formule

A= (-1 a Ay,
j=1

(2)

ot A;; est la matrice obtenue en éliminant la ligne ¢ et la colonne j.

Remarque 2 (Importante)

Pour développer le déterminant, Il est préférable de développer par rapport a la
ligne qui contient le plus grand nombre de zéros.

Exemple 3 Calculons le déteminant de la matrice

En développant par rapport a la

A

1{-2]
+2.{1.’

— = e e

0 -1 2 3
0 1 0 2
1 -1 -1 1
1 1 1 1

deuziéme ligne, on obtient

3 0 -1 2
1]4+2]1 -1 -1
1 11 1
1 1 -1

' +3.‘1 1’}
-1 1 -1
el )

1.{=2.(0)+3.(2)} +2.{1.(2) +2.(2)} =6+ 12 = 18

Définition 4 Une matrice carrée A est dite triangulaire si elle admet ['une des
2 formes suivantes:

a11
0

Gp—11
an1

a12
a22

a99 0

Gp—12
an2

Q1n—1 A1n
A1n—1 Qa2n
Triangulaire supérieure,
0 An—1n—1 Qn—1n
0 Ann
0 0
0 0

Triangulaire inférieure,




a. Une matrice diagonale est une matrice triangulaire

1 9 1 00
b. A= et B=| -1 2 0 sont des matrices triangulaires.
0 1
0 1 3
Proposition 5 Si A = [aij]?jzl € M,, (K) une matrice triangulaire alors,
|A| = aj1a93...Gnp (3)

2 PROPRIETES DES DETERMINANTS

aiq ai12 e e A1n
a1 a2 e e a2n
Soit A = . . e . une matrice carrée.
Gp—11 an—-12 - - . . Q(p—_1m
L [07°%) an2 e e Apn 1
Posons
L1 = a1 a2 .- . . . Qip
LQ = a21 Q22 . . . . Q2p
Lz = [ a1 G2 (€27 ]
L" = [ anp1 Qp2 . . . . Qpn }

On peut donc écrire

L1 Ll
LQ L2
A= I, et |A| = I,
Ly Ly,

Theoréme 6 Régles fondamentales de calcul des déterminants

1. (Linéarité par rapport a la ligne 4): Si L; = L; + L;/ alors

Ly Ly L,
Ly Ly Ly

|A| = L: = L; + L;-’ (4)
L7L L7l LTL




2. (Homogenéité par rapport a la ligne ¢): Si L; = )\.L; alors,

Ly
Ly

|A| = L;

Ly

Ly
Ly

AL

K

Ly,

3. Si deux lignes sont proportionnelles alors,

Li=\L; =

L,
L,

Ly
Ly

Ln

le déterminant est égal a 0:

4. Sion permute deux lignes entre elles alors, le déterminant change de signe:

Ly
Lo

Ly
Lo

5. Le déterminant ne change pas si on ajoute & la ligne ¢ une combinaison

linéaire des autres lignes:

Ly
L,

L;

LTL

Ly
Ly

Lz‘—I—Z

J#i

L,

NL; (8)

Cette derniére propriété est surtout utilisée pour faire apparaitre des zéros

dans une ligne donnée.



Exemple 7 Considérons la matrice

1 2 1 -1
1 1 1 1
1 -1 -1 -1
1 2 1 2

A:

En remplacant Ly par Lo + Ls , on obtient

1 2 1 -1
2 0 0 0
1 -1 -1 -1
1 2 1 2

2 1 -1
=-2.| -1 -1 -1
2 1 2

Al =

En remplacant Lo par Lo + %Ll et Ls par Ls — Ly , on obtient
2 1 -1

1
Al =—-2.]1 0 7% 7% :—2><<2><—><3):6
0 2

3 DEVELOPPEMENT PAR RAPPORT A UNE COLONNE

On peut développer un déterminant suivant une colonne conformément a la

formule suivante:
n

"
|A| = |A] = Z (=)™ ay | Ayl 9)
i=1
ot A;; est la matrice obtenue en éliminant la ligne ¢ et la colonne j.

Remarque 8 Les formules 2 et 9 bien que semblables, sont trés différentes sur
le point de l'utilisation. En effet dans la premiére, on fixe une ligne et on fait
varier les colonnes tandis que dans la seconde, on fixe une colonne et on fait
varier les lignes.

1 -1 2
Exemple 9 Reprenons la matriccA= | 0 —1 1 utilisée lors des développe-
2 3 1

ments par rapport aux lignes.

1. Si on développe par rapport & la premiére colonne, on obtient
3

- _

A= 30 a4l = |

i=1

11 ~1 2
1‘+2.‘_1 1‘4+2.(1)2

n

Proposition 10 Soit A = [aij]ij:1

par C; la colonne 1.

€ M, (K) une matrice carrée. Désignons

ail ai2 Ain

a21 a22 a2n
Cl == . 5 CQ = . g eeeny Cn =

an1 an2 Ann



alors,

1. (Linéarité par rapport a la colonne 4): Si C; = C; + C,Lf/ alors

"

|A| = |Cy, Csy s Clyoy Gl +|Ch, Co, i CF L, Cul o (10)

2. (Homogenéité par rapport a la colonne i): Si C; = )\.C; alors,
3. Si deux colonnes sont proportionnelles alors, le déterminant est égal a 0:
Ci=XC;=]4]=0 (11)
4. Si on permute deux colonnes alors, le déterminant change de signe:
ICy, ... Ci, .., Gy, oy Cpl = —|Ch, ., C,y ., Gy ey G (12)

5. Le déterminant ne change pas si on ajoute a la colonne ¢ une combinaison
linéaire des autres colonnes:

IC1y oy Ciyory Cul = |Ch, o, Ci 4> NGy Ch (13)
J#i

Exemple 11 Considérons la matrice

1 2 1 -1
1 1 1 1
A=17 4 4
1 2 1 2

En remplacant Cs par Cy — Cy, on obtient:

1o 1 1 Lo
|A| = =-3|1 -1 -1
1 0 -1 -1 11 9
1 0 1 2
En remplacant C5 par C35 — C5 , on obtient:
1 1 0 1 1
[Al=-3.]1 -1 0|=-3x1 1 -1 =6
1 1 1

4 INVERSION DES MATRICES

n,m

Définition 12 Soit A = [aij]ij:1
matrice *A dont les lignes sont les colonnes de A. Autrement dit:

€ M, m (K). On appelle transposée de A, la

tA = [b”};mj’zl S Mm,n (K) avec bij = @jj (14)



Exemple 13

1 2 1 -1 11 1 1
111 o2 1 -1 e
A=11 0 4 a|=T A= 1 1 1
1 2 1 2 11 -1 2

Les deux théorémes suivants sont fondamentauz la théorie des déterminants

Theoréme 14 Le déterminant d’une matrice carrée et celui de de sa transposée
sont égauz.

Theoréme 15 Si A, B € M, (K) sont deux matrices carrées alors,
|AB| = |A].|B].
Définition 16 Soit A = [aij}?jzl € M, (K) une matrice carrée. On appelle:

1. mineur d’ordre (i, ) le scalaire : |A;;], ot A;; est la matrice obtenue en
éliminant la ligne ¢ et la colonne j.

2. cofacteur d’ordre (i, §) le scalaire : (—1)"" |A].

3. la matrice des cofacteurs de A est appelée comatrice de A. On la note

com (A).
1 -1 2 -4 2 2
Exemple 17 SiA=| 0 -1 1 alors com(A)=| 7 -3 =5
2 3 1 1 -1 -1

Theoréme 18 Soit A = [aij]?jzl € M, (K) une matrice carrée. Alors,

A't(com(A)) = "(com(A) A=|Alel, (15)

Theoréme 19 Soit A = [a;;] € M, (K) une matrice carrée. Alors,

n
ij=1

A inversible < |A| # 0.

Dans ce cas, la matrice inverse est donnée par la formule

A7t = — (com (A)) (16)



1 -1 2]
Exemple 20 Soit A= | 0 -1 1
2 3 1
versible. On a:
-1 1
|An| = 3 1|7 —4,  |Ap|=
-1 2
|A21| = 3 1 = _77 ‘AQQ‘ -
-1 2
|Az1| = 1 1= |Azz| = ‘
Donc
com (A) =
Finalement
At = — ! (com (A))
1 2 1
. 1 1 1
Exemple 21 Soit A = 1 -1 1
1 2 1

On a |A| = —2. Elle est donc in-
0 1 0 -1
1 2 1 -1
2 1’:_3’ |A23|:’2 3 ‘:
1 2 1 -1
0 1’:1’ |A33|:‘0 1’:_1
-4 2 2
7T -3 -5
1 -1 -1
-4 7 1
——Ze|l 2 -3 -1
2 -5 -1
-1
_11 . On a déja vu que |A| = 6. Elle
2

est donc inversible. Trouvons com (A).



On a

| A1

|A2s| =

|As2| =

|Aar| =

|Asa| =

D’ou

Finalement

1 1 1
1 —1 -1 |=o0,
2 1 2
1 1 1
1 -1 —1|=2
1 2 1
1 2 -1
1 -1 -1 |=-9,
1 2 2
1 1 -1
1 1 1 |=0,
1 1 2
2 1 -1
1 1 1 |=o,
-1 -1 -1
1 2 1
11 1 |=2
1 -1 -1
com (A) =
Ailflo
6

| A12]

| Aoa| =
| Agz]

0 2
3 -6
3 0
0 4
0 3
2 —6
0 9
-2 0

1 1 1
1 -1 —1|=-2
1 1 2

2 1 -1
~1 -1 -1 |=-3,
2 1 2
1 2 1
1 -1 —1]=o0,
1 2 1
2 -1
1 1 |=-3,
2 2
1 1 -1
1 1 1 |=4
1 -1 -1
0 -2
9 0
-3 0
6 2
30
0 4
-3 —6
0 2

. A =

|Az1| =

— == NN NN RN

1

-1

-1
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TD2 d’Algebre 11I:
LES DETERMINANTS

Exercice 1 Pour chacune des matrices suivantes, calculer le déterminant ainsi que la matrice
inverse quand elle existe:

- 01 1 1 1 1
D1:[65}, Dy=|10 1|, Dy=| -1 0 1],
110 ~1 -1 0
32 3 I
D, = |5 -1 —2|, Dy= :
L 113 1
111 3

Exercice 2 Trouver sans les calculer directement, les déterminants suivants:

2 3
Lo .
Dl = 1 ¢ 02 03 ) D2: a b c )
1 d & & b+c a+c a+b
z+2 2x+3 3zx+4 a—b—c 2a 2a
Ds = 20 +3 3zx+4 4dx+5 |, Dy= 2b b—a—c 2b
3r+5 bx+8 10x+ 17 2c 2c c—a—2>
On considére le déterminant
2 1 0 0
1 2 1 0 0
0
D, =
0
!
0 0 1 2

1. Ecrire Dl, Dg, D3, D4.
2. En développant selopn la premiére colonne, exprimer D,, en fonction D,_1 et D,_s.

3. En déduire D,,.

Exercice 3 Calculer suivant le paramétr réel m linverse de la matrice

m -1 0 -1
-1 m -1 0
0O -1 m -1
-1 0 -1 m



CHAPITRE 3: ESPACES ET SOUS-ESPACES
VECTORIELS

1 ESPACE VECTORIEL
1.1 DEFINITIONS

Definition 1 Soit K un corps commutatif. Un espace vectoriel sur K (on dit
aussi K-espace vectoriel) est un ensemble non vide E muni d’une loi interne
notée + et d’une loi externe o : K xE — K, tellers que:

1. (E,+) est un groupe commutatif;

2. La loi externe e vérifie les conditions:

(a) V(z,y) e EX E, YaeK: ae(z+y)=aert+aey;
(b) Ve E, V(a,f) eKxK: (a+p)exz=caex+ feox;
(c) Vxe E, V(i) e KxK: ae(fex)=(af)ex;
(d) Vz e E: lxex =u.
1. Les éléments de EF sont appelés vecteurs, les éléments de K sont appelés

scalaires. 1’élélément neutre du groupe (E,+) est appelé vecteur nul de
FE et sera noté Og ou tout simplement 0.

2. Dans la relation 2b, on utilise le méme signe + pour deux opérations
différentes. En effet d'un c6té une somme de scalaires et de I’autre, on a
une somme de vecteurs. Il appartient au lecteur de pouvoir distinguer les
deux situations.

1.2 Exemples

Example 2 Soient K un corps commutatif et un entier naturel. On définit

dans l’ensemble
K" = {(1'17...,5[577,) DT,y € K}

lopération interne + et l'opération externe @ comme suit :
(5517 ceey xn) + (yla ayn) = (.’1?1 + Y1,y Tn + yn) (1)

VaeK: ae(xy,..,2,) = (21,...,00.y) (2)



L’ensemble K™ muni de ces deux opérations est un K-espace vectoriel dont le
vecteur nul est le vecteur (O, ..., 0x)-

Corollary 3 Tout corps commutatif est un espace vectoriel sur lui méme.

Example 4 Le corps C des complezes est un R-espace vectoriel. L’inverse
n’est pas vrai.

Example 5 L’ensemble des solutions de l’équation différentielle f” + f =0
muni de la somme usuelle des fonctions et de la multiplication par un scalaire
est un R-espace vectoriel.

Example 6 L’ensemble M, , (K) muni de la somme usuelle des matrices et
de la multiplication par un scalaire est un K-espace vectoriel.

2 REGLES DE CALCUL DANS UN ESPACE
VECTORIEL

Soit E un K-espace vectoriel. On a alors les assertions suivantes:

Proposition 7 La multiplication du vecteur nul par un scalaire est égal au
vecteur nul:
VaeK: «aqelg=0g

Proposition 8 Le produit d’un vecteur par le scalaire nul est égal au vecteur
nul:
VreE: Ogexz=0g

Les deux propositions précédentes admettent la réciproque suivante:
Proposition 9 Va e K, Vx e E: aer=0g=>a=0 ou z=0g.

Proposition 10 Le produit d’un scalaire par le symétrique d’un vecteur est
égal au produit du symétrique de ce scalaire par le vecteur et c’est aussi égal au
symétrique du produit du scalaire par le vecteur:

VaekK, Vzek: ae(—z)=(—a)ex=—(xex)



3 Sous-espaces vectoriels

3.1 DEFINITION, EXEMPLES ET CARACTERISATION

Definition 11 Soient E wun K-espace vectoriel et F un sous-ensemble non
vide de E. On dira que F est un sous-espace vectoriel (s.e.v) de E si:

1.V(z,y) e FxF: x+4+yeF (stabilité par rapport a la loi interne);

2.VxeF, VaeK: «ex e F (stabilité par rapport a la loi externe).

Proposition 12

1. Si F' est un s.e.v de E alors, O € F. L’inverse n’est pas vrai.

2. Si I est un s.e.v de E alors, Vo € F, —x € F. L’inverse n’est pas vrai.

Preuve. 1. Supposons que F est un s.e.v de E. D’apreés la stabilité par
rapport a la loi externe, on a

Vee E, VaeK: aexekF

Donc pour a =0, ez =0gex =0 € F.
Pour montrer que 'inverse n’est pas vrai, on considére le contre-exemple suivant.
L’ensemble F' = [—1,1] est un sous-ensemble non vide du R-espace vectoriel
R. Or,

leFr , 2€eR mais 2.1 =2 ¢ F.

2. De méme d’aprés la stabilité par rapport a la loi externe, on a

Vre E, YaeK: aqexéelF

Donc pour a = —1g, cex = (—1lg)ex=—z € F.

Pour Pour montrer que I'inverse n’est pas vrai, on consideére le méme contre-
exemple. On a z € F' = —z € F. Mais comme on I’a déja vu F n’est pas un
s.e.vde R. m

Remarque 13 Si FE un K-espace vectoriel alors, {0g} et E sont deux
s.e.v. de E . De plus, pour tout autre s.e.v F de EE |, on a:

{0g} CFCE

Example 14 L’ensemble F = {(z,y) €R*: z4+y=0} est un s.e.v du
R-espace vectoriel R2.  En effet,

a. (z,y) e F=F #9;



b. (z,y) € F, (2',y') e F= (x,y)+ (¢',y) = (x+2',y+4). Dautre part,
(z+2)+y+y)=(@+y + @ +¢y)=0+0=0.
Done, (z,y)+ («',y') € F.
c. (x,y)€F, acR= ae(z,y)=(az ay). Par ailleurs,
azrxt+ay=a (r+y) =a0=0.

Donc, «e(z,y) € F.

Example 15 L'ensemble F ={(z+y,x+2y): z,y €R} estun s.e.v du
R-espace vectoriel R2.  En effet,

a. (0,0)=(0+0,04+20) € F= F#d;
b. Si (z+y,z+2y)€F, (2 +vy,2'+2y)€F, alors,

(+y,z+20)+ @ +y,2"+2) = (z+y) + @ +y),(@+2y) + (2" +2¢))
= (@+2)+W+y), (z+2)+2(@y+y)) €F.

c. Si (z+y,z+2y)€eF, «acR, alors,

as(z+y,x+2y) = (a(z+y),a(r+2y)) = (ax + (ay) ,ax + 2 (ay)) € F.

Example 16 Dans l’ensemble My (R) des matrices carrées d’ordre 2, on con-

sidére 'ensemble
F:{A:[a b}: a,b,ceR}.
b c

est un s.e.v de My (R).

Theorem 17 (de caractérisation) Soient E un K-espace vectoriel et F un

sous-ensemble non vide de E. Alors,

F estunsevde EoV(r,y) e FxF, V(o,f)eKxK:aex+pfeycF

Exercise 18 Montrer en utlisant le théoréme précédent que l’ensemble
F:{(x,y,z) eR3:z=y A x+22:0}

est un s.e.v du R-espace vectoriel R3.



3.2 INTERSECTION ET UNION DE SOUS ESPACES
VECTORIELS

Proposition 19 Soient Fy, Fs,...,F, des s.e.v du K-espace vectoriel E.
Alors, l'ensemble

n
(N F=FRnNKRN.NF,
k=1

est aussi un s.e.v de E.

Preuve. On a Og € m Fp carOg € F, Vk=1,...,n. Par ailleurs,
k=1

n 2
(z,y) € (ﬂFk> = (z,y)€F} Vk=1,..,n
k=1
= z4+yekF, Vk=1,...n

= Tt+yeE ﬁFk.

k=1
et
r € ﬂFk et aeK=axe€F, Vk=1,...n et a€K
k=1
= aexcF, Vk=1,...n= aexc ﬂFk.
k=1
[

Proposition 20 La réunion de deuz s.e.v n’est pas forcément un s.e.v.
Preuve. Les sous-ensembles

F, ={(z,0) : x € R} et F,={(0,y): z € R}
sont deux s.e.v de R2. D’autre part,

(1,0)€F1 N (1,0)€F1 U Fy
(071)EF2 (0,1)€F1 U Fy

mais

{0l en =on=ao+ongnun

On n’a pas donc stabilité de 'union par rapport a la loi interne. Donc 1'union
FLUF, nest pasuns.evdeRZ. m

La proposition suivante donne les conditions nécessaires et suffisantes sous
lesquelles I'union de s.e.v est un s.e.v.



Proposition 21 Soient Fy, Fy deux s.e.v du K-espace vectoriel E. Alors,
FiUF, sevde FE< Fy CF ou Fy CFy

Preuve. (=) Soient Fy, F, deux s.e.v du K-espace vectoriel E tels que
Fy U Fy est aussi un s.e.v de E. Supposons que F} g F5 et montrons que
nécessairement, Fy C Fj. On a

FlgFgéﬂaEFl et a¢ Fh.
Soit maintenant x € F5. On a

{ aEFlgFlLJFQ

veFyCFUF, =a+z € FMUF, (F1 U Fy est un s.e.v de E)

Par ailleurs a+x € FiUF, =a+x€ Fioua+x € F,. Or

at+x € Fy a+x € Fy
ou = ou
a+x € Fy at+x€EFy et —x€eF
at+x € F
= ou

(a+2)+ (—z) € Fy

a+x € Fl
= ou
a€ Fy (impossible car a ¢ F)

Donc on a finalement a + x € F;. Par conséquent,

z=x+0g=xz+(a+(—a))=(x+a)+(—a) € i = F, C F.

4 SOMME ET SOMME DIRECTE DE SOUS-
ESPACES VECTORIELS

Proposition 22 Soient Fy; et Fy deux s.e.v d’un espace vectoriel E . Posons
F={u=wui4us:u € Fi, us € Fp}
L’ensemble F' est un s.e.v de E .

Definition 23 Le s.e.v F , défini dans la proposition précédente est appelé
somme des s.e.v Fy et Fy. On le note Fy + Fy. Si de plus, Fy N Fy = {0}
on dit alors que cette somme est directe et on écrit Fy @ Fy .



Example 24 Montrer que R?> = Fy & F» ou
Fi ={u=(z,0):z € R} , Fy={u=(z,z):x € R}

Preuve. Il faut montrer que :

1. iNF, ={0g}

2. Vu € R, F(up,uz) € Fi X Fy 1 u = uy + ug

On a

u=(x1,22) € N Fy = u=(x1,0) = (z1,21) = (0,0) = Fy N F>, = {0g}.

Par ailleurs, soit u = (a,b) € R% Alors

U = U +U2:(U1,U2)€F1XFQé(a,b):(x1,0)+(l'2,$2):(.’E1+$2,$2)

o =10 To=0b uy = (a—b,0) € [y -
{w1+wz=a j{w1=a—b :‘{ w=0ber &=tk

Donc, on a finalement R2=F, & F,. m
Exercise 25 Soient

Fr={u=(z9,0):2 R} , F,={u=(0,y,2) : x € R}.
Montrer que R® = Fy + Fy mais que cette somme nest pas directe.
Theorem 26 Soient Fy, Iy deux s.e.v du K-espace vectoriel E. Alors,

E=F®F,<VrekF, 3!($1,$2)EF1XF2/ T =x1 + X2.
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Exercice 1 Soit E = F(N,R)  [’ensemble des suites réelles. On définit sur E les deux
opérations

+ : E X E - E? (mn)nZO + (yn)nZO = (xn + i‘/n)nzo
e : RxFE—EF; Ao (Tn),50= (A\n),>0

Montrer que (E,+,e)  est un R-espace vectoriel.

Exercice 2 Soient (E,+,e) un K-espace vectoriel et F' un ensemble non vide quelconque. On
suppose que f est une application bijective de E dans F . On définit sur F' les deux opérations
+ et e comme suit:

Ve,y € F;  a+y=f(f"@+f ")
YA € K, VzeF; Aoz = f(Nef ' (2))

1. Montrer que (F,+,e) est un K-espace vectoriel.

2. Soient a,b,c,d des nombres réels vérifiant ad — bc # 0. Montrer la bijectivité de
I'application f définie de R? dans C par:

f(z,y) = (ax 4+ by) + i (cx + dy)
3. Quelle est d’apresl, la structure de R-espace vectoriel ainsi obtenue sur C 7

Exercice 3 Dans chacun des cas suivants dire en justifiant votre réponse si F est un s.e.v de

E.
1. E=R?, F={(z,y) eR®:z>y} , E=R?*, F={(z,y) €eR?*:3zy=0}
2. E=R?, F={(z,y)eR?:2=2y} , E=R* F={(z,y)eR?:iz—y=2}
3. E=R, F={(z,y,2)eR:x=1} , E=R} F={(z,y,2)eR:2=2y}
4. E=R?, F={(z,y,2)eR¥:z=y=2} , E=R® F={(zy2)ceR:z—y+42=0}

5. E=F(N,R), F =lensemble des suites bornées
E=F(N,R), F =Dlensemble des suites convergentes

E=F(N,R), F =lensemble des suites croissantes |,

® N>

E=F(N,R), F = lensemble des suites convergentes vers a (a € R).



CHAPITRE 4: BASES ET DIMENSIONS

1 PARTIES LIBRES

Definition 1 Soient E un K-e.v. et A= {vy,...,v,} wune famille de vecteurs
dans E. On dira que la famille A est libre si:

a1+ ... +apv, =0 = a1 =....=a, =0k (1)
Dans le cas contraire, la famille A est dite liée.

Definition 2 Soient E un K-e.v. et A= {vy,...,v,} une famille de vecteurs
dans E. On dira que les vecteurs vi,...,v, , Sont:

1. linéairement indépendants si A est libre,
2. linéairement dépendants si A est liée.

Example 3 Les vecteurs v1 = (1,1) , we = (1,—1) sont linéairement in-
dépendants dans R2. Par contre, les vecteurs vy = (1,1) , vg = (1,—1)
v3 = (4,2) sont linéairement dépendants dans R>.

Proposition 4 Soient E un K-e.v. Alors,

a. Toute partie de E constituée d’un seul vecteur non nul est libre,
b. Toute partie de £ contenant le vecteur nul est liée,

c. Si A estlibre et B C A alors B est aussi libre,

d. Si Aestliteet AC B alors B est aussi liée.

1.1 PARTIES GENERATRICES

Definition 5 Soient E un K-e.v. et A= {vy,...,v,} wune famille de vecteurs
dans E. On dira qu’un vecteur v € E est une combinaison linéaire des vecteurs
Vi, eeny Up SU:

F(ar,yan) K" 1 v=ajevi+...+a, 00, (2)



Example 6 Dans R?, le vecteur vs = (4,2) est une combinaison des vecteurs
v = (1,1) et va=(1,-1). En effet, v3 =3v; +vs .

Definition 7 Soient F un s.ew de E et A = {v1,...,v,} une famille de
vecteurs dans F.  On dira que A engendre F' (on dit aussi que A est génératrice
de F') si, tout vecteur de F' est une combinaison linéaire d’éléments de A. Si
A engendre F, on note alors : F' = vect (A).

Example 8 La famille A = {v; = (1,1) , va = (1,—1)} engendre R%. En
effet, si v = (x,y) € R?, alors,

rt+y r+y r—yY y—
o = (L) 4 (35057

_ w;y.(1,1)+m_y.(1,—1)
T+ T —
= 2y0U1—|— 2yo”02

Example 9 Montrer que R? = vect (A) avec A = {v; = (1,0,0),v2 = (1,1,0) ,v3 = (1,1,1)}.

Proposition 10 Soient F un s.evde E , A et B deux familles non vides
de vecteurs dans F'. Alors,

1.
ACB = wvect(A) Cwvect(B).

ACB et F=vect(A) = F =vect(B)

Theorem 11 Soient F un s.evde E , A et B deux familles mon vides de
vecteurs dans F. Alors,

A libre et F = wvect (B) = Card(A) < Card(B).

1.2 BASES

Definition 12 Soient F un s.e.v de E et A = {v1,...,v,} une famille de
vecteurs dans F. On dira que A est une base de A, si A libre et engendre
F.

Example 13 A= {v; = (1,1) , va = (1,—1)} est une base de R%. On a déja
vu que A engendre F. Montrons que A libre. On a,

aev;+[evy = Oz = (a+pf,a—p)=(0,0)
= {ztgzg =a=0=0.



Example 14 Montrer que A = {v; = (1,0,0),v2 = (1,1,0) ,u3 = (1,1,1)} est
une base de R3.

Proposition 15 Soient F un s.ev de E et A ={v1,...,v,} une famille de
vecteurs dans F'. Alors,

B est une base de F < Yv € F, A (aq,...,a,) K" 1 v=qajevi+..4a,0v,

Proposition 16 Soient F un s.evde E. Si A et B sont deuzx bases de F'.
Alors,
Card(A) = Card (B)

Preuve.

A libre et F = vect (B)
B libre et F = vect (A)

{ card (A) < card (B)
card (B) < card (A)

= card(A) = card (B).

Aet B deux basesde F = {

Definition 17 Soient E un K-e.v., F un s.ev. de E et B une base de F.
Le nombre naturel Card (B) est appelé dimension de F. On le note dim F.

Example 18 On ¢ dimR? =2, dimR3 = 3.
Remarque 19 On a toujours par convention dim {Og} = 0.

Remarque 20 En réalité, la dimension dépend du corps de base K .  Par
exemple, le corps C est un C-e.v.-e.v. et c’est aussi un R-e.v. dans le
premier cas sa dimension est égale & 1. Dans le second cas, sa dimension est
égale a 2.

Theorem 21 Soient F un s.e.v de E et B = {vy,...,v,} une famille de
vecteurs dans F. Alors,

B estunede F<VYveF, A (ar,....,a,) €K : v=ajevi+...+a,ev,.
Dans ce cas, on écrit

v=(o1,....,0n)p (3)
Remarque 22 les scalaires oy, ....,ap sont appelés coordonnées du vecteur
v e F dans la base B .
Example 23 La famille B. = {e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0, ...
est une base du K-espace vectoriel K™. On ['appelle la base canonique de K'™.
De plus, les coordonnées du vecteur v = (1, ...., ) sont les scalaires 1, ...., Ty
. C’est a dire:

V= (21,000, Tp) = V= (T1,....,Tp) -

c

0, 1)}



Example 24 La famille B = {v; = (1,1) , va=(1,—1)} est une base du
R-espace vectoriel R?. De plus,

U=($,y)€R2:>v=<w :Uy) .
B

2 7 2

Example 25 La famille B = {v1 =(1,0,0) , va=(1,1,0), v3=(1,1,1)} est
une base du R-espace vectoriel R3. De plus,

v o= (ny,2) R =v=(z—y)ev +(y—2)evs+zeuv3
= v=@—-yYy—22)5-

Example 26 On considére dans le R-espace vectoriel R? le sous espace vec-
toriel F = {(at,y) ER?:z+y= 0}. Trouver une base de F' et donner les
coordonnées d’un vecteur dans cette base.

Solution 27 On a
veEF=v=(r,—x)=xe(l,-1)=zev; avec v =(1,-1)

Done, F = wvect (B). Comme B ={v; = (1,—1)} est libre, on a en réalité une
base de F. De plusv = (z,y) €eF= v=(z,—x)p et dimF =1.

Example 28 On considére dans le R-espace vectoriel R? le sous espace vectoriel
F = {(m,y,z) ER} iz —y+22= O}. Trouver une base de F et donner les
coordonnées d’un vecteur dans cette base.

Solution 29 Soit v = (z,y,z) € F. Alors,

vo= (m7yaz) = (y_szyaQZ)
= (yayao) + (_2270722)
= yeo(1,1,0)+2ze(—1,0,1).

Posons B = {v; = (1,1,0), vz =(-1,0,1)}. Ilest clair que F = vect(B).
Montrons que B est libre. On a

a.v1+5.v2 = O]R3 é(afﬁaaaﬁ):(()?()vo)
= a=p=0.

Donc, B ={v; =(1,1,0), vy =(-1,0,1)} est une base de F, dim F = 2.
D’autre part,
v=(2,9,2) € F=v=_(y,22)5.

Proposition 30 Soit F un s.e.v de E. Alors,

a. Si B est une partie libre de F alors Card (B) < dim F,
b. Si B engendre F alors card (B) > dim F.



Corollary 31 Soit B une partie non vide du K-espace vectoriel K™. Alors,

a. Blibre = Card(B) <mn,
b. B engendre K" = Card(B) > n.

Preuve. Découle du fait que dim K" =n. =
Corollary 32 Soient Fy and F5 deux s.e.v de E. Alors
Fi=F,< F, CF et dimF; =dimFs.

Preuve. L’implication directe est évidente. Montrons l'implication inverse.
Pour cela, il suffit de montrer que F» C F). Supposons que cela n’est pas vrai.
11 existe donc un vecteur non nul v tel que v € F» et v ¢ F;. On peut donc
assurer que B’ = BU {v} est une partie libre de F5. Par conséquent,

n+1=card(B') < dim Fy = dim F; = n.
D’ou contradiction. Donc F5 C F;. =

Theorem 33 (de la base incompléte) Soit F un s.e.v de E. On suppose que
dim F'=n. SiB est une partie libre de vecteurs de F et sip = card(B) <n

, alors on peut toujours rajouter (n — p) vecteurs & B pour obtenir une base de
F.

Corollary 34 Soit F un s.e.v de E. On suppose que dim F = n. Si B est
une partie libre de vecteurs de F telle que Card (B) = n , alors B est une base
de F.

Theorem 35 Soit F' un s.e.v de E. On suppose que dim F =n. Si B en-
gendre F' et si card (B) > n , alors on peut toujours retrancher (n — p) vecteurs
de B pour obtenir une base de F'.

Corollary 36 Soit F un s.e.v de E. On suppose que dimF = n. Si B
engendre F et si card(B) =n , , alors B est une base de F.

Theorem 37 Soient F; et Fy deux s.e.v d’un espace vectoriel E . Alors,
Corollary 38 Soient Fy et Fy deux s.e.v d’un espace vectoriel E . Alors,

dim F = dim F} + dim Fy

E=FoFhe
1842 { FNF={0g)

Preuve. L’implication directe est évidente. Montrons donc l'implication in-
verse. Supposons pour cela que

d1mE:d1mF1 +d1mF2 et Flﬁng{()E}.



Dans ce cas,
Comme, F; + F5> C F, on obtient finalement que

E=F+F
FinF,={0g}

Donc, E=F, & F;. =
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Exercice 1 Dans chacun des cas suivants dire si la famille B est libre, engendre E, est une
base de E. Quand ce n'est pas une base de E, trouver dim (vect (B)).

1. E=R3 | B={v; =(1,0,1), v =(0,2,2), vz =(3,7,1)};
2. E=R* | B={v; =(1,2,1,2), vo = (2,1,2,1), v3 = (1,0,1,1), vy = (0,1,0,0)};
3'E:R57B:{U1:(1a2717271)7’02:(271727172)?03:(1707171a0)5U4:(0717070?1)};

Exercice 2 Dans chacun des cas suivants, montrer que F' est un s.e.v. de E et en donner
une base ainsi que la dimension.

1. E=R? {(z,y,2) eR¥:x+y+2=0, z—y+2=0};

{
{

{m,y,z,t)€R4:x—y+z:O , w—i—z—i—t:O};

m,y,z)ER?’:x—i—y—z:O};

3. E=R* |

Fi =
2. E=R3 | F,—

F = x,y,z,t)€R4:x+y—z:0};

Py =

(
(
(
4. E=R*, (

Exercice 3 On considére dans lespace R3, les sous espaces vectoriels Fy et Fy de l'exercice
2.

1. Montrer que R3 = F} + F»;
2. Cette somme est-elle directe?

Exercice 4 On considére dans Uespace R*, les sous espaces vectoriels Fy et Fy de l'exercice

2.

1. Calculer Fy N Fs ;

2. En déduire en utilisant le théoréme des dimensions que R* = F} + Fj.

Exercice 5 On considére dans R*, le sous espace vectoriel F = {(ac, y,2,t) ER* iz +y—2z= 0},
1. Montrer que F = vect {v; = (1,1,2,1), vo = (1,0,1,2), vz = (0,1,1,1)};
2. En déduire une base de F' .

Exercice 6 Soient B et B’ deux parties non vides d’un espace vectoriel E .

1. Montrer que
B C vect (B') < vect (B) C vect (B’)

2. En déduire que dans R?, les familles

B = {v;=(1,0,0,0), v3 = (1,1,0,0), vs = (1,1,1,0)}

B' = {Ui:(2,1,0,0)7 Ué:(27231ﬂ0)7 ’Ué:(2,1,1,0)}



Exercice 7 (Ezamen de rattrapage 2006). On considére dans l’espace vectoriel R*, les vecteurs

vy =(1,1,0), wve=(0,1,1), w3=(1,2,1)
1. Donner une base du sous-espace vectoriel F = vect {v1, va, v3};
2. Montrer que F = {v = (z,y,2) e R} :z —y + 2 =0} ;
3. Trouver une base du sous espace vectoriel G = {v =(r,y,2) ER® iz +y+2= 0} ;
4. A-t-on R = F @ G7;
5. Donner une base de F'N G;

6. Compléter la base de G en une base de R3.

Exercice 8 Soit R[X] leR -espace vectoriel des polynomes & une indéterminée et a coefficients
dans R .

1. Pour tout naturel non nul n, on désigne par R, [X]| lensemble des éléments P € R [X]
et vérifiant la condition d°P < n. Montrer que R, [X] est un s.e.v de R[X] et que sa
dimension est (n + 1).

2. Soit F = {P € R3[X]: P” =0}. Montrer que F est un s.e.v de R3[X] et trouver sa
dimension.

3. Soit G ={PeR3[X]:P(0)=P (0)=0}. Montrer que G est un s.e.v de R3[X] et
trouver sa dimension.

4. Montrer que R3 [X] = F @ G.



CHAPITRE 5: CHANGEMENT DE BASES
ET MATRICE DE PASSAGE

1 MATRICE DE PASSAGE

Probléme 1 Soient E un K-e.v, B={vy,...,v,} et B ={v],...,v,} deux
bases de E. Siv est un vecteur de E alors,

! /
v=(a1,....,00)p et v=(ag,...,00)p -
La question qui se pose est: Quelle est la relation entre les coordonées asq, ...., o,
et les coordonnées o, ....,al, ?

Comme B’ est une base de F, on a

A

vy = a11v1 + a21v2 + .+ a4V, = (a11,021, -, 0n1)
/

Uy = a1201 + Q2202 + ... + A2V, = (@12,022, ..., 0p2) g

Ul = a1nv1 + 2,02 + o+ QppUy

(alna A2n,, ---7ann)B

Posons
ailr a2 .- . . QOin
a1 a922 . . . (05798
P, B = (1)
anl an2 . . . Ann

Definition 2 La matrice Pp/ gy est appelée matrice de passage de la base
B vers la base B' . (Attention a l’ordre)!!!

Remarque 3 Les éléments de la colonne j sont les coordonnées du vecteur du
vecteur v} dans la base B .

Example 4 Si E=R?> |, B=DB.={e;=(1,0), ea=(0,1)} , B =
{nr1 =(1,1) , va=(1,-1)} alors,
1 1 1 1
P, B) = _ ; P, ey=]1 2
1 1 5 3



Example 5 Si E=R? |, B=B.={e; =(1,0,0) , e2 =(0,1,0) , e3=(0,0,1)}
= 1

, B’ '={v1=(1,0,0) , v =(1,1,0) , w3 =(1,1,1)} alors,

Proposition 6 Soient B = {vi,...,v,} et B’ = {v},..,v),} deux bases du
K-e.v E. Alors Pp/, gy et P, py sont toutes les deux inversibles. De
plus,

(P, ») " =Ps. ) (2)

2 FORMULE DE CHANGEMENT DE BASE

Proposition 7 Soient E un K-e.v, B = {vy,..,v,} et B = {v},..,v,}
deuz bases de E. Soit v est un vecteur de E. Si,

v=(1,.,) g €t v= (), ., ) -
alors
aq o
= P, B) (3)
an a;l
Example 8 Soit E = R> , B = B. = {e1=(1,0), e2=(0,1)} ,

B ' ={v; =(1,1) , vo=(1,—-1)}. On a dans ce cas,

v=zxee1 tyeen v=I(Z,Y)p
= R2 _ 2
v=(z,y) € = V= x;y'm-i-zzy‘w = zty =

D’autre part,

| N[
N[
[E—

11
P, B) = [ 1 -1 } ; P, By = [

Un calcul direct montre que

zty 1 1 Tty x
P (2 ) =1 4] (50)=(7)
( ) 2y 1 -1 2y y
T
()

et

I
—
N[00 | =
Ml‘HM\H
[
7 N
< 8
SN—

I
7 N
M‘Tw‘i

< <
SN—



Example 9 Soit E=R? , B

= = {61
’ B/:{U1:(1a070) 5 ’U2:<171a

B.
0) , U3

(1,1,1)}. On a dans ce cas,

v:(x,y,z)€R3:>v:xoel+yoeg+zoeg:>v:(x,y,z)Bc

Posons
v=ao'ev; +y evy+ 2 ez =v=(2,y,2)py
Alors,
z’ x 1 -1 0 x x—y
v |=FPs, )| v |=]0 1 -1 y | = v—=
2! z 0 0 1 z z

Exercise 10 On considére dans le  R-espace vectoriel R*, les deux familles
de vecteurs:

B = {vu=(-1,1,1,1), vo=(1,-1,1,1), v = (1,1,-1,1), vy = (1,1,1,-1)},
B/ - {1}1:(0,1,1,1), ’U2:(170a151)7 1}3:(1,1,0,1), U4:(171a170)}'

1. Montrer que B et B’ sont deux bases de R%,

2. Trouver les coordonnées d’un vecteur v € R* dans la base B,

3. Trouver en utilisant la formule de changement de base, les coordonnées
d’un vecteur v € R* dans la base B’

1. Ona dimR*=4. Or Card(B) = Card(B’) = 4. Donc, pour Montrer
que B et B’ sont deux bases de R?, il suffit de montrer qu’elles sont

libres. On a,
a;ev; +asevy+azevyt+asevy = Opa
—a1t+as+ag+ay, =0
N a1 —ast+az+ay, =0
ar +as —ag+ay =0
Ot1+0é2+0437044:()
—a1+as+ag+ays =0
N o3 +ag=0
Ot1+0ég*Oég+Oé4:O
0[1+0é2:0
—a1+ay =0
O[1+O[2:O
= az+ag =0
—az3+ a4 =0

= aj=as=az3=ay =0

Donc B est libre. Par conséquent, c’est une base de R%. Par un méme
raisonnement, on obtient que B’ est aussi une base de R*.

(1,0,0) , eo =(0,1,0) , e3=(0,0,1)}



2. Soit v = (z,y,2,t) €R% Ona

V= eV + QU+ (3 V34 (g @ Uy

—a1+as+ast+ag=2x

N o —axtaztag=y

a1 +oae —az+ag =2

Oél+052+05370l4:t

-1 +ast+az3t+ags=2x

N a3+a4:%

o] +op —a3+oyg =2
Oé1+042:ZT+t
Ozl+0t2:ZT+t

N —optay =g — T =220
Oé3+044:%

—a3+a4:z—%+t:%t

2a1:z-2i-t_%:—m+%+z+t

2oy = St 4 £t = ke

= Qya — TEY _ 2=t _ iyt
3 2 2 2

2&4:%+Z7t:$+y;—z_t

2

b

)

I (—x+y+z+t r—y+z+t x+y—z+t x—i—y—l—z—t)
B

4 ’ 4

_ / ! / /
3. Posons v = (2, ¢/, 2/, t') 5.
base:
.T/
/

ZZ// = P,
t/

4

—rtytz+t

z—yiz-&-t
4
T+y—

z+t

4
rt+y+z—t
4

4

On a d’aprés la formule de changement de

(4)

I nous reste a trouver P(p p/. Il faut donc exprimer les éléments de B

en fonction des éléments de B’. On a

vL = 50) — g —
vy = ?1'1 + ?15
vy = ?1'1 - ?15
Vg = —3V] — 3V
.
D’ou 5 1
B
Pepy=| _1 %
O
3 3

1,7

|

Wl o=

SIS
WNWN WS

wlut
= Ol 0=

wl

Vg — &

o | 1|
W ||~



Finalement,

<

C’est a dire:

—adytatt

5 1 _1 _1 —adytett
4 4
eyttt ST L S oyttt
Pepy | etyiese [=| _1 % & _1 oyttt
3 3
styte—t S R G - stytat
4 3 3 3 3 4
—2ztytztt
:v72y3+z+t
3
r+y—2z+t
x+y4§z72t
3

3 ’ 3 ) 3 ) 3

v (x,y,zat)éR = < Yy l‘t X 2y+z+t T Yy 2 T y )
B’



CHAPITRE 6: APPLICATIONS LINEAIRES

1 DEFINITION ET EXEMPLES

Definition 1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application
[+ E — F est dite linéaire si:

L V(z,y) €E*: flz+y)=f(x)+f(y);
2. VaekK; VeeE: f(aex)=aef(z).
Example 2 Idg: E— E; Idg(x)=x . On Uappelle l'identité dans E.
Example 3 O: E—F ; O(x)=0p . On Uappelle Uapplication nulle.
Example 4 Hy: E— E; Hy(z)=Xex . On lappelle [”"homothétie de rapport \ € K.
Example 5 f:R? - R?; f(x,y) = (a.x+by, cx+dy)

Example 6 Ry : R2 — R? ; Ry (z,y) = (z.cosf —y.sinf,z.sin6 + y.cosh). On Uappelle
la rotation vectorielle d’angle 0 <0 < 2.

Example 7 f:R3> - R?>; f(z,9,2)=(v+y, y—2).

Theorem 8 (de caractérisation) Soient E et F deuzx K-espaces vectoriels et f:E — F une
application. Alors

[ est linéaire <V (,B)€K?, V(z,y) € B*: f(aex+Loey)=aef(x)+Bef(y).
Remarque 9 Si f: E — F est une application linéaire alors,
1. f(0g) =0p;
2. f(=x) = —f(2);
3. Si F =K , on dit que f est une forme linéaire;

4. L’ensemble des apllications linéaires de E dans F' est not¢ L (F,F). On peut montrer
que c’est un K-espace vectoriel pour ’addition des applications et la multiplication par
un scalaire. Si E = F, cet espace est noté L (F).

Proposition 10 Si f : E — F est une application linéaire bijective alors, f~':F — E est
aussi une application linéaire.

Preuve. Soient (o, 3) € K? et (y1,y2) € F?. 1l existe donc (x1,22) € E? tels que,
y1 = f(x1) et yo = f(x2). Par conséquent,
fHaeyi+Beys) = [ (aef(z1)+pBef(x2)
= fYf(aex; +Pexs))=cen; +[Fexy
= aef Hy)+Bef (1)

Donc, f~! est linéaire. m



2 NOYAU D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Definition 11 Soit f : E — F une application linéaire. L’e noyau de f est l’ensemble:
kerf={x € E: f(z)=0p}

Proposition 12 Si f: E — F est une application linéaire alors, ker f est un sous espace
vectoriel de E.

Preuve. Soient (a,3) € K2 et (z,y) € (ker f)°. Alors,
flaez+Pey)=aef(z)+ e f(y)=aelp+3e0p =0r+0Fr =0p
Donc ker f est un sous espace vectoriel de E. m
Proposition 13 Soit f : E — F une application linéaire. Alors,
f injective < ker f={0g}
Preuve. Supposons que f est injective. On a alors,
merI‘fﬁf(fE) =0p :f(OE) =2 =0g
Donc, ker f C {Og} . Comme {Og} est inclus dans tout sous espace vectoriel, on a alors
ker f = {OE}
Inversement supposons que ker f = {Og} et montrons que f est injective. Pour tous
z,y € F, ona
fla) = fW=[f@)-fly)=0r=f(z-y) =0r
= xz—yckerf={0g}=>2—y=0r=>z=y.
D’ou l'injectivité de f. m
Proposition 14 Soit f : E — F une application linéaire. Alors,

[ ingective < [limage de toute partie libre de E est une partie libre de F.

Preuve. Supposons que f est injective et soit A = {v1,...,v,} une partie libre de E. Il faut
montrer que f(A) = {f(v1),...,f (vn)} est une partie libre de F. On a,
aref(v1)+...tapef(v,) = 0p=flarevi+...+a,ev,)=0p
= ajevi+..+a,ev, Ekerf={0g}
= aqrevi+...+ta,ev, =0g
= a1 =...=a, = 0.
Donc f(A) ={f (v1),.... f (vn)} est une partie libre de F.
Inversement, supposons que 'image de toute partie libre de E est une partie libre de F'. Pour
montrer que f est injective, il suffit de montrer que ker f = {0g}. Ceci revient & montrer que
si v est un vecteur non nul de E alors, f(v) est un vecteur non nul de F. On a
v # 0= A={v} est une partie libre de F
= f(A)={f(v)} est une partie libre de F
= f(v) #0r.

Exercise 15 L application linéaire Rg : R? — R?; Ry (z,y) = (v.cosf — y.sinf,x.sin 0 + y.cos ) est-
elle injective?

Exercise 16 Meme question pour Uapplication linéaire f : R® — R? ; f(z,y,2) =
(@+y, y—2).



3 IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Definition 17 Soit f : E — F une application linéaire. L’image de f est l’ensemble:
Imf={y=f(z):zeck}=[(E).
En d’autres termes, Im f est I’ensemble des images par f.

Proposition 18 Si f: F — I est une application linéaire alors, Im f est un sous espace
vectoriel de F.

Preuve. Soient (o, 3) € K2 et (y1,y2) € (Imf)2. Il existe donc (x1,z2) € E? tels que,
y1 = f(x1) et y2 = f(x2). Par conséquent,

aey +Beys=aef(z1)+pef(x2)=f(r1ex1 +azenrz)€lmf
Donc Im f est un sous espace vectoriel de F'. m

Remarque 19 Si f: E — F est une application linéaire alors, f est surjective si et seulement
si, Im f = F.

Proposition 20 Soit f : E — F une application linéaire. Alors, pour toute A génératrice de
E | la famille f (A) est une partie génératrice de Im f.

Preuve. Soit A = {vy,..., v, } une partie génératrice de E. On a alors,
yelmf=y=/f(z) (z€k)
Par ailleurs

A = A{vy,..,v,} partie génératrice de F =z =a; 0v1 + .... + o, @ Uy (a1, ..., € K)
= y=f(z)=f(anevi+...+a,ev,)=aje f(v)+..+a,ef(v,)

Ce qui signifie que f (A) est une partie génératrice de Im f. m
Soit f : E — F une application linéaire. Alors,

f surjective < l'image de toute partie génératrice de E est une partie génératrice de F.

Exercise 21 Trouver une base de l'image de lapplication linéaire f:R> — R?;  f(z,y,2) =
(r+y, y—=z2). [ est-elle surjective?

Corollary 22 f: E — F une application linéaire. Alors,

[ bijective < limage de toute base de E est une base de F'.

4 THEOREME DES DIMENSIONS ET COROLLAIRES
Theorem 23 (des dimensions) Soit f : E — F une application linéaire. Alors,
dim £ = dim (ker f) + dim (Im f)
Corollary 24 Soit f : E — F une application linéaire. Alors,
1. f injective = dim E < dim F.
2. f surjective = dim FE > dim F'.

3. f bijective = dim E = dim F.



Corollary 25 Soit f : E — F une application linéaire. On suppose que dim E = dim F'.
Dans ce cas,
[ bijective & f injective << f  surjective

Exercise 26 On considére l'application linéaire
fiRP =R flz,y,2)=(z—y,y—25+22)

Montrer que cette application est bijective.



CHAPITRE 7: MATRICE ASSOCIEE A UNE
APPLICATION LINEAIRE

1 DEFINITION ET EXEMPLES

Soient £ un K -espace vectoriel et B une base fixée de FF. Dans tout ce qui suit, on écrira
alors (F,B) au lieu de E.

Definition 1 Soit f: (E, By) — (F, Ba) une application linéaire. On suppose que
By = {u1,...,up} ; By = {v1, ..., 04} -

On appelle matrice de [ par rapport auz bases B et B’, la matrice

ai; a2 . . . Qip
az1 Q22 . . - agp

M(f,Bi,Ba)=| = (1)
Qg1 Qg2 - . . Qgp

ou,
f(ur) =ai1ev1 +ag ®va+ ... +ag 0,
fug) =ai20v1 +axneva+ ...+ ag 0,

fup) =ai,emn +a.2pov2+... + agp ® Uy
1. Les éléments de la colonne j sont les composantes du vecteur f (u;) dans la base Bs.
2. Le nombre de lignes de M (f, B1, Bs) est égal a la dimension de F'.
3. Le nombre de colonnes de M (f, By, B2) est égal a la dimension de E.

4. Si E=F et By = By, on écrit alors M (f, By) au lieu de M (f, By, B1).

Example 2 soit f: (RQ, Bl) — (R?’, Bg) Uapplication linéaire définie par f (x,y) = (x,z — y,y).
Trouver M (f, B1, B2) dans chacun des cas suivants:

a. B estla base canonique de E et By est la base canonique de F.

b. By ={u1=(1,0), uz=(1,1)} , Bx={v1=(1,0,0), v2=(1,1,0) , vz =(1,1,1)}.
1 0
f(u1) = f(1,0) = (1,1,0) = (1,0,0) + (0, 1,0) -
- {f(“ﬂlf(ovl) 0.-1.1) =~ (0,1,0) + (0,0,1) = M B B)=1 10



Proposition 3 Soit f: (E,B1) — (F,B2) et g : (F, B2) — (G, Bs) deux applications linéaires.
Dans ce cas,

1. Si f est application nulle ( f () = 0p Va € E) alors, M (f, B1,Bz2) est la matrice
nulle de MdimF , dim E (K)

2. f est bijective & M (f, By, By) inversible < det M (f, By, B2) # 0. Dans ce cas,
M (f,B1,B2)"" =M (f~,B2,By)
3. Si E=F et f=Idg alors M (f, B1,Bs2) = P, , B,)-
4. SiE=F, By =By et f =1Idg alors M (f,B1,B2) =1, (p=dimkE).
5. Si f:(E,By) — (F,Bs) et g: (E,B;) — (F, By) sont deux applications linéaires alors,
V(a,B) €K: M(o.f+ B.g,B1,B2) = a.M (f, By, B2) + .M (g, B, B2)
6. Si f:(F,B1) — (F,B2) et g: (F,By) — (G, Bs) sont deux applications linéaires alors,

M(gofaBlani):M(gaBQ)Bii) XM(faBlaBQ)

2 COMMENT RETROUVER UNE APPLICATION LIN-
EAIRE A PARTIR DE SA MATRICE DANS UNE
BASE DONNEE

Position du probléme. Soit f: (E,B;) — (F,B3) une application linéaire. On suppose
qu’on connait la matrice M (f, By, Bz). La question est de savoir comment calculer f (u) pour
tout u € E. La réponse a cette question est donnée par la proposition suivante:

Proposition 4 Soit f : (E,By) — (F,Bs) wune application linéaire. Pour tout uw € E, on

pose
u= (al,...,ap)Bl , fu) = (61,...,5(1)32
Alors,
B1 aq
:M<valaB2) (3)
ﬂq Oép

Example 5 soit f: (RQ,Bl) — (R3,Bg) Uapplication linéaire dont la matrice est

0 1
M(f,Bi,Bs)=| 1 -1
0 1
o1,
Bl:{u1:(170)7 ’UQ:(l,l)} ) BQZ{UIZ(laovo)v U2:(1a1;0) ) U3:(171a1)}~

Calculer f (u) pour tout u € E.



Solution 6 On a
u=(z,y) ER*=u=(z—y)ou+yeuy=>u=(r-y.y)p

Posons  f(u) = (B4, 82,B3)p,- D’aprés la formule 3,

B, v —y 0 1 z—y Y
o )=o) (C00 ) =1 [0 )= (e
B3 ’ 0 1 ' Yy
Donc,
fw) = youi+(z—2y)evs+yevy=(z—y,z—2yy)

= (:L"Ifyay)

Example 7 soit f: (R3,B) — (R37B) Uapplication linéaire dont la matrice est

1 0 -2
M(f,By=|3 -1 1
1 1 0

ot,, B est la base canonique de R3.
Solution 8 Posons

u=(x,y,2z) = xe(1,0,0)+ye(0,1,0)+20(0,0,1) et f(u)= (a,b,c)=ae(1,0,0)+be(0,1,0)+ce(0,0,1)

On a alors,
a T 1 0 =2 T T —2z
b |=M((f,B)l vy |=]3 -1 1 y | =1 3z—y+=
c z 1 1 0 z T+y
Donc,
flu) = (£—22)e(1,0,0)+ @Bz —y+2)(0,1,0) + (z +y)*(0,0,1)

= (z—-22,3z—y+z,2z+Yy)

3 MATRICE D’APPLICATION LINEAIRE ET CHANGE-
MENT DE BASE

Position du probléme. Soit f : (E,B;) — (F,B;) une application linéaire. On suppose
qu’on connait la matrice M (f, B1). Soient maintenant By une autre base de E. La question
est de savoir comment obtenir M (f, Bs) a partir de M (f, By).

Proposition 9 Les matrices M (f,By) et  sont liées par la relation
M (f, Bs) = P(}lz’ BI)M(ﬁ B1) PiB,, B,)-

ou P, B, estlamatrice de passage de la base By vers la base Ba, P(7312 By = PB,, By)
est la matrice de passage de la base By vers la base Bi.

Preuve. On a

(E7B1) L (EaBl)
Idg 1 | Idg
(E7B2) L (E7B2>

w



f = Idgofoldg = M(f Bs) =M (Idg,B1,B2) x M (f,B1) x M (Idg, Bo, B1)
= P, B,) X M (f,B1) X P,, B))
= P(}l% M (f, B1) P, By)-

]
Exercise 10 Soit Uapplication linéaire f : R2 — R? Uapplication linéaire définie par:
flz,y)=(zx—4y, v+ 3y) VY (z,y) € R2.
1. Trouver la matrice M (f, By) ou Bj est la base canonique de R2.

2. Trouver par méthode directe la matrice M (f, B2) ou By = {v1 = (1,0) , v = (1, 1)}.

3. Retrouver M (f, B3) en utilisant les matrices de passage.
Exercise 11 Soit Uapplication linéaire f : R® — R3 Uapplication linéaire définie par:
flyy,2)=(x—y, z+3y,z+y+2) V(z,y,2) € R3.
1. Trouver la matrice M (f, By) ou Bj est la base canonique de R3.

2. Trouver par méthode directe la matrice M (f, Bs) ou,

By= {v1=(1,0,0) , vo=(1,1,0) ,v3=(1,1,1)}.

3. Retrouver M (f, B3) en utilisant les matrices de passage.



TD5 d’Algebre 11:
APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES
ASSOCIEES

http://www.sites.google.com/site/bendoukha27

Exercice 1 On considére l’application
f:R? - R% flx,y) = (x—y,z+y,2z—3y)
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Trouver une base de ker f et une base de Im f .

3. Trouver la matrice M (f, By, Bs), oil By est la base canonique de R? et By est la base
canonique de R3.

4. Trouver la matrice M (f, By, B}), ou B} = {u} = (1,0) , v = (1,1) } et
Bé = {Ull = (1?070) ) Ué = (17170) ) 'U/3 = (1,171) }

5. Soit maintenant I’application linéaire g : R> — R? | vérifiant la condition:
Wosamye 1 1]

6. Trouver I'expression g (z,y,z) pour tout (z,y,z) € R3.

7. Trouver M (go f, Bi1,B1). L’application linéaire g o f est-elle bijective?

8. Trouver I'expression g o f (z,y) pour tout (x,y) € R2.

Exercice 2 On considére [’espace vectoriel réel R® muni de sa base canonique B = {e; , es , e3}.
Soit f:R> —R3  lapplication linéaire vérifiant: f (e1) =es , f(e2) =es , f(e3)=e.

1. Trouver M (f, B).
2. Trouver 'expression f (z,y,2) pour tout (x,y,z) € R3.

Montrer que f est bijective et trouver M (f_l, B)

> W

Trouver I'expression f~! (z,y,2) pour tout (z,y,2) € R3.

5. En utilisant la matrice de passage, trouver M (f_l, Bl) o,
Bl = {Ul = (17070) , V2 = (171a0) , U3 = (17171) }



