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Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels sur un corps

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps commutatif, sans précision sur sa caractéristique.
1.1.1 Définitions

Définition 1 On appelle espace vectoriel sur K, ou K-espace vectoriel, un ensemble E muni
1. d’une structure de groupe commutatif pour une loi notée +
2. d’une opération externe, c’est-a-dire d’une application de K x E — E vérifiant :
(a) a(Bz) = (aB)z
(b) (a+ Bz = ax + Pz
(c) a(z +y) =ar+ay
(d) 1z =x
pour tous o, B € K, x,y € E.

On notera Op ou s’il n’y a aucune confusion possible 0, I’élément neutre (ou le vecteur nul) de E pour
Paddition. On écrira également x — y & la place de z + (—y) si —y est le symétrique de y pour la loi + .
Un espace vectoriel sur le corps des nombres réels sera appelé espace vectoriel réel, sur celui des nombres
complexes, espace vectoriel complexe.

EXERCICE 1 Montrer que tout corps K est un espace vectoriel sur lui
méme. Montrer également que pour tout entier n, K" est un espace vectoriel
sur K. Soit K un corps commutatif et k£ un sous-corps de K. Montrer que K
est un espace vectoriel sur k. Un espace vectoriel peut-il étre de cardinalité
finie 7 Si oui donner un exemple. Un espace vectoriel peut-il étre vide ?

5



6 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

Un sous-espace vectoriel de E est un sous-groupe stable pour la multiplication externe. Les sous-espaces
vectoriels sont caractérisés par la proposition suivante :

Proposition 1 Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F C E est un sous-espace vectoriel de E
St

1.0eF

2.Vz,ye F, z+yeF

3. VaeK,Vx e F, ax € F.

En particulier un sous-espace vectoriel n’est jamais vide. Il contient toujours le vecteur nul de E. Un
sous-espace vectoriel de E est aussi un K-espace vectoriel pour les opérations induites de celles de FE.

Soient ey, - , e, des éléments (nommés aussi vecteurs) de ’espace vectoriel E. On appelle combinaison
linéaire de ces vecteurs, un vecteur de E de la forme

aie] + ageg + - -+ apey

avec aq, -+ ,an € K.

Définition 2 Soient eq,...,e, n vecteurs de E. Le sous-espace vectoriel de E engendré par ces
vecteurs est

K{ei, - ,en} ={a1e1 + agea + -+ anen, o, €K, i=1,--- ,n}.

On vérifie sans peine que K{ey,..,e,} est bien un sous-espace vectoriel de E. Cette définition s’étend a
une famille infinie de vecteurs de E. Si {e;};cr est une famille quelconque de vecteurs de E, le sous-espace
engendré par cette famille est le sous-espace vectoriel engendré par toutes les combinaisons linéaires finies

E ajej, o € K
jeJcrl

ou J est un sous ensemble fini d’indices de I, de vecteurs de la famille {e;}ics.

EXERCICE 2 Soit V(n,2) l'espace vectoriel Fy" sur le corps fini & deux
éléments Fy . Un sous-espace vectoriel de V' (n,2) est appelé un code linéaire
binaire. Soit v € V(n,2). On appelle poids de v le nombre de composantes
non nulles de v. Quels sont les poids des vecteurs v = (1,1,...,1) et w =
(0,0,...,0) ? Soit E le sous ensemble de V' (n,2) formé des vecteurs de poids
pair. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de V(n, 2).

EXERCICE 3 Montrer que tout espace vectoriel sur un corps infini n’est
jamais la réunion d’un nombre fini de sous-espaces vectoriels.
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1.1.2 Bases d’un espace vectoriel

Soit £ un espace vectoriel sur K. Dans le paragraphe précédent nous avons rappelé la notion de sous-
espace engendré par une famille de vecteurs. Un cas particulier intéressant est celui oul cette famille engendre
Pespace en entier. Une telle famille est dit génératice. En résumé, une famille {e;};c; de vecteurs de E est
dite famille génératrice si pour tout vecteur x € FE, il existe une famille finie {c;};cs de scalaires, J
étant un sous ensemble fini de I, telle que

xr = E ajej.

jeJ

Définition 3 On appelle base du K-espace vectoriel E toute famille génératice libre, c’est-a-dire
pour laquelle il n’existe aucune relation linéaire

@i iy + a6, =0

entre ces vecteurs, autre que la relation triviale Oe;; + - - + Oe;, = 0.

Les vecteurs d’une famille libre sont dits linéairement indépendants. Pratiquement on montre qu’une
famille quelconque {e;};es de vecteurs de I est libre si pour toute sous famille finie {e;, ..., e;,} la relation
linéaire

Q€4 + -+ 0, €4, = 0

implique

Théoréme 1 Tout espace vectoriel non réduit & {0} sur un corps K (commutatif ou non) admet
une base.

Démonstration. Cette démonstration classique est assez délicate car elle s’appuie sur un axiome de la théorie
des ensembles, 'axiome du choix ou une version équivalente appelée lemme de Zorn. Avant de rappeler ou
de dévoiler cet énoncé, nous avons besoin d’une notion & propos de laquelle le lemme de Zorn décrit quelques
propriétés. Soit P un ensemble muni d’une relation d’ordre partiel. Une chaine de P est un sous ensemble
totalement ordonné de P. Une borne supérieure d’un sous ensemble S de P est un élément a € P qui est
un majorant c’est-a-dire s < a pour tout s € S et qui vérifie la condition de minimalité : si b € P est aussi
un majorant de S, alors b > a.

Lemme de Zorn : Soit P un ensemble partiellement ordonné dans lequel toute chaine admet une borne
supérieure. Alors P admet un élement mazimal c’est-a dire un élément m € P tel que si p € P vérifie
m < p, alors m = p.

Ceci étant, soit {e;};c; une famille libre de vecteurs de E. Soit z € E tel que z n’appartienne pas au
sous-espace engendré par la famille {e;};cs. Alors la famille {e;, x};cs est encore libre. En effet, soit

ar + o€y + ..o+ ae, =0
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avec i; € I, j = 1,...,p, une relation linéaire entre ces vecteurs. Si a # 0, alors = s’écrit comme une
combinaison linéaire des vecteurs e;; ce qui est contraire a ’hypotheése. Donc v = 0. Comme la famille {e; };¢;
est libre on a aussi a;; = 0 pour j = 1,...,p et la famille {ei,x}icr est libre. On en déduit que ’ensemble
L des familles libres de vecteurs de E forme un ensemble inductif c’est-a-dire vérifie les conditions pour
appliquer le lemme de Zorn. Cet ensemble est partiellement ordonné par l'inclusion. D’aprés la remarque
ci-dessus, si Ly C Lo C ... est une chaine dans £, alors elle admet toujours une borne supérieure | J L; qui
est bien dans £. D’aprés le lemme de Zorn, £ contient un élément maximal B. Cet élément est une base
de E. En effet, comme il appartient & £, c’est une famille libre dans E. Cette famille engendre F, sinon il
existerait un vecteur x non nul n’appartenant pas a ’espace engendré par B et BU {x} serait une famille
libre ce qui contredirait la maximalité de B. &

1.1.3 Espaces vectoriels de dimension finie

Un espace vectoriel E sur le corps K est dit de dimension finie s’il existe une base ne contenant qu’un
nombre fini d’éléments ou si cet espace est réduit a {0}. Sinon 'espace vectoriel sera dit de dimension
infinie.

Théoréme 2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K. Alors toutes les bases de E sont
de cardinalité finie et ont le méme nombre d’éléments. Ce nombre est appelé la dimension de E

Démonstration. Elle repose en partie sur une remarque faite plus haut : si {e;} est une famille libre de E
est si v € F n’appartient pas au sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs e; alors la famille {e;, v}
est aussi libre. Une autre reformulation est donnée dans ’exercice suivant :

EXERCICE 4 Supposons que les vecteurs ey, ..., e, soient linéairement in-
dépendants dans E et que les vecteurs vy, ..., v, engendrent £. Montrer que
n < p.

Continuons notre démonstration. On déduit de ce résultat que si E est de dimension finie il admet un
systéme fini de générateurs. Toute base qui est une famille libre est de cardinalité inférieure ou égale & ce
nombre de générateurs. Ainsi toute base est de cardinalité finie. Soient {e;}i—1, n et {v;}i=1,. p deux bases
de E. Toujours en appliquant ce résultat, on déduit n <petp<n.Doun=p. &

EXERCICE 5 Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n. Montrer
que si F' est un sous-espace vectoriel de F alors dim(F) < dim(FE) (on
note dim(FE) la dimension de E). Montrer que F' = E si et seulement si
dim(F') = dim(F). Soient F; et F5 deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer
que Fy () F» est un sous-espace vectoriel de E. Montrer que

dim(Fy) + dim(Fy) = dim(Fy + Fp) + dim(Fy [ F)

ol F1 + F5 désigne le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs de la
forme v + v avec vy € I et vy € Fh.
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1.1.4 Sommes directes et produits directs d’espaces vectoriels

Remarquons tout d’abord que si E et F' sont deux espaces vectoriels sur un méme corps K, alors le
produit cartésien Ey x Ey = {(x,y), © € E1,y € Es} est aussi un espace vectoriel sur K, les lois étant
définies par

(z,y) + (@ y) = (z + 2",y +9), alz,y) = (az, ay).

Dans le cas ol ces deux espaces sont de dimension finie, nous avons de plus
d1m(E1 X EQ) = dlm(El) + dlm(EQ)

Cette définition se généralise au cas d’une famille quelconque d’espaces vectoriels sur K.

Définition 4 Soit {E;}icr une famille quelconque de K-espaces vectoriels. On appelle produit direct
des espaces {E;}icr le K-espace vectoriel

HEi:{f:I%UEZ-, f(z')eEZ}.

el el

La structure d’espace vectoriel de [ E; est donnée par les opérations suivantes :
el

frgi— f(i) +9(0)
af 11— af(i)

On peut donc identifier le produit des espaces vectoriels E; a I’ensemble des suites (v;);cs telles que v; € E;
pour tout ¢ € I.

Soit f € [] E;. Son support est ensemble
el

supp(f) = {i € I tel que f(i) #0}.

Définition 5 Soit {E;}icr une famille quelconque de K-espaces vectoriels. On appelle somme directe
externe des espaces {E; }icr le K-espace vectoriel

ZE,- = {f € HE,L-, supp(f) ﬁni}.

el 1€l

Ainsi la somme directe externe Zie 1 I correspond a ’ensemble des suites (vi)ier telles que v; € E; et les
v; sont nuls & 'exception d’un nombre fini d’entre eux.

EXERCICE 6. Montrer que si ’ensemble I est fini, les notions de produit
direct et de somme directe externe coincident.

La somme directe est une opération sur I’ensemble des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel donné.
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Définition 6 Soient E un espace vectoriel sur K et F;, ¢ = 1,...,p des sous-espaces vectoriels de
E. On dit qu’ils sont supplémentaires si

L Fi+F+..+F=FE
2. FN(Fi+. .+ Fa+Fai+..+F)={0}, i=1,...,p.

Si les sous-espaces F;, © = 1,...,p sont supplémentaires on notera
Fl@FQ@...@Fp

le sous-espace Fy + ... + F},. On dit alors que les espaces Fy, i =1, ...,p sont en somme directe.

Rappelons que le sous-espace vectoriel Fy + .. + F}, est le sous-espace de F engendré par les vecteurs de
la, forme v1 + va + ... + v, avec v; € F;.

EXERCICE 7. Montrer que si les sous-espaces F; sont supplémentaires et
de dimension finie, alors

dm(F1 & Fo ... Fp) = dim(F1) 4+ dim(F3) + ... + dim(Fp).

Soit E = R2. Trouver p sous-espaces vectoriels vérifiant
1. i+ F+ ..+ F,=R?
2 FiN\F={0}i#]

et qui ne soient pas supplémentaires.

EXERCICE 8. Soit F un K-espace vectoriel. Montrer que tout sous-espace
vectoriel F' admet un supplémentaire, ¢’est-a-dire il existe un sous-espace F”’
tel que E = F @ F'. Ce sous-espace est-il unique ?

1.2 Applications linéaires

1.2.1 Définitions

Définition 7 Soient FE et F' deux espaces vectoriels sur K. Une application f : E — F est dile
linéaire si

1. flx+y) = flz)+ f(y)

2. flaz) = af(z)
pour tout x,y € E et a € K.

Un peu de vocabulaire. Un endomorphisme est une application linéaire d’un espace vectoriel E dans lui
méme. Un isomorphisme est une application linéaire bijective. Une application linéaire quelconque est
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parfois appelée homomorphisme. L’ensemble des applicatons linéaires de F dans F' est noté L(E, F),
Pensemble des isomorphismes Iso(E, F') et des endomorphismes de E, End(E).

EXERCICE 9. Montrer que L(E, F) est un K-espace vectoriel. On sup-
pose que E et F sont de dimension finie n et m. Montrer que L(E, F) est
de dimension finie et calculer sa dimension. Trouver toutes les applications
linéaires de K dans K.

Définition 8 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K et f : E — F une application linéaire.
On appelle noyau de f le sous-espace vectoriel de E

Ker(f) = {z € E tels que f(x) = 0}.
On appelle image de f le sous-espace vectoriel de F

Im(f) = f(E) = {y € E tels qu'il existe z € E wvérifiant f(z) =y} .

Le fait que Im(f) et Ker(f) soient des sous-espaces vectoriels respectivement de F' et E est immediat.

Théoréme 3 Soit f € L(E,F). Alors
1. [ est injective si et seulement si Ker(f)={0}

2. [ est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Démonstration. La deuxiéme condition n’est rien d’autre que la définiton de la surjectivité. Supposons f
injective. Alors comme f est linéaire f(0) = 0. Si x € Ker(f) alors f(z) = 0 = f(0). Mais dire que f est
injective signifie que f(z) = f(y) implique = = y. Ainsi f(z) = f(0) implique x = 0 et Ker(f) = {0}.
Réciproquement supposons Ker(f) = {0}. Soient x et y € E vérifiant f(z) = f(y). La linéarité de f
implique f(x —y) = 0. Ainsi z — y € Ker(f). Par hypothése z —y = 0 et donc x = y et f est injective. [J

1.2.2 Le dual d’un espace vectoriel

Définition 9 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle dual de E et on le note E* le K-espace
vectoriel L(E,K).

Ainsi
E*={f:FE — K, flinéaire}.

Une application linéaire a valeurs dans K est appelée forme linéaire. Les éléments de E* sont donc les
formes linéaires. L’espace vectoriel dual E* de E sera étudié en détail au chapitre suivant.
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1.2.3 Un théoréme de factorisation

Soit E un espace vectoriel sur K et F' un sous-espace vectoriel de E. Considérons sur E la relation
d’équivalence
TRy =x—y € F.

On note
E/F

Pensemble quotient. Soit cl(x) la classe d’équivalence du vecteur z. Par définition
cdx)={y,y=x+v, ve F}.

On montre facilement que si 2’ € cl(z) et i € cl(y), alors cl(x+y) = cl(x’+y') et pour tout a € K, cl(ax) =
cl(az’). Ceci permet de définir les opérations suivantes dans E/F :

c(z) + c(y) = cl(x + y)

acl(xz) = cl(ax).

Ces deux opérations munissent E/F d’une structure d’espace vectoriel sur K. L’application
m:E—E/F

définie par 7(z) = cl(x) est linéaire et surjective. Elle est appelée la projection canonique.

Théoréme 4 Soit f : E — E' une application linéaire surjective. Il existe un unique isomorphisme
h: E/Ker(f) — E’

telle que
hom=f.

Démonstration. Cette application h est donnée par h(cl(x)) = f(z). Elle est bien définie. En effet si 2’ €
cl(x) alors il existe v € Ker(f) tel que 2’ = x+4wv. Ainsi f(2') = f(x)+ f(v) = f(x) car v € Ker(f) et h(cl(z))
est bien définie. Comme f est surjective, 'application quotient h aussi. Enfin Ker(h) = {cl(x) , h(cl(z)) =
f(z) = 0}. D’ou Ker(h) = {cl(z) , = € Ker(f)} = {cl(0)}. L’application h est injective. C’est donc un
isomorphisme de E/Ker(f) sur E'. O

1.3 Applications linéaires. Cas de la dimension finie

1.3.1 Classification des espaces vectoriels de dimension finie

Théoréme 5 Soit f € Iso(E, F) un isomorphisme entre K-espaces vectoriels E et F' de dimension
finie. Alors limage d’une base {e1,..,en} de E est une base de F. En particulier les deuz espaces
vectoriels ont la méme dimension
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Démonstration. Soit {e1,..,e,} une base de E. Posons f; = f(e;) et considérons une relation linéaire
arfi+ ...+ anfn =0.
Alors aif(e1) + ... + anf(en) = 0= f(arer + ... + ane,) et comme f est injective, ceci implique
are] + ... + ape, = 0.
L’indépendance des vecteurs e; impliquent a; = ... = a;, = 0 et les vecteurs f; sont indépendants. Montrons
qu’ils sont générateurs. Comme f est surjective tout vecteur y de F' s’écrit y = f(z). Comme z € E, il
se décompose dans la base {e1,..,e,} : * = x1€61 + ... + Tpe,. Dot y = f(x) = f(xier + ... + zpey) =

z1f(e1) + ... + xn f(en). Ceci montre que les vecteurs f(e;) sont aussi générateurs. Ainsi {f(e1),.., f(en)}
est une base de F'. En particulier on a dim(F') =n = dim(F). O

EXERCICE 10. Montrer que tout espace vectoriel £ de dimension n sur
K est isomorphe a ’espace vectoriel K.

Le résultat de ’exercice précédent peut s’interpréter en disant que la classification a isomorphisme prés des
espaces vectoriels de dimension finie n sur K se réduit & un seul élément K".

1.3.2 Le théoréme Noyau-Image

Théoréme 6 Soit f € L(E,F) un homomorphisme entre deur K-espaces vectoriels E et F de

dimension finie. Alors
dim(F) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).

EXERCICE 11. Démontrer le théoréme noyau-image. Montrer que toute
application linéaire injective entre deux espaces vectoriels de méme dimension
(finie) est un isomorphisme. Montrer que si E est de dimension finie et si
f :+ E — F est linéaire et surjective alors F' est de dimension finie et que f
est un isomorphisme.

D’apres le théoréme Noyau-Image
dim(Im(f)) = codim(Ker(f)) = dim(E) — dim(Ker(f)).

On appelle rang de f et on note r(f) cette dimension :

r(f) = dim(Im(f)).
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1.3.3 Matrices d’une application linéaire

Considérons deux espaces vectoriels E et I sur K de dimension finie, respectivement n et m. Soient
B = {v1,...,v} une base de E et B’ = {wy,...,wy,} une base de F. Si f : E — F est une application
linéaire, alors 'image de tout vecteur x de F est connue dés que 1’on connait les images des vecteurs de la
base B. En effet  se décompose de maniére unique dans B :

n
r = E ;U5
i=1

Ainsi

F@)=fO mw) =Y aif ().
=1 i=1

Chacun des vecteurs f(v;) se décompose dans la base B’ :
Flo) = alw;
j=1

et donc
n

f(z) = Zl’z‘f(vi) = Zl“z Za{wj = Zinagwj.
i=1 j=1

i=1 i=1 j=1

Les coefficients a{ sont entiérement définis par f et les deux bases B et B'.

Définition 10 Soit f : E — F' est une application linéaire et soient B = {v1,...,v,} une base de E
et B' = {wy,...,wy,} une base de F. On appelle matrice de [ relative auz bases B et B' la matrice

1 1 1 1

CL% a% AR agil ag

ay a3 o g Oy

M(f)B,B’: .

m—1 m—1 m—1 m—1

ay g (p_1 Oy

m m m m

ay as p_1  Qn
; : J ff s ) — N Joy.
ot les coefficients a; sont définis par f(vi) =37, ajw.

On écrira parfois pour simplifier M = (ag ), Vindice du bas désignant 'indice de la colonne et Uindice
du haut l'indice de la ligne. Ainsi chacune des colonnes de M est le transformé d'un vecteur de la base
de E. Cette matrice dépend donc bien du choix des bases B et B’. Elle permet de retrouver 1’expression
analytique de f(z). Posons

Fl@) = yjw;.
j=1

Alors

n
— J
Yj = g i .
i=1
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L1 N
Soit X = | : la matrice colonne des composantes du vecteur x relatives & Bet Y = | : celle de

Tn Ym
f(z) relatives & B’. L’expression ci-dessus se traduit matriciellement par

Y =M(f)spX.

1.3.4 Effet d’un changement de bases

Gardons les hypotheses du paragraphe précédent mais supposons que By = {v1,...,vp } et By, = {v], ..., v}, }
soient deux bases de E' et B) = {w1, ..., wn} et By = {wy, ..., w;, } deux bases de F. Les matrices M:(f)z, 5,
et Ma(f) By,B, Teprésentent la méme application linéaire f mais écrites dans des bases différentes.

Définition 11 Soient By = {v1,...,v,} et Ba = {v],...,v},} deuz bases de E. On appelle matrice de
changement de base de By a Bo la matrice de Uapplication identité Id : E — E relative aux bases
Bo et B1. La colonne i correspond donc auz composantes du nouveau vecteur de base w; relatives a
la premiére base By = {v1,...,vn}.

Notons P la matrice de passage de By & Bs. C’est une matrice carrée inversible d’ordre n. Notons @ la
matrice de passage de la base B} a la base By de F'. C’est une matrice carrée inversible d’ordre m.

Théoréme 7 Les matrices Mi(f)p, 5, et Ma(f)s,,p, de Uhomomorphisme f sont reliées par
My =Q ‘M P

ot Q71 désigne Uinverse de la matrice Q.

EXERCICE 12. Démontrer cette relation matricielle.

1.3.5 Cas des endomorphismes

Nous supposons ici que F = F' et nous nous donnons une base B = {vi1,...,v,} de E. Si f: E — E est
un endomorphisme de F, la matrice de f relative & cette base est M (f)g . Nous la noterons simplement
M(f)B. Si By = {v],...,v},} est une autre base de F, le théoréme précédent s'énonce alors dans ce cas :

Théoréme 8 Soit f: E — E un endomorphisme de E et By et By deuz bases de E. Les maltrices
Mi(f)p, et Ma(f)p, de f relatives é ces deux bases sont relides par

My =P M P

ot P est la matrice de passage de By a Bs.
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Nous dirons que les matrices M7 et M>s sont semblables. Plus précisément, la relation
M{RMsy < AP inversible telle que My = P M P

est une relation d’équivalence dans 'ensemble des matrices carrées d’ordre n. Chaque classe d’équivalence
représente un endomorphisme. Le probléme de réduction des matrices consiste & trouver un représentant
d’une classe qui soit diagonal ou triangulaire ou une matrice de Jordan du moins dans le cas complexe.

EXERCICE 13. Soient M; et My deux matrices semblables d’ordre n.
Montrer que tr(M;) = tr(Ma) ou tr(M) désigne la trace de la matrice M
(tr(M) = >, al), et que det(M;) = det(Mz) ot det(M) désigne le déter-
minant de M. Posons My = P~'M;P. Montrer que MY = P~ M} P. Mon-
trer enfin que M7 et Ms ont le méme polynéme caractéristique et le méme
polynéme minimal. Rappelons que le polynéme caractéristique de M est
le polynéme Pp(X) = det(M — XId) ou Id désigne la matrice identité
(al =1, az = 0sii # 7). Quant au polynéme minimal, c’est le polynéme uni-
taire de plus bas degré Q(X) annulant M, c’est-a-dire vérifiant Q(M) = 0.

1.3.6 Diagonalisation d’une matrice carrée

Rappelons qu’une matrice carrée M = (ag ) est dite diagonale si elle vérifie az = 0 dés que ¢ # j. Une

matrice carrée M est dite diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale.

Définition 12 Soit f : E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n sur K.
Un scalaire \ € K est une valeur propre de f s’il existe un vecteur v # 0 dans E tel que

f(v) = .
Si X\ est une valeur propre de f,tout vecteur v € E tel que f(v) = v est dit vecteur propre associé

a A

Si A est une valeur propre de f, il existe nécessairement un vecteur propre non nul. Désignons par E)
I’ensemble des vecteurs propres de f associés & A. Comme il contient au moins un vecteur non nul, il est de
dimension supérieure ou égale a 1. Il est clair que

E\ = Ker(f — \d)

et donc Ker(f — AId) est non réduit a 0. Ceci implique que I'application linéaire f — AId est non injective.
Soit B = {v1,...,v,} une base de E et M la matrice de f relative a cette base. La matrice de f — AId est
alors M — M. Cette matrice n’est pas inversible. Ainsi det(M — AI) = 0. En développant ce déterminant
on récupére un polynéme en A\ appelé polynéme caractéristique de f ou de M.

Proposition 2 Les valeurs propres de f sont les racines du polynéme caractéristique

C(X) = det(M — XT)
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Cette proposition est trés pratique pour le calcul des valeurs propres.

EXERCICE 14. Soit A une valeur propre de f. On dit que A est de multi-
plicité r si elle est une racine de multiplicité » du polynéme caractéristique.
Montrer que si la valeur propre A est de multiplicité r alors dim(E)y) < r.

Théoréme 9 Soit f : E — E un endomorphisme de E et M une matrice de f. Alors M est
diagonalisable (on dit aussi que f est diagonalisable) si et seulement s’il existe une base de vecteurs
propres de f.

Lorsque le corps de base est R ou C nous avons le critére suivant de diagonalisation :

Théoréme 10 Soit f : E — E un endomorphisme de E sur R ou C. Alors f est diagonalisable si
et seulement si

1. St A1, A2, ...y Ap sont les valeurs propres de f de multiplicité 1,72, ...,1p alors ri+ro+...+1p =
n, autement dit f admet n valeurs propres distinctes ou confondues.

2. Pouri=1,..,p, alors dim(E),) = r;.

EXERCICE 15. Montrer que le polynéme minimal de f admet pour racines
les valeurs propres de f et que toute valeur propre est racine (ici on suppose
aussi que K = R ou C). Montrer que f est diagonalisable si et seulement
si le polynéome minimal n’a que des racines simples. (on utilisera le fait que
le polynéme minimal divise tout polyndéme annulateur de f, ¢’est-a-dire tout
polynéme P(X) tel que P(f) = 0, et que le polynome caractéristique est
un polynome annulateur. Ce dernier résultat fondamental dans la théorie de
réduction des endomorphismes est le théoréme de Cayley Hamilton).

17
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Chapitre 2

L’espace vectoriel dual d’un espace vectoriel

2.1 Convention d’Einstein

2.1.1 Un peu d’ordre sur la position des indices

Soit 2 un K-espace vectoriel de dimension finie n. Nous écrirons dorénavant les vecteurs de base sous la
forme ey, ea, -+ , e, les indices étant placés en bas (en indice!). Si v est un vecteur de E, sa décomposition
dans la base {e; }1<i<n s'écrira

n
v=aley + %9+ -+ 2", = E z'e;.
=1

On remarque que dans cette notation les composantes de v s’écrivent (z!,--- ,2™) les indices étant en haut
(en exposant).

Si {e}, - e} est une autre base de F, la matrice de changement de base sera définie & partir de

n
/I J .
e; = E ;e
j=1

La matrice de changement de base s’écrit alors
P = (a])

)

I'indice du bas étant I’indice des colonnes et 'indice du haut celui des lignes.

2.1.2 Convention d’Einstein

Remarquons que la plupart des formules écrites ci-dessus, telles que les combinaisons linéaires, les formules
de changement de base, I’écriture d’un vecteur dans une base, fait intervenir des sommes par rapport & un
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indice répété deux fois. Pour alléger les notations, Einstein proposa de supprimer dans ces conditions le
signe Y et de faire la convention suivante :

Convention d’Einstein. Toutes les fois que dans un mondéme figure deux fois le méme indice, une fois
en indice supérieur, une fois en indice inférieur, on doit, sauf avis contraire, sommer tous les mondmes
obtenus en donnant o cet indice, toutes les valeurs possibles.

Par exemple, I’écrite du vecteur v dans la base {e; }1<i<p s’écrit :
v =2'¢;

et les formules de changement de base :

I,
€; = Q€.

Toutefois, dans ce chapitre et les deux prochains, afin de ne pas trop perturber nos habitudes, nous conser-
verons le signe > dans nos formules, mais nous respecterons la convention sur les indices et exposants.
Nous utiliserons la convention d’Einstein lors de ’é¢tude des applications multilinéaires ou le multi désigne
au moins trois arguments.

2.2 Le dual d’un espace vectoriel

2.2.1 Formes linéaires

Soit E un K-espace vectoriel (de dimension finie ou pas). On appelle forme linéaire sur E toute application
linéaire
f+E—=K

& valeurs dans le corps de base K. Par exemple, toute forme linéaire sur le K-espace vectoriel K™ s’écrit de

la maniére suivante : si v = (z!,--- , 2") alors

flv) = Z a;z’.
i=1

EXERCICE 1 Soit E un K-espace de dimension n. On appelle hyperplan
de E tout sous-espace vectoriel H de E de dimension n — 1. Supposons que
FE soit de dimension n.

1. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(a) H est un hyperplan de F;
(b) Pour tout vecteur v € E, v ¢ H, E est somme directe de H et de
K{v}.
2. Soit f une forme linéaire non nulle sur . Montrer que son noyau est
un hyperplan de F.

3. Soit H un hyperplan de E. Montrer qu’il existe une forme linéaire non
nulle f sur E telle que H = Kerf. On dit que f est une équation de
H.

4. Considérons le cas ot E est I’espace vectoriel réel R3. Qu’est-ce qu'un
hyperplan. Trouver une forme linéaire le définissant.
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2.2.2 Dual d’un espace vectoriel

Il est clair que ’ensemble des formes linéaires sur E est muni d’une structure de K-espace vectoriel avec
les opérations suivantes
— L’addition : si f; et fo sont deux formes linéaires sur E alors fi; 4+ f2 est la forme linéaire définie par

(f1+ f2)(v) = f1(v) + fa(v)

pour tout v € E.
— La multiplication externe : si a € K alors I'application linéaire afi est définie par

(af1)(v) = afi(v).

Définition 13 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle dual de E, et on le note E*, le K-espace
vectoriel des formes linéaires sur E

E*={f:E —K, flinéaire}.

2.2.3 Représentation des sous-espaces vectoriels

Ce paragraphe présente une application trés importante de I’étude de ’espace dual : la représentation d’un
sous-espace comme intersection d’hyperplans. On se restreint ici au cas d’un espace vectoriel de dimension
finie.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit F' un sous-espace de dimension p avec p < n. Il
existe alors ¢ = n — p formes linéaires indépendantes f1,--- , f; telles que

q
F = () Kerf;
=1

c’est-a-dire qu’un vecteur v € E appartient & F si et seulement si il est solution du systéme linéaire

fi(v) =0,
fQ(U) =0,
fq(v) =0.

Ce résultat généralise les résultats élémentaires connus en dimension 2 ou 3 sur la représentation de droites
ou de plans par des équations. En particulier, dans un espace vectoriel de dimension 3, l'intersection de 2
plans indépendants est une droite.

2.2.4 Orthogonalité

Ici, F est un espace vectoriel quelconque (on ne suppose pas de dimension finie). Considérons 'application
notée (, ) définie sur E* x E par

(fiv) = f(v)
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pour tout f € E* et v € E. Cette application est bilinéaire (cette notion sera détaillée dens le chapitre
suivant), c’est-a-dire elle vérifie :

vflaf? S E*,’Ul,’UQ S E7 a1,02,01,02 € K.
(a1 fi + azfo,v) = ar(f1,v) + az(f2,v)

et
(f,a1v1 + agv2) = a1 (f,v1) + a2(f, va).

Définition 14 - Si F' est un sous-espace de E, lVorthogonal F° de F dans E* est :
F°e={feE"|VxeF, (fz)=0}
~ Si G est un sous-espace de E*, orthogonal G+ de G dans E est :

Gt ={z e E:Yfedq,(fx)=0}.

On vérifie sans peine, compte tenu de la bilinéairité de ( , ), que F° est un sous-espace vectoriel de E* et
que G est un sous-espace vectoriel de E.

EXERCICE 2. Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soient F; et Fy deux sous-espaces vectoriels de F tels que F; C Fb.
Montrer que Fy C F}.

2. Soient (G et G deux sous-espaces vectoriels de E* tels que G; C Ga.
Montrer que Gy C Gy

3. Si G est un sous-espace vectoriel de E* alors G+ = Nyec Kerf.
4. Soit F une partie de E. Montrer que F' C F°L et F° = F°+°,

2.3 Base duale

2.3.1 Définition de la base duale d’une base de E
Nous allons supposer, dans tout ce paragraphe, que E est de dimension finie.

Soit {eq,...,e,} une base de E. Toute forme linéaire f : E — K est entiérement déterminée par les trans-
formeées des vecteurs de base f(e;). Prenons pour base du K-espace vectoriel K qui est de dimension 1, {1}.
On a alors f(e;) = a; - 1 et donc le n-uple (ay, .., a,) détermine f. Considérons les formes linéaires, notées
e’ définies par : . '

e'(ej) = &5

ol 53- est le symbole de Kronecker : 5; =1sii=jet 5; = 0sii# j. Les formes linéaires e',...,e" sont

génératrices dans E*. En effet si v = ) ;" | 2’¢; est un vecteur de E, alors

flv) = Zmif(ei) = inai.
i=1 i=1
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Mais

Ainsi

pour tout v € E, soit

Ainsi la famille {e!,--- ,e"} est génératrice. Montrons qu’elle est aussi libre. Soit aje! + - - - + a,e™ = 0 une
combinaison linéaire nulle de ces formes. Alors pour tout vecteur e; de la base de F on a

(are! + ... 4+ ane™)(e) = 0 = a;.

Donc tous les coefficients a; sont nuls. Ainsi {el,...,e"} est une base de E*.

Théoréme 11 Si E est de dimension finie et si {e1, - ,en} est une base de E, alors la famille
{el,--- e"} de E* définie par A '
e'(ej) = Jj

est une base de E*, appelée la base duale de la base {e1,--- ,e,} de E.

Corollaire 1 Si E est de dimension finie, alors E* est de dimension finie et

dim F* = dim F.

EXERCICE 3.

1. On consideére les vecteurs v; = (1,—1,1),v3 = (1,0,1),v3 = (0,2, —1)
de R3. Montrer que la famille {v, vo, v3} est une base de R?. Déterminer
la base duale {Ul, v?, 113} .

2. Soit V I'espace vectoriel des polynoémes sur R de degré inférieur ou égal
a 1 et soient

1 2
fi(P) = /0 P()dt, f2(P) = /0 P(t)dt.

Vérifier que {fi, fo} est une base de V*. Trouver la base {P;, P2} de V
telle que {f1, fa} en soit la base duale.
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EXERCICE 4. Soit V ’espace l'espace vectoriel des polynémes sur R de

degré inférieur ou égal a 2 et soient o1, 2 et @3 les formes linéaires définies
par

1
fi(P) = /0 P()dt, fo(P)=P'(1), f5(P) = P(0),

ot P’ est la dérivée de P. Vérifier que { f1, fa, f3} est une base de V*. Trouver
la base { Py, Py, P3} de V telle que {f1, fa, f3} en soit la base duale.

EXERCICE 5. Soient les trois formes linéaires de V = R? définies par
fl(l'vyvz) =T+ 2y - 3Z, f2($7ya Z) =5z — 3y7 f3($7yaz) =2z — y—=z.

Montrer que {f1, f2, f3} est une base de l'espace dual V*. Déterminer la base
de R3 dont {fi, f2, f3} est une base duale.

EXERCICE 6. Soient les trois formes linéaires de V = R? définies par

Exprimer ces vecteurs dans la base {e},e3,e3} duale de la base canonique
{e1,e2,e3} de R3.

2.3.2 Changement de bases duales

Soient {e1,---,e,} une base de E et {e!,--- e"} sa base duale, qui est une base de E*. Considérons
une deuxiéme base {e1, - ,e,} de E et soit {e!,--- "} sa base duale. Soit P la matrice de passage de la
base {e1, - ,en} & la base {e1,--- ,e,}. Rappelons que cette matrice s’obtient en mettant en colonne les

composantes des nouveaux vecteurs de base exprimés dans 'ancienne base. Si

i=1
alors
I I
P = ay g Qay
of of - al
Proposition 3 Soient {e1,--- ,e,} et {e1,--- ,en} deuz bases de E. Si P est la matrice de pas-
sage de la base {e1, - ,en} a la base {e1,--- ,e,}, alors la matrice de passage de la base duale
{el,--- e"} a la base duale {e',--- "} est
Q :tpfl
ot P désigne la transposée de la matrice P.
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Démonstration. Rappelons tout d’abord que
t(Pfl) _ (tp)fl

que 'on écrit pour simplifier ‘P~1. Posons

n

el = Zﬁfei.

=1

On a alors ‘
eler) = Z?ﬂ(ﬂgei)(z:?ﬂ afkel)
=i Z?ﬂ 63a2€i(61)
=i Blag.
On en déduit .
> Blaj =4,
i=1
Ceci traduit le produit matriciel
Q-'P = Id.

D’ou
Q :tP—l.

2.4 L’espace bidual

Soit E un espace vectoriel et soit E* son espace dual. L’espace (E*)* des formes linéaires sur E* est
appelé le bidual de F et il est noté E**.

2.4.1 Cas de la dimension finie

Considérons 'application
€p - E — E*

définie par
en(v) o = ¢(v)
pour tout ¢ € E*. L’application v — €g(v)(¢) est une forme linéaire sur E. En effet I'expression de ¢(v)

comme fonction de ¢ avec v fixé est linéaire par rapport a . L’application €g : £ — E** est linéaire. En
effet 'expression de ¢(v) comme fonction de v avec ¢ fixé est linéaire par rapport a v.

Proposition 4 S5i E est de dimension finie alors Uapplication eg est un isomorphisme linéaire entre
E et son bidual E**.

En effet, si {e;} est une base de E et si {e'} est la base duale, alors eg(e;) € E** et on a
ep(e)(e?) =6l

L’application linéaire eg transforme la base {e;} en la base duale de la base {e¢'} de E*. C’est donc un
isomorphisme. Il est appelé I'isomorphisme canonique (car il ne dépend pas, dans sa définition, du choix
d’une base) et il permet d’identifier E et son bidual.



26 CHAPITRE 2. I’ESPACE VECTORIEL DUAL D’UN ESPACE VECTORIEL

Remarques. 1. Si E n’est pas de dimension finie, I’application linéaire e n’est pas nécessairement bijective.
Elle est toutefois toujours injective. Nous verrons ceci dans le paragraphe suivant.

2. Considérons I'application linéaire ¢ : E — E* définie par ¢(e;) = ¢'. Comme elle transforme une base
en une base, c’est un isomorphisme entre E et son dual. Mais cet isomorphisme n’est pas canonique. Ceci
signifie que si on change de base de F, ’application ¢ change également. Par exemple, si F est de dimension
1, soit {e1} une base de E et soit {e'} sa base duale. Alors la base {a~'e'} est la base duale de {ae;},
a # 0. Mais les applications ¢ : e; — el et ¢ : ae; — a~ ey sont différentes dés que a? # 1. Par contre ep
est canonique. Il ne dépend pas de la base choisie.

Proposition 5 Soit B = {e1,--- ,e,} une base de E. Alors eg(B) est la base duale de B* =
{el,---  e"}, c'est-a-dire

EE(B) = B**

Démonstration. Si B = {e1,--- ,en} alors on a
ep(er)(€') = (', ex) = 6.

ce qui est précisément la formule définissant la base biduale.

On en déduit une formule explicite pour la base préduale, c’est-a-dire une base de E dont la base duale
est la base donnée. L’existence est assurée par le calcul matriciel.

Corollaire 2 Soit By une base de E*. Alors la base B préduale de By est donnée par

B =€, (B).

2.4.2 Cas de la dimension infinie

Supposons & présent que F soit de dimension infinie. Soit E** le bidual de E. Dans le paragraphe
précédent, nous avons définie ’application linéaire

e E— E™

avec
en(v) 1 ¢ = o(v)
pour tout v € E et ¢ € E*. Cette application est injective. En effet soit v € E tel que eg(v) = 0. On en
déduit
ep(v)(p) = ¢(v) =0
pour tout ¢ € E*. Ainsi ¢(v) = 0 pour tout forme linéaire et donc v = 0. Le noyau de eg(v) est réduit
a {0} et cette application est injective. Elle n’est pas surjective. Ceci est une conséquence du théoréme

d’Erdés-Kaplansky, précisant qu’il n’existe aucun isomorphisme entre E est son bidual. Ainsi E apparait
comme un sous espace propre du bidual E**. L’image de eg est parfois appelé le bidual restreint.
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2.5 Applications duales

2.5.1 Définition de P’application duale
Soient F et I deux K-espaces vectoriels et soit
f:E—=F

une application linéaire.

Proposition 6 1l existe une unique application linéaire
ffiF*—> FE*

définie par
(f(),v) = (o, f(v))

pour tout ¢ € F* et pour tout v € E.

Démonstration. 1. Montrons 'unicité de f*. Soient f; et f5 deux telles applications. Alors
(fi(p),0) =, f(v)) = (f3(9), v)
pour tout ¢ € F* et pour tout v € F. Ainsi
(ST = f2)(@),v) =0

Fixons ¢ et laissons varier v € E. Alors application (f{ — f5)(¢) qui pour tout vecteur v a pour image 0
est nulle. On en déduit f; = f5.

2. Montrons l'existence de f*. Fixons ¢ € F* et regardons (p, f(v)) comme une fonction sur E. Comme
f est linéaire, cette application est linéaire. Elle appartient donc a E*. Notons la f*(¢). Comme (p, f(v))
est linéaire par rapport & ¢, 'application f* est linéaire.

2.5.2 Cas de la dimension finie : Matrice adjointe

Donnons nous {e;}1<i<, une base de E et {€}}1<j<p une base de F. La matrice de f relative a ces bases
est donnée & partir de
n
— Jo!
=D _aje]
i=1

Notons A = (« ) cette matrice et cherchons la matrice de f* dans les bases duales. Par définition,
Fr(7)(e:) = €7(f(ei). Ainsi
Fr(e)(er) = 9(f(er) = /(Y afer) =
i=1

D’ou

n
/ j i
el) = g ale’
i=1
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On en déduit que la matrice A* de f* relative aux bases duales est A* ='A la transposée de la matrice A.

Proposition 7 Soit f : E — F une application linéaire, E/ et F étant de dimension finie. St A est
la matrice de f relative auz bases {e;}1<i<n et {€}1<j<p de E et F', alors la matrice de 'application
duale f*: F* — E* dans les bases duales est

A* =tA,

On en déduit

Corollaire 3 Soient f,g: E — F et h: F — G des applications linéaires
L(f+g)=F+g,
2. (af)* = af*, pour tout a € K.
3. (ho f)*=f*oh".

Démonstration. Toutes ces identités résultent des relations matricielles suivantes
1. YA+ B) ='A+'B,
2. (ad) = a4,
3. {A- B) ='B A.

Corollaire 4 Les applications linéaires f et f* ont méme rang. En particulier f est un isomor-
phisme si et seulement si f* est un isomorphisme.

Démonstration. En effet les matrices de f et f* sont relices par A* ='A. Elles ont méme rang. Comme
det A = det'A, alors A inversible si et seulement si A est inversible. Rappelons que dans ce cas {A™!) =

(@)~

Comme FE et F' sont de dimension finie, on peut identifier les biduaux E** et F** & E et F. Daus ce cas,
si f est une application linéaire de E dans F', alors f** est une application linéaire de E dans F et 'on a :

f** — f.

On dit que ’application linéaire

f=1r

est involutive.
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EXERCICE 7. Soit E = R,[X] l'espace des polynomes réels de degré au
plus n. Soient a1, ..., a, des nombres réels distincts. On pose
A(X)

AX) = (X —an)(X = a2)(X —an), et Bi(X) = oo

pouri=1,--- n.
1. Que vaut A'(a;)?
2. Montrer que {F1, ..., E,,} est une base de E.

3. Soit F; € E* définie par F;(P) = P(a;), i =1,--- ,n. Que peut-on dire
de la famille {Fy, ..., F},} 7

4. Soit f une fonction continue sur [0,1]. Soit F' € E* définie par

/ £

Exprimer F a l'aide de Fi,..., F,. Traiter 'exemple suivant : n =
2, f(t) =sinwt, w#0.
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Chapitre 3

Formes bilinéaires, formes quadratiques

On suppose dans tout ce chapitre que le corps de base K est le corps des nombres réels R ou le corps des
nombres complexes C.

3.1 Formes bilinéaires

3.1.1 Définition

Définition 15 Une application
p: ExFE—=K

est appelée forme bilinéaire si elle vérifie : pour tout vi,ve, w1, we, v, w € E et aj,a0 € K
1. p(ajv1 + agve, w) = ayp(v1, w) + agp(ve, w),

2. (v, a1wy + aswe) = a1p(v,wy) + azp(v, we).

Ceci est équivalent a dire que ¢ est linéaire en chacun de ses arguments et a valeurs dans K, c’est-a-dire
chacune des applications ¢ : E — K et 2, : E — K définie par

pu(w) = p(v,w), 5, (v) = p(v,w)
appartient & E*.

Exemples
1. Soit E=K" Siv=(z!,---,2") et w=(y', - ,y"), I'application

plv,w) =ty + - aty"
qui correspond au produit scalaire classique, est une forme bilinéaire.
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2. Soit E = R3. L’application définie par
o (('a%2%), (', 0% 07)) = a'y® — 2%y + asy’

est une forme bilinéaire.

3. Soit E = R, [X] lespace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n. Si
P, Q) € E, alors I'application définie par

1
o(P.Q) = / P(2)Q(x)dz

-1

est une forme bilinéaire sur E.

3.1.2 L’espace L(F, E;K)

Soient L(F, E;K) l'ensemble des formes bilinéaires sur £ & valeurs dans K. Si ¢; et ¢2 sont dans
L(E, E;K), on définit :

1. La somme ¢1 + @9 par (p1 + v2)(v,w) = @1 (v, w) + w2(v, w) pour tous v,w € F,

2. La multiplication externe par (api)(v,w) = api(v,w) pour tous v,w € E et pour tout a € K.

Ces deux opérations munissent L£(E, E;K) d'une structure de K-espace vectoriel.

3.1.3 Formes bilinéaires symétriques, antisymétriques

Une forme bilinéaire
p:ExE—-K

est dite
— symétrique, si p(v,w) = @(w,v) pour tous v,w € F,
— antisymétrique si p(v,w) = —p(w,v) pour tous v,w € F,

Soit ¢ une forme bilinéaire sur F. Alors la forme biniléaire 4 définie par

(v, w) + p(w, )
2

SOS(Ua w) =

pour tous v,w € E est symétrique.

La forme bilinéaire ¢, définie par

QD(U, w) — @(w’ U)
2

Ya(v,w) =

pour tous v,w € I est antisymétrique.

Proposition 8 Toute forme bilinéaire sur E s’écrit de maniére unique comme la somme d’une forme
bilinéaire symétrigue et d’une forme bilinéaire antisymétrigue.

Démonstration. Soient @, et ¢, les formes bilinéaires symétriques et antisymétriques définies ci-dessus. On
a bien la décomposition

© = Ps+ Pq.
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Supposons que ¢ = 1 + 2 soit une deuxiéme décomposition, avec 1 symétrique et @o antisymeétrique.
Alors

p(v,w) + p(w,v) = 2¢1(v, w)

pour tous v,w € F ce qui montre que ¢1; = ¢s. De méme,
SO('U, w) - @(w, U) = 2902(1)7 w)

pour tous v, w € E implique @2 = ¢,. Dol la proposition.

3.1.4 Formes bilinéaires non dégénérées

On suppose dans ce paragraphe que K =R ou C.

Définition 16 Une forme bilinéaire symétrique ¢ sur E est dite
1. non dégénérée si p(v,w) =0 pour tout w € E implique v = 0.

2. définie positive si o(v,v) € R™ pour tout v # 0 € E.

On peut également parler de non dégénérescence pour une forme bilinéaire antisymétrique. Par contre la
notion de définie positive est sans intérét dans ce cas, car si ¢ est antisymétrique, alors ¢(v,v) = 0 pour
tout v.

Proposition 9 Une forme bilinéaire symétrique définie positive est non dégénérée.

Démonstration. En effet, si ¢ était dégénérée, il existerait v # 0 € E tel que ¢(v,w) = 0 pour tout w € E.
En particulier on aurait ¢(v,v) = 0, ce qui est contraire a I’hypothése.

EXERCICE 1. On considére dans R3 les formes bilinéaires suivantes

1. p1(v,w) = zlyt — aly? — 2292 + 22293 + 23y — 223y3

2. @o(v,w) = xlyl + 2%yt + 2ly? + 233

3. p3(v,w) = 2ly? — a2yl + 22y3 — 23y?
avec v = (2, 2%, 23) et w = (y', 9%, y?) € R3. Ces formes sont-elles symé-
riques, antisymétriques, dégénérées, définies positives ?

EXERCICE 2. Soit E un K-espace vectoriel et soient f;, fo deux formes
linéaires sur F.

1. Montrer que 'application ¢ donnée par ¢(v, w) = f1(v)f2(w) pour tous
v,w € E est bilinéaire.

2. Exprimer les formes bilinéaires symétrique @5 et antisymétrique ¢,
associées.

3. A quelle condition ¢ est non dégénérée ou définie positive ?
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3.1.5 Orthogonalité pour les formes bilinéaires symétriques

Définition 17 Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E et v,w des vecteurs de E. On dit que v et
w sont orthogonauz relativement 4 ¢ si p(v,w) = 0. Un vecteur est dit isotrope s’il est orthogonal & lui
méme.

La relation d’orthogonlité est une relation symétrique. L’ensemble des vecteurs isotropes est appelé le
cone isotrope de ¢. Ce n’est pas, en général, un sous-espace vectoriel de E. Prenons par exemple dans R?
la forme bininéaire symétrique

p(v,w) = o'yt + 2%y — oy

o v = (zh,2%,23) et w = (y', 9% y3). Le vecteur v est isotrope si ses coordonnées vérifient 1’équation
algébrique :

(:E1)2 + ($2)2 _ (1_3)2 =0

qui est I’équation d'un céne algébrique dans R3. Ceci explique le vocabulaire "cone isotrope".

Définition 18 Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E. On appelle noyau de o, ensemble des
vecteurs orthogonauz & tous les vecteurs de E.

Le noyau de ¢ est un sous-espace vectoriel de E. Il est défini par la relation
o(v,w) =0, Ywe E.

Il est réduit & {0} si et seulement si ¢ est non dégénérée.

Définition 19 Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont orthogonauz
relativement a o si tout vecteur de ['un est orthogonal a tous les vecteurs de l’autre, soit

p(v,w) =0, Yve F,Yw e G.

On appelle orthogonal de F, noté F-, Uensemble des vecteurs de E qui sont orthogonauz d tous les vecteurs
de F.

Par exemple, 'orthogonal de ’espace E en entier est le noyau de ¢. L’orthogonal de F' est donc défini
par ’équation

p(v,w) =0, Yw e F.

On en déduit que F* est un sous-espace vectoriel de E. En général F N F* n’est pas réduit a {0}. En
effet si F' contient un vecteur isotrope v non nul, alors ce vecteur appartient aussi a F-. On dit de F est
totalement isotrope s’il est inclu dans le cone isotrope. Dans ce cas tous les vecteurs de F' sont orthogonaux
a F et F- est un sous-espace de F. On a toutefois le résultat suivant :
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Proposition 10 Supposons ’espace vectoriel E de dimension finte. Si ¢ est une forme bilinéaire symé-
trigue non dégénérée sur E, alors pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on

dim(F) + dim(F*) = dim(E).

De plus (FY)+ = F.

Démonstration. Soit {e1,---,er} une base de F' que l'on compléte en une base de E. Un vecteur v =
Yo, x'e; de E est orthogonal & F' si p(v,e;) =0 pour j =1,--- , k, soit

n
ingo(ei,ej) =0, j=1,---,k.
i=1

Lemme 1 Soit {e1, - ,en} une base de E et soit ¢ une forme bilinéaire non dégénérée sur E. Alors la
matrice M = (a]) avec al = p(e;,e;) pouri,j =1,--- ,n est inversible.
Démontrons ce lemme. Si v = (z!,--- ") est un vecteur du noyau de M, alors

n .
Z p(ej,ej)x? =0
j=1

pour tout s = 1,--- ,n. On en déduit

n

n
> olen el = wlenejal) = (e v) =0
=1

j=1

pour tout ¢ = 1,--- ,n. Ainsi v est dans le noyau de ¢, il est donc nul et M est inversible.

Reprenons notre démonstration. Comme la matrice (¢(e;, e5)) est inversible, le systéme linéaire

ZfUi‘P(ei»ej) :Oa ]: 1a >k
=1

est de rang k. L’orthogonal F* correspondant a ’espace des solutions de ce systéme linéaire est donc de
dimension n — k et l'on a dim(F*) = dim(E) — dim(F). Comme la relation d’orthogonalité est symétrique,
F est orthogonal & F1 c’est-a-dire F' C (F1)*. D’aprés la relation précédente, ces espaces ont la méme
dimension, ils sont donc égaux.

Si ¢ est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, sa restriction & un sous-espace vectoriel F' de F
n’est pas nécéssairement non dégénérée. Prenons par exemple E = R? et la forme bilinéaire (v, w) = xly!—
x2y?. Soit F le sous-espace défini par I'équation o' — 22 = 0. Si v,w € F, alors v = (2}, 2!),w = (y',9') et
on a p(v,w) = 0. La restriction de la forme non dégénérée ¢ a F et ici nulle.

Définition 20 Un sous-espace vectoriel de E sur lequel la restriction de ¢ est non dégénérée est appelé
sous-espace non dégénére.,
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Proposition 11 Soit ¢ une forme bilinéaire non dégénérée sur . Alors un sous-espace F' est non dégé-

néré si et seulement si
FaFt=E.

De plus, dans ce cas, le sous-espace F- est aussi non dégénére.

Démonstration. On sait que dim(F)+dim(F+) = dim(F). Ainsi FGF+ = E si et seulement si FNF+ = {0}.
Si F' est non dégénéré, aucun vecteur de F' n’est orthogonal & F' et donc cette intersection est réduite &
{0}. Inversement, si F' N F*+ = {0}, alors I'équation ¢(v,w) = 0 pour tout vecteur w € F implique v = 0
et F' est non dégénéré.

3.1.6 Bases othogonales

Théoréme 12 Soit p une forme bilinéaire symétrique sur ’espace vectoriel de dimension finie E. Il existe
une base de E formée de vecteurs deux & deux orthogonauz.

Démonstration Montrons ce résultat par récurrence sur la dimension de E. La propriété est vraie pour
n = 1. Supposons la vraie pour tout espace vectoriel de dimension n et soit F un espace vectoriel de
dimension n 4 1. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E. Si ¢ = 0, alors toute base de E est
orthogonale pour ¢ et toute base répond a la question. Supposons donc ¢ non nulle. Il existe au moins un
vecteur u # 0 tel que p(u, u) # 0. En effet il existe uy, ug € E tel que ¢(uy,uz) # 0. Alors soit ¢(u1,u1) # 0,
soit p(ug, uz) # 0, soit p(u1,ur) = p(ug, uz) = 0 et on a w(u1 + ug, uy +uz) = 2¢(ur, us) # 0. Soit F = ut
et soit ¢ la restriction de ¢ a F. Cette forme est bilinéaire symétrique. Comme ¢(u,u) # 0, F est de
dimension strictement inférieure & n. On peut trouver une base Br de F' formée de vecteurs orthogonaux
pour la restiction de ¢ a F.

€L

Lemme 2 Les sous-espaces vectoriels Ru et F' = u— sont supplémentaires dans F.

Démonstration En effet Soit v € E, v ¢ F. Considérons le vecteur

pluv)
o(u,u)

V1 =0V —

11 vérifie
o(u,v)
o(u,u)

p(u,v1) = (p(u,v) - p(u,u) = ‘P(uﬂ)) — p(u,v) = 0.
p(u, v)

p(u, u)
0=¢(v,u) = ap(u,u). Comme q(u) # 0, alors « =0 et v =0. Ainsi £ = Ru @ F, d’ou le lemme.

Ainsi v; € F et v = v + u € F 4 Ru. Calculons F(YRu. Si v € F(\Ru, alors v = au et

On en déduit dimF = n — 1. La base formée de la base Br et de u répond & la question.
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EXERCICE 3. On considére sur R? la forme bilinéaire
o(v,w) = 2y +30%y* +52%y’ +2(a v +2?y ) +3(2 'y 2ty ) +4 (2% +ady?)

oitv = (x',22 2%), w= (y',vy? y>) sont dans R3.

Montrer que ¢ est symétrique. Est-elle non dégénérée ?
Calculer son rang et son noyau.

Déterminer les vecteurs isotropes.

Soit u; = (1,0,0). Déterminer I’espace ul orthogonal & w.

Tt W N =

Déterminer une base orthogonale pour ¢.

EXERCICE 4. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur un
espace vectoriel de dimension n. Soit F = {e1, -+ , e, } une famille de vecteurs
deux & deux othogonaux pour . Montrer que F est une base de F.

3.2 Matrices d’une forme bilinéaire

3.2.1 DMatrice relative & une base donnée

Supposons dim E = n et soit B = {ey, - ,e,} une base de E. Si v et w sont deux vecteurs de E, ils se
décomposent de maniére unique dans cette base :

n n
— § 4 _ § : %
v = re, U= ye;.
i=1 i=1

Soit ¢ une forme bilinéaire sur £. On a alors
o(v,w) = ¢ Zx’ei,Zyjej = ZZx’ngp(eiej).
i=1 j=1 i=1 j=1

Cette expression montre que 'expression analytique de ¢(v, w) est entiérement déterminée dés que 'on
connait les valeurs ¢(e;, ej) pour tout 4,5 =1,--- ,n.

Définition 21 Soit ¢ une forme bilinéaire sur E et soit {e1, - ,e,} une base de E. La matrice de ¢
relative & cette base est la matrice

pler,e1) (e, ea) -+ wler,en)
(e, e1) ez, e2) -+ ez, en)
M@ erend = | p(erer) olenen) - olessen)
90(6717 61) ‘P(ena 62) o @(env en)

11 est clair que si la matrice M de ¢ est
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— symétrique, c’est-a-dire M = M si ¢ est symeétrique,
— antisymétrique, c’est-a-dire "M = — M si @ est antisymétrique.
On a également

Proposition 12 La forme bilinéaire ¢ est non dégénérée si et seulement st sa matrice M relative ¢ la
base donnée est non dégénérée, c’est-a-dire vérifie det M # 0.

Démonstration. En effet, ¢ est dégénérée si et seulement §'il existe un vecteur v # 0, tel que ¢(v, w) = 0 pour
tout vecteur w, ce qui est équivalent a dire que ¢(v,e;) = 0 pour tout ¢ = 1,--- ,n. Posons v = 2?21 rle;j.
Alors la non dégénérescence se traduit par

n .
Z z’p(ej,e) =0
j=1

pour tout ¢ = 1,--- ,n. Ceci est équivalent & dire que les colonnes de la matrice M sont linéairement
dépendantes et donc M n’est pas inversible.

On peut dés a présent remarquer que si on considére une base B’ de E complétée a partir du vecteur
v cest-a-dire B = {v,e3, - ,&,}, la matrice M’ de ¢ dans la base B’ a une colonne de 0 et est donc
dégénérée. On verra par la suite le lien entre ces deux matrices.

La donnée de la matrice M de @ relative a la base {e1,- -, e,} permet de retrouver directement I’écriture
analytique de . En effet, soient v = (z!,--- ,2") et w = (y',--- ,9y") deux vecteurs de E' décomposés dans
la base B donnée. Considérons les matrices des coordonnées

V:t('rlv"' 7xn)7 W:t(ylv"' ,yn)

On a alors

(v, w) ='VMW.

EXERCICE 5. Soit ¢ la forme bilinéaire de R? dont la matrice dans la
base canonique est

1 3
M=11 4
2 1

=W

1. Ecrire I'expression analytique de ¢ relative & la base canonique.
2. Est-ce-que ¢ est symétrique 7 non dégénérée ?

3. Ecrire la matrice M’ de ¢ relative a la base {v; = (1,1,0),v3 =
(0,1,1),v3 = (0,0,1)}

4. Si P désigne la matrice de passage, vérifier la formule

M' =tPMP.



3.2. MATRICES D’'UNE FORME BILINEAIRE 39

EXERCICE 6. Soit E = R,[X] I'espace vectoriel des polynoémes a coeffi-
cients réels de degré inférieur ou égal a n. Soit ¢ la forme bilinéaire sur F
définie par

1
o(P.Q) = /0 P(H)Q(t)dt

pour tout P,() € FE. Déterminer la matrice de ¢ relative a la base
{1,X,X2,--- X"} de E. Est-ce que ¢ est symétrique ? non dégénérée ?

EXERCICE 7. Soit ¢ une forme bilinéaire sur FE.

1. Montrer que l'application ¢,, : E — K donnée par ¢, (v) = (v, w)
pour tout v € E est une forme linéaire. Montrer que 'application f :
w — p,, de E dans le dual E* est linéaire.

2. Montrer que f est un isomorphisme si et seulement si ¢ est non dégéné-
rée. Conclure que dans ce cas, les espaces F et E* sont canoniquement
isomorphes.

3.2.2 Formule de changement de base

Si B = {e}, -+ ,el,} est une autre base de E, et si P est la matrice de passage de B a B, alors la matrice
M:D relative & cette nouvelle base vérifie
t
M; ="PM,P (3.1)
On vérifie facilement que si M, est symétrique (respectivement antisymeétrique, respectivement non dégé-
nérée), MZP est également symétrique (respectivement antisymétrique, respectivement non dégénérée).

On vérifie facilement que si M, est symétrique (respectivement antisymétrique), pr est également sy-
métrique (respectivement antisymétrique,).

Proposition 13 Les matrices M, et pr ont méme rang.

Démonstration. Etant donnée la forme bilinéaire ¢, on considére I'application
R(p): E — E*

définie par
R(p)(w) :v e E— p(v,w).

L’application R(¢p) est linéaire. Considérons une base {ej,--- ,e,} de E et sa base duale. La matrice de
R(p) relatives & ces bases est la matrice M de ¢ relative a la base {e1,-- ,e,}. En effet, on a

(R(p)(ej))(ei) = p(ei, e;).

Ainsi, si on pose R(p)(e;j) = Y p_; ai;€’, la matrice de R(y) est la matrice (a;;) et on a

(R(p)(e5))(e:) = (Z akj€k> (ei) = aij = p(ei, €5).
k=1

Ainsi la matrice de R(y) est bien M. Considérone une nouvelle base {€}, - ,e,} de E et sa base duale.
Notons par M’ la matrice de ¢ relative a {e],---,e),}. Si P désigne la matrice de changement de bases de
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E, on a M’ ='PMP. Mais M’ est aussi la matrice de R(¢p) relative aux bases {e,--- , e} et sa duale. En
effet, la matrice de changement de base duale est Q ='P~!. Ainsi M' = Q~'MP = (‘P~1)"'MP ='PMP.

Donc M’ est la matrice de ’endomorphisme R(y) relative aux nouvelles bases. Elle a donc le méme rang
que M.

EXERCICE 8. On considére sur R? la forme bilinéaire

plv,w) = 2y + 2%y + 2%y’ + 22y’ + 2%y + 2027y + 2%y

ott v = (x',2% 23), w= (y',y? y3) sont dans R3.

1. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de R3.
2. Déterminer une base B orthogonale pour ¢.

3. Ecrire la matrice de ¢ relative a la base B.
4.

Vérifier la formule de changement de base.

EXERCICE 9. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un espace vec-
toriel de dimension finie. Soit B une base orthogonale pour . Montrer que
la matrice de ¢ relative & B est diagonale. Que peut-on en déduire ?

3.3 Formes quadratiques

3.3.1 Forme quadratique attachée a4 une forme bilinéaire symétrique

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E.

Définition 22 On appelle forme quadratique attachée a ¢ application
go: E—R

définie par
G (1) = o(u, u)
pour tout u € E.

Cette application vérifie
gy (Mu) = Nq,(u)
pour tout u € E et A € R.

Proposition 14 Si g, est la forme quadratique attachée a ¢, alors

1

p(u,v) = 5[%(“ +v) = gp(u) — gu(v)]

pour tout u,v € .
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Démonstration On a

Ge(u +v) = gp(u) — gp(v) = p(u+v,u+v) = (u,u) = @(v,v)
= QO(U, U) + SO(U’ U) + 290(71, U) - QO(U, U) - (,O(U, U)
= 2p(u,v).

Ceci permet de donner une définition générale d’une forme quadratique.

Définition 23 On appelle forme quadratique de E toute application

q:FE—R
telle que
1. q(\u) = X2q(u).
2. 17 application
p:ExE—=R

définie par .
plu,v) = Slalu+v) = q(u) — q(v)]

est une forme bilinéaire (symétrique).

La forme bilinéaire ¢ est appelée la forme polaire de g et 'on a

q(u) = p(u,u)
pour tout u € E. Si p(u,v) = a;jz'y’ est I'expression analytique de ¢ relative & la base {e1,--- ,e,} de E,
alors la symétrie de ¢ est équivalente &
aij = ajz-.

On en déduit

n
q(u) = q(zt, - ,2") = Z ai(z")* + 2 Z ajjr'a’.
i=1 1<i<j<n
Inversement, si la forme quadratique est donnée par un polynéme homogéne de degré 2 en les variables
(x,---,2™), la forme polaire s’obtient en polarisant chaque monéme de ce polyndéme. Un monoéme de la
forme a(x?)? est polarisé en ax’y’, et un monéme de la forme az’z? est polarisé en 5 (zy? +27y). Considérons

par exemple la forme quadratique dans R? :
q(zt, 22, 23) = (2H)? + 3(2®)? + 4ata?
Sa forme polaire est
ov,w) = z'y" + 32°y" + 2(z"y” + 2%y")
onv = (z', 2% 23), w=(y',9% 3.

3.3.2 Rang et noyau d’une forme quadratique

Soit q une forme quadratique de E et B une base de E. La matrice de sa forme polaire est appelée
également la matrice de g et notée M = M (q; B). On appelle rang de ¢, noté rg(q), le rang de la matrice
M. Nous avons vu que ce rang ne dépend pas du choix de la base.
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Définition 24 On appelle noyau de q le sous-espace vectoriel de E :

kerq = {u € E;p(u,v) =0,Yv € E}

Le noyau de g est donc le noyau de sa forme polaire.

3.3.3 Le cone des vecteurs isotropes
Un vecteur isotrope u € E est un vecteur orthogonal & lui méme. Ceci signifie que
q(u) = p(u,u) = 0.
L’ensemble des vecteurs isotropes est donc un sous-ensemble de E défini par ’équation
q(u) =0.

Il est clair que si u est isotrope, tout vecteur au est aussi isotrope. Par contre, si u et v sont isotropes, en

général u 4+ v ne l'est pas. L’ensemble des vecteurs isotropes n’est pas en général un sous-espace vectoriel
de F.

Définition 25 On appelle cone isotrope de la forme quadratique q, l'ensemble des vecteurs isotropes.

On notera le cone C(q). Dans un systéme de coordonnées, g(u) = 0 est une équation polynomiale homogene
de degré 2. Ainsi C(q) apparait dans ce systéme comme une variété algébrique invariant par homothétie.
D’ou le nom de cone.

Exemple historique On considére dans R? la forme quadratique

q(z,y,2) = 2> + y* — 22

Sa forme polaire s’écrit
@((x> Y, Z)> (x,a yla Z/)) = $.CU/ + yy’ — ZZ/.

Le coéne isotrope est défini par I’équation
q(u) =22 + % — 22 = 0.

C’est un cone de révolution d’axe Oz. Cet exemple, issu de la mécanique relativiste restreinte, est appelé
dans ce contexte, le cone des lumiéres.

3.4 Décomposition en carrés d’une forme quadratique

3.4.1 Diagonalisation

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E. Considérons une base {€],- - , e}, } formée de vecteurs deux

a deux orthogonaux. Cete base existe d’aprés le théoréme (??). Comme ¢(e}, e;-) = 0si i # j, la matrice de
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 relative & cette base s’écrit :

o(erer) 0 e 0
0 (e, eh) 0
/ - DY DY
Mlp B / /
0 0 (ens€n)

Elle est donc diagonale. On en déduit

Théoréme 13 Soit M wune matrice réelle symétrique. Il existe une matrice inversible P telle que
M' =t PMP soit diagonale.

La démonstration du Théoréme (??) montre comment déterminer une telle base orthogonale. Lorsque
la forme bilinéaire est définie positive, cette méthode est dite de Gram-Schmidt. C’est un algorithme qui
permet de construite & partir d’une base quelconque de E, une base orthogonale. Rappelons rapidement
cette méthode. Tout d’abord, soit un vecteur u non nul de E. On appelle projection d’un vecteur v sur le
sous-espace engendré par un vecteur u le vecteur

plu,v)
o(u,u)

proj, (v) =

Rappelons que, comme ¢ est définie positive, ¢(u,u) > 0 pour tout vecteur u # 0. Ceci étant, soit
{e1, -+ ,en} une base de E. Posons

up = ey,
U9 = €9 — pI‘Oju1 (62),
U3 = 63 - projul (63) - prOjU2 (63)’

up = e — Zf;ll proj,, (ex)

Alors {uq,- -+ ,up} est une base orthogonale pour . Notons que la matrice de changement de base est une
matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale, et son déterminant est 1.

Si la forme bilinéaire symétrique est non dégénérée, et pas nécessairement définie positive, on peut calquer
I’algorithme ci-dessus, mais en prenant soin de choisir des vecteurs non isotropes.

Ceci étant, soit u = X"e; la décomposition d’un vecteur u de E dans la base orthogonale. Alors
n
q(u) = p(u,u) =Y au(X')? (3.2)
i=1
ou a;; = p(e;, e;). L'expression (77) s’appelle une décomposition en carrés de g.

3.4.2 La méthode de Gauss

Cette méthode permet en partant de 'expression analytique de g de ’écrire sous forme de somme de
carrés. Soit

n
atw) =gty a") =Y @)’ +2 30 aggatal
=1

1<i<j<n
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1. Supposons qu’il existe un a; non nul. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer a1 # 0. On

écrit
n o . n . . .
qu) =ar | (@) +23 Tozy |+ X (@)’ +2 3 agatald
j=2 i=2 2<i<j<n
n 2 n
= (xl + > O;llljaﬂ) - a%(zzl:z ar?)? + Y a2 +2 Y agatad
=2 i=2 2<i<j<n
Posons n
Xl = 1‘1 + Z @ J
5 aq
7j=2
et

1 & . n , o
@z, 2") = —a—l(z aprl)? + Zai(mZ)Q +2 Z ajrtal.
7j=2 =2 2<i<g<n
On en déduit
gz, 2") = ar(X1)? + ga(a?, - ™).

. Supposons que «; = 0 pour tout ¢. Nous allons réduire la forme quadratique en utilisant I’identité

(babylonnienne)
4ab = (a +b)* — (a — b)?

qui montre que tout produit est somme de deux carrés. Supposons aq2 # 0. Ecrivons ¢ sous la forme

1 1 Q2j 2 a1 4
q(l‘ y T 7$n) = 20(12 T+ E Oéijwj T+ E 71:1 + CI3(ZIZ‘3, e 7$n)
j>3 12 i>3

oil g3 est la forme quadratique des seules variables z3, 24, - | 2" égale a :

o1i s 9 ..
g3(x3, -, x") = 2019 Z—ij Z Lot 42 Z '’

« «
j>3 12 i>3 12 3<i<j<n

Posons

Ul =2+ 355 oy @
Dans ce cas, q s’écrit
Q(xla T 7xn) = 20(12(U1U2) + Q3($3, T ’xn).

Mais, en utilisant I'identité de Babylonne, on obtient

1
q(a:l, ceal) = 50412(([]1 + UQ)2 — (U1 — U2)2) + qz(23, - - , ).

Posons
X'=U'+U?
X2=U'-U>
Alors 1
Q(x17 y L ): 50[12(){1) - 50512(X ) +q3($37 7‘/1:n)
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3. Conclusion : Dans les deux cas, nous avons écrit ¢ sous la forme d’une somme d’un ou deux carrés et
d’une forme quadratique dépendant seulement de n — 1 ou n — 2 variables. En réitérant la procédé ci-
dessus a cette nouvelle forme quadratique, on récupére une écriture de ¢ sous la forme d’une somme de
carrés et d’une nouvelle forme quadratique dépendant d’un nombre moindre de variables. On termine
cette procédure lorsque cette derniére forme est nulle.

Les nouvelles variables X', X2, ... XP p < n ont la propriété fondamentale suivante :

Proposition 15 Considérons les formes linéaires données par
frat, 2™ =X P2t 2 = X (et 2 = XP.

Alors la famille {f, f2,---, fP} est libre dans ’espace dual E*.

Démonstration. En effet, d’aprés la méthode de réduction ci-dessus, on a soit
fiat, 2™ =2t + g™, 2™
avec g € E*, soit
Filat, 2 = ot 4 2t 4@ ), ) = 2t — 2 4 (e )

avec g,h € E*. On construit ainsi & chaque étape des nouvelle formes linéaires indépendantes avec les
précédentes.

Théoréme 14 Soit g une forme quadratique sur E. Il existe une famille libre {fl,--- ,fp} de formes
linéaires sur E telle que

qg=a1(f")? +ax(f?)? + -+ ap(f*)°

ot p est le rang de la forme polaire associée a q.

Démonstration. Le procédé de Gauss donne une telle décomposition. Bien entendu, la décomposition n’est
pas unique. Montrons que le nombre de carrés intervenant dans cette écriture est unique et correspond

au rang de ¢, la forme polaire de g. Considérons la famille {f1,~-- ,fl}. Comme elle est libre, on
a p < n. Complétons cette famille en une base {fl, cee flgPt ,g”} de E*. Consgidérons la base
{fi.-- fos fp41,-+, fn} de E dont {fl, cee fLgPtL ,g”} est la base duale. On a alors
dés que i # j. La base {f1,---, fp, fp+1, -, fn} est donc orthogonale pour ¢. La matrice de ¢ relative a
cette base s’écrit

aq 0 0

0

0 ap 0

0 0O 0 0

0 0

et est de rang p qui est le rang de ¢.

Exemples.
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1. Soit ¢ la forme quadratique sur R? donnée par

q(z,y,2) = 20* — 2y* — 62% + Tyz — 4wz + 3zy.
Décomposons-1a sous forme d’une somme de carrés en utilisant le principe de Gauss. On a

q(z,y,2) =222+ 23y —4z) — 2y° — 72% + Tyz
= 2(a? + 32 (3y — 42)) — 2y — 72% + Ty2
=2(z + %(Sy —42))? — %(3y C4z)? -2y T2 4 Tyz
=2z + {3y — 42))? — By? + 10yz — 927,

Posons

3
X:x—l—zy—z.

Alors
q=2X"+q(y,2).
Réduisons g2. On a
@(y,z) = —%y2 + 10yz — 922

_25

— B - Yy - 922

— —%(y _ %z)Q _ 2
Posons .
Y = y — 527 Z = Z
Alors .
q(z,y,2) = q(X,Y,Z) = 2X* — §y2 _ 72

On a bien une décomposition en somme de carrés telle que les formes linéaires

fl(,I,y,Z) :CL'—{—%y—Z
Py z) =y -5z
FPry,2) =2

soient indépendantes. Nous pouvons interpréter ces calculs de la facon suivante. Soit v = (,y, z) € R3.
Cette décomposition de v est relative a la base canonique {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}.
Il existe une nouvelle base {e}, e}, 4} de R, par rapport a laquelle v a pour composnate (X,Y, Z)
soit

v=Xe| +Ye,+ Zes.

La matrice de g ou de sa forme polaire relative a cette nouvelle base {€], €}, €5} est diagonale et s’écrit

2 0 0
25

0 -2 0

0 0 -1

Ainsi {e], e}, e4} est une base orthogonale pour la forme polaire de ¢. Il nous reste & déterminer
cette base. Nous avons vu que {fl, 12, f3} est une base de E*, et {e], e, €4} est la base de R? dont
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{fl, 12, f3} en est la base duale. Mais la matrice de changement de bases dans le dual (R3)* de la
base canonique {e!,e?, 3} est

0
1

B =

0
Q= 0
1

8
-1 -8

car fl = el 4+ 2e2 — ¢, f2 = €% — %563, f3 = €3. Si Pest la matrice de passage de {ei,es,e3} a

{€], e, €5}, alors

Q=P
On en déduit
1 -3 _1
4 5
p=(o0 1 ¢§
0 0 1
soit
el =e
eh = —%61 + e
eg = —%61 + %62 + e3

On aurait pu calculer autrement la matrice P en écrivant le changement de coordonnées
X=z+ %y —z
- 8
Z=z

On sait que les systémes de coordonnées sont reliés par

X T
Y | =P y
VA z
Ainsi
13 -1
plt=(o01 -8
00 1
d’ou
1 -g
p=lo0o 1 3
0 0 1

2. Considérons la forme quadratique sur E = R3 définie par
Q(xa Y, Z) = (y - Z)2 + (Z - x)z + (CC - y)2

Elle s’écrit comme somme de trois carrés mais les formes linéaires qui sont attachées a cette décom-
position

fl(:zj,y,z) =Yy—=z

f2($,y,z) =zZ2—=Z

f3(x,y,z) =T =y
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ne sont pas indépendantes. En effet on a la relation de dépendance
P+ P2+ =0
Pour réduire la forme quadratique ¢, commencons par la développer :
q(z,y,2) = 202 + 2y + 222 — 2oy — 222 — 2y2.
Utilisons le procédé de Gauss.

q(z,y,2) =2(22—2(y+2)) +2y%+ 222 — 2yz.

=2(z— %y+z))2—7(y+z)2+2y2+2z2—2yz
2X2+§(y + 22 — 2y2)

=2X 2+§( z)?

=2X%+3Y

N \

avec X =z — 1(y+2) et Y =y — 2. Les formes linéaires associées sont

{ f1($,y,2):$—% _%Z
fz(x,y,z):y—z.

Elles sont indépendantes et la forme polaire associée est de rang 2.

EXERCICE 9. Réduire les formes quadratiques suivantes et en déduire leur
rang :

1. qi(z,y,2) = 22 +y% — 22 + day — 222 + yz,
2. @2(x,y,2) =2y + yz + 2x2.

3. En déduire, pour chacune d’elles, une base othogonale pour la forme
polaire associée.

EXERCICE 10. On considére dans R? la forme quadratique
Q(x7y7 Z) = IE2 + 2y2 + 22 + 4dxy — 4dxz.

1. Ecrire la forme polaire et sa matrice M dans la base canonique.
2. Réduire la forme quadratique q.

3. Quel est son rang? Quel est son noyau ?

4

. Trouver une base qui diagonalise la matrice M.
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EXERCICE 11. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n muni d’un
produit scalaire ¢, c’est-a-dire d’une forme bilinéaire définie positive. Soit F’
un sous-espace vectoriel de E. Un vecteur w € F est appelé la projection
orthogonale d’un vecteur v € E sur F si le vecteur v — w € F*,

1.

Montrer que pour tout vecteur v € FE, il existe une unique projection
orthogonale sur F'.

. Montrer que si w et w sont les projections orthogonales de v € E sur

F et F, alors v =w + wt.

. Soit {ey,- - ,e,} une base orthonormée de E. Si v est un vecteur uni-

n
taire, montrer que v = ) cos axer ol i est 'angle entre le vecteur v
k=1
et le vecteur e;. En déduire

n n
E COSQOék:L E sinzak:n—l.
k=1 k=1

. Soit v € E. On appelle angle entre v et le sous-espace F', 'angle de v

avec sa projection orthogonale sur F. Soit « cet angle. On considere
une base orthonormée de F' notée {ef,--- ,e,}. Soit §; 'angle entre v
et e. Montrer

P
cos? o = E cos? B
k=1

. On considére un ensemble de sous-espaces de E de dimension p tels

que lintersection de deux quelconques d’entre eux soit de dimension
p — 1. Montrer que, soit tous ces sous-espaces contiennent un méme
sous-espace de dimension p—1, soit tous ces sous-espaces sont contenus
dans un méme sous-espace de dimension p + 1.

EXERCICE 12. Soit F un espace vectoriel complexe de dimension n.

1.

Montrer qu’une forme quadratique sur E est le carré d’une forme li-
néaire non nulle si et seulement si q est de rang 1.

Montrer qu’'une forme quadratique sur E est le produit de 2 formes
linéaires indépendantes si et seulement si g est de rang 2.

3.5 Signature d’une forme quadratique réelle

Dans toute cette section, les espaces vectoriels considérés seront réels.

49
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3.5.1 Théoréme d’inertie de Sylvester

Théoréme 15 Soit ¢ une forme quadratique sur E et soit ¢ sa forme polaire. Si on considére une base
orthogonale pour ¢, la matrice de q est diagonale et admet p éléments diagonaux posilifs et s éléments
diagonauz négatifs. Alors pour toute base orthogonale pour p, la matrice diagonale de q a aussi p éléments
diagonauz positifs et s éléments diagonauz négatifs.

Démonstration. En effet, si 7 est le rang de g, il existe des formes linéaires {f*,---, f7, fPHL ... f"}
linéairement indépendantes dans E* telles que pour tout v € F

q(v) = M(F1 () + -+ Xp(fP(0)* = Appa (fFH(0)) = = M7 (0))?

les scalaires )\; étant tous positifs. Complétons la famille libre {f1,---, fP, fPT1 ... f"} en une base de
E*. Soit {fY, -+ fP P oo [ fT ..o f7} cette base. 1l existe alors une unique base B = {e1,--- ,e,} de
E telle que la base {f!,---, f*} de E* soit la base duale de B. Cette base est orthogonale pour ¢ et la
matrice est diagonale et la diagonale s’écrit

A2, Ap, = Apits —Apg2, -0, — A, 0,0+, 0.

Considérons a présent une autre base orthogonale B’ = {e},--- e}, } pour ¢. La matrice de ¢ associée a
cette base est diagonale de rang r et nous pouvons toujours supposer, quitte & changer 'ordre des vecteurs
de cette base, que la diagonale de cette matrice est

/ / !/ / /
17)‘27“'7)\57_ 5+17_)\5+27'”7_)\r707”'70
avec A, > 0 pour ¢ = 1,--- ,r. La forme quadratique s’écrit alors

q(v) = M (F1(0)* + -+ N2 () = Mg (FPF ()7 =+ AL (0)?

Supposons p > s. Soit F le sous espace de E engendré par les n — r + p vecteurs {e1, -+ ,€p, €r41, - ,€n}
et F le sous espace de F engendré par les r — s vecteurs {e’sH, <+, e} Comme dim F4+dimG =n+p—s,
alors dim F'+dim G > n et /(|G # {0}. Soit X € F(\G, X # 0. Alors ¢(X) >0car X € Fet ¢(X) <0
car X € (G. Ce qui est impossible, donc p < s. On montre de méme que s < p et donc s = p. Ceci démontre
le théoréme.

3.5.2 Signature d’une forme quadratique réelle

Le symbole
(p signes +,r — p signes —)

que 'on écrira pour abréger

(p,7—p)

qui précise que dans toute décomposition de ¢ sous forme de somme de carrés, il y a p coeflicients positifs
et r — p coefficients négatifs, r étant le rang de ¢, est appelé la signature de gq.
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3.5.3 Classification des formes quadratiques réelles

Etant donnée une forme quadratique ¢ sur un espace vectoriel réel de dimension n, elle s’écrit dans une

base donnée comme un polynéme homogéne du second degré en les composantes (z',---,2") des vecteurs

dans la base donnée. On peut donc considérer ¢ comme une forme quadratique sur R"™.

Définition 26 Deux formes quadratiques q1 et qo sur R™ sont dites équivalentes, s’il existe un isomor-
phisme f de R™ tel que
g2(v) = q1(f(v))

pour tout v € R™.

Notons que cette condition est équivalente a écrire
p2(v,w) = 1(f(v), f(w))
pour tout v, w € R”. En effet on a
e1(f(v+w), flv+w)) =a(f(v+w)) =a(f(v)+alf(w)+2e1(f(v), f(w)).

Mais ¢1(f(v +w)) = @2(v +w), ¢1(f(v)) + @ (f(w)) = g2(v) + g2(w). Mais g2(v +w) = Ya(v + w, v +w) =
¢2(v) + g2(w) + 2p2(v,w). On en déduit

902(1}7w) = g01<f(1}), f(w))

La réciproque est immeédiate.

Théoréme 16 Deuz formes quadratiques q1 et go sur R™ sont isomorphes si et seulement si elles ont la
méme signature.

Démonstration. Considérons une base B = {e1,--- ,e,} de R"™. Soit M; (respectivement M>) la matrice de
q1 (respectivement ¢9) relative a cette base. Soit P la matrice inversible de I'isomorphisme f relative & cette
base. Comme p2(v, w) = ©1(f(v), f(w)), on a;si V et W désigne les matrices des vecteurs v et w :

W MW =4 PV) M PW ='V'PM, PW.
Ainsi
M, ='PM, P

et les matrices My et Mj sont les matrices de ¢ relatives aux bases {e1,---,en} et {f(e1), -, f(en)}
Comie nous avons vu que la signature d’une forme quadratique correspondait au nombre de carrés positifs
et négatifs des coefficients d’une quelconque matrice diagonale de cette forme quadratique, on en déduit
que la signature de ¢; est égale & celle de go. Inversement, supposons que q; et g2 aient la méme signature.
Il existe deux bases de R™ par rapport aux quelles la matrice de ¢ est diagonale et égale & la matrice de
q2. En effet il existe une décomposition en carrés de ¢ qui s’écrit

1) = M (FH W) 4+ X (P (0)* = Appa (fFFH (V) =+ M (7 (0))?

et comme tous les coefficients A; sont positifs, on peut se ramener & la forme

1(v) = (X1 + - 4 (XP)? = (XPF)? — - (X7)?
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ou (p,r — p) est la signature de ¢;. De méme on peut ramener I’écriture de g2(v) relative a une autre base,
a

q(v) = (Y12 4+ (YP)2 = (YPF)? = (Y72
Ainsi g1 et g2 ont des matrices égales mais relatives & deux bases différentes. Soit M; cette matrice. Si P
désigne la matrice de changement de bases, alors la matice g2 dans la base diagonalisant ¢ s’écrit

My ="' PM, P.
Nous avons vu que cette identité matricielle était équivalente a

e2(v,w) = p1(f(v), f(w))
ou f est I'isomorphisme de matrice P. Ainsi ¢ et g2 sont isomorphes.

EXERCICE 13. Soit Elespace vectoriel des matrices symétriques réelles
2% 2.

1. Montrer que l'application ¢ : E — R donnée par q(A) = det A est une
forme quadratique. Quelle est sa signature ?

2. Soit F' le sous-espace de E formé des matrices de trace nulle. Mon-
trer que la forme polaire associée & la restriction de ¢ & F' est définie
négative.

EXERCICE 14. Soit A une matrice réelle n x 1. On note B = A..
1. Déterminer le polynéme caractéristique de B.

2. Montrer que la forme bilinéaire associée & la matrice B est le carré
d’une forme linéaire. Quelle est sa signature ?

3.5.4 Classification des formes quadratiques complexes

Théoréme 17 Toute forme quadratique de rang v sur un espace vectoriel complere E peut s’écrire sous
la forme

g= ("2 +-+ ()

ot fL,---, f" sont des formes linéaires sur E linéairement indépendantes.

Démonstration. Considérons une base orthogonale {ej,--- ,e,} pour la forme polaire de ¢g. Quitte a réor-
donner les vecteurs de cette base, nous pouvons supposer que l'on a

q(v) = M (zh)? 4+ -+ A (27)?

ot 7 est le rang de g et v = (x!,---  2™) la décomposition de v dans la base {e1,--- ,e,}. Soit p; un nombre
complexe tel que p? = ;. Soit la base orthogonale {e],--- €, } avec e} = pi_lei pour i =1,---7et e, =e¢;
pour ¢ =7+ 1,--- ,n. Relativement & cette base, on a

D’ou le théoréme.
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Corollaire 5 Deuz formes quadratiques complexes sur un espace vectoriel complexe sont équivalentes si
et seulement si elles ont le méme rang.
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Chapitre 4

Espaces vectoriels euclidiens et
pseudo-euclidiens

Dans tout ce chapitre, nous ne considérerons que des espaces vectoriels réels de dimension finie.

4.1 Produits scalaires

4.1.1 Définition

Définition 27 On appelle produit scalaire pseudo-euclidien sur l'espace vectoriel réel E, toute forme
bilinéaire symétrigue non dégénérée sur E. On appelle produit scaloire euclidien, tout produit scalaire
pseudo-euclidien défini positif.

Rappelons qu'une forme bilinéaire est non dégénérée si sa matrice relative & une base quelconque est
inversible, ou bien, ce qui est équivalent, si son noyau est réduit a {0} et dans ce cas la forme quadratique
associée est de signature (p,n — p) avec n = dim E. La forme est définie positive si elle vérifie

o(v,v) >0, Yv#0.
Dans ce cas la signature de la forme quadratique est égale & (n,0).

Exemples.
1. Le produit scalaire canonique sur R” donné par

n

p(v,w) = 'y’

i=1
ottwv=(zl,--- 2" et w= (y',---,y") est un produit salaire euclidien. Sa forme quadratique s’écrit
n
glv) = (')
i=1

5%)
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2. Le produit scalaire sur R* dont la forme quadratique est

de signature (3, 1) est pseudo-euclidien et non euclidien. I’intérét de ce produit scalaire en physique
et plus particuliérement en mécanique relativiste a justifié cette étude des produits scalaires pseudo-
euclidiens.

EXERCICE 1. Représenter dans le plan les courbes de niveau, c’est-a-dire
les courbes ¢(v) = a, a € R donné, pour les formes quadratiques suivantes

L q(v) =2 +y°,
2. q(v) = 2% — y%

EXERCICE 2. Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soit ¢ un produit sca-
laire euclidien sur un espace vectoriel réel E et soit ¢ la forme quadratique
associée. Montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(p(v,w))? < q(v)q(w)

pour tous vecteurs v, w € F.

A quelle condition, I'égalité a-t-elle lieu ?

Cette inégalité est-elle vraie pour des produits scalaires pseudo-euclidiens
non euclidiens ?

EXERCICE 3. Inégalité de Minkowski : Soit ¢ un produit scalaire
euclidien sur un espace vectoriel réel E et soit ¢ la forme quadratique associée.
Montrer I'inégalité de Minkowski :

Vel +w) < v/q) +q(w)

pour tous vecteurs v, w € F.

A quelle condition, I'égalité a-t-elle lieu ?

Cette inégalité est-elle vraie pour des produits scalaires pseudo-euclidiens
non euclidiens ?

4.1.2 Expression dans une base orthonormale

Rappelons qu’il existe une base orthogonale pour ¢} c’est-a-dire composée de vecteurs deux a deux
orthogonaux pour ¢. Nous connaissons deux procédés pour déterminer une telle base, soit le procédé de
Gram-Schmidt, soit I’algorithme de réduction de Gauss. Dans ce dernier cas, on détermine une base B* du
dual E* en considérant les formes linéaires dans la décompositions en carré de la forme quadratique ¢, la
base cherchée est la base de E dont la duale est la base B*. Le procédé de Gram-Schmidt donne directement
la base orthogonale, faire attention dans la procédure, de ne considérer que des vecteurs non isotropes.

Définition 28 Une base orthogonale pour le produit scalaire ¢ est dite orthonormale si les vecteurs de
cette base sont unitaires, c’est-a-dire vérifie q(v) = 1.
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Proposition 16 Tout produit scalaire ¢ pseudo-euclidien admet une base orthonormale.

Démonstration. Nous savons qu'il existe une base orthogonale B = {ej, - ,e,} formée de vecteurs non
isotropes ¢(e;) # 0 pour @ = 1,--- ,n. Considérons les vecteurs
e
-
q(es)
si g(e;) > 0 ou
/ €i
€; =
—q(ei)
si q(e;) < 0. Alors {e), -, e} est orthonormale.

Dans une base orthonormeée, quitte a réordonner l'ordre des vecteurs, la matrice de ¢ esr diagonale et

s’écrit
I, 0
0 —Ih

ou (p,n—p) est la signature de ¢ et I, la matrice identité d’ordre p. Dans cette base, ’expression analytique
de q est
g(v) = (@')? 4 (@P)? = (@PT)2 = = (M)

4.1.3 Sous-espaces dégénérées

Soit F un espace vectoriel réel de dimension n muni d’un produit scalaire ¢ pseudo-euclidien.

Définition 29 Un sous espace vectoriel F' de E est dit non dégénéré, si la restriction du produit scalaire
w o F est non dégénérée. Il est dit défini positif, si la restriction est définie positive.

Un sous espace n’est pas nécessairement non dégénéré bien que ¢ le soit. Considérons par exemple le
produit scalaire dans R? donné par
1,1 2,2
p(v,w) =a'y — 7y

Sa forme quadratique est g(v) = (21)? — (22)2. Le sous espace vectoriel d’équation f(z',2?) = 2! +22 =0
est dégénéré. En effet tout vecteur de F s’écrit v = (z!1, —z!) et q(v) = 0. La restriction de ¢ & F est nulle.
Le sous espace G d’équation f(x!,2?) = 2% = 0 est non dégénéré. Par contre, on a

Proposition 17 Si le produit scalaire ¢ est euclidien, tout sous espace vectoriel est défini positif.

Démonstration. En effet, pour tout vecteur v € F, v # 0, on a g(v) > 0 car g est définie positive.

Cette proposition se généralise au cas pseudo-euclidien
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Proposition 18 Soit ¢ un produit scalaire pseudo-euclidien de signature (p,n—p). Alors tout sous espace
défini positif est au plus de dimension p.

Démonstration. Considérons une base orthonormale {ej,- - ,e,} par rapport a laquelle la matrice de ¢ est

I, 0
0 —Ihyp )

Alors le sous espace engendré par {ej,--- ,ep} est défini positif. Supposons qu’il existe un sous espace F'
définie positif de dimension p’ avec p’ > p. Considérons le sous espace G de E engendré par les vecteurs
{ep+1,--- ,en}. La restriction de ¢ a G est non dégénérée et de signature (0,n — p) (G est déefini négatif).
Comme p' + (n —p) = n+ (p) —p) > n, on en déduit que F'N G # {0}. Ainsi, il existe un evcteur v non
nul tel que g(v) > 0 car v € F, et q(v) < 0 car v € G. Ceci est impossible, donc p’ < p.

4.1.4 Cone isotrope

Soit ¢ un produit scalaire pseudo-euclidien sur E et soit ¢ sa forme quadratique. Le coéne isotrope de ¢
est ’ensemble

Clg) ={vek, qv)=0.

Rapportons nous a une base orthonormale. Alors | si g est de signature (p, n—p), 'équation du cone isotrope
est ’hypersurface algébrique qui a pour équation, ’équation polynomiale homogéne du second degré :

)2+ + (@)= (P2 — o — (@) =0.
Si le produit scalaire est euclidien, alors C(q) = {0}. Inversement C(q) = {0} implique que ¢ est définie
positive.
EXERCICE 4. On considére dans R? la forme quadratique
q(v) = 2% —y2.
Représenter le cone isotrope.

EXERCICE 5. On considére dans R3 la forme quadratique

q(v) = 22 + 4% - 22

Représenter le cone isotrope.

EXERCICE 6. Rappelons qu’un sous espace vectoriel de E est dit isotrope
si tous ses éléments sont isotropes. Il est donc contenu dans le cone isotrope.
Si (p, n—p) est la signature de ¢, montrer que tout sous espace isotrope est au
plus de dimension d = inf(p,n — p). Montrer qu’il existe un espace isotrope
de dimension inf(p,n — p).
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4.2 Le groupe O(p,n — p)

4.2.1 Isométries d’un produit scalaire

Définition 30 Soit ¢ un produit scalaire pseudo-euclidien sur l’espace vectoriel E. On appelle isométrie
de ¢, tout endomorphisme f de E conservant le produit scalaire, c¢’est-a-dire

p(f(v), f(w)) = ¢(v,w)

pour tout v,w € K.

Notons que tout isométrie est un isomorphisme de E. En effet, soit f une isométrie et soit v € Ker(f).
Alors, pour tout vecteur w € F, on a

p(v,w) = o(f(v), f(w)) = (0, f(w)) = 0.

Ainsi v est dans le noyau de . Mais un produit scalaire est non dégénéré, donc v = 0. Ainsi f est un
endomorphisme injectif, il est bijectif.

Proposition 19 Soit f un endomorphisme de E. Alors f est une isométrie pour le produit scalaire ¢ si
et seulement si

q(f(v)) = q(v)

pour tout v € E, ot q est la forme quadratique associée a .

Démonstration. Si f est une isométrie, alors

q(f(v)) = @(f(v), f(v)) = @(v,v) = q(v)

pour tout v € E. Réciproquement, soit f un endomorphisme de E tels que ¢(f(v)) = ¢(v) pour tout v € E.
Alors
20(f(v), f(w)) = q(f(v) + f(w)) = q(f(v)) — q(f(w))
(flv+w)) - az(f(v))

Il
<

Ainsi f est une isomeétrie.

EXERCICE 7. Déterminer les valeurs propres d’une isométrie.

EXERCICE 8. Montrer que 'ensemble des isométries de ¢ est un groupe,
que l'on notera O(FE, ), appelé le groupe orthogonal de E pour le produit
scalaire ¢.
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4.2.2 Matrices d’une isométrie relatives 4 une base orthonormale

Soit B = {eq,- -+ ,e,} une base orthonormale pour . Supposons que la signature de la forme quadratique
associée ¢ soit égale & (p,n — p), n étant la dimension de E. Alors, relativement a cette base, la matrice de

I, 0
0 —Inp )

Nous noterons cette matrice I, ,,—,. Dans cette base, 'expression analytique de ¢ est

© est

(v, w) :tVIp,n_pW

ou V et W sont les matrices colonnes des coordonnées de v et w relatives a la base B. Soit f une isométrie
pour ¢ et notons par M la matrice de f relative & B. Alors

p(f(v), f(w)) = (MV) pp MW ="V M Iy y MW ="V I o W.
On en déduit que M vérifie 'équation matricielle

‘M

pn—pM =1,

p,n—p-

Proposition 20 L’ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n vérifiant
t —_
MI,—pM =1,y

est un groupe, que [’on notera O(p,n — p)

Démonstration. Comme toute isométrie est un isomorphisme, toute matrice de O(p,n — p) est inversible.
On vérifie sans peine que le produit de deux matrices de O(p,n — p) est encore dans O(p,n — p). Ainsi
O(p,n — p) est un sous groupe du groupe linéaire GL(n,R).

EXERCICE 9. Soit ¢ un produit scalaire sur £ dont la forme quadratique
est de signature (p,n — p). Montrer que les groupes O(FE, ¢) et O(p,n — p)
sont isomorphes.

Remarque. Si ¢ est un produit scalaire euclidien, la signature de la forme quadratique associée est égale
a (n,0) et O(E,p) est alors isomorphe & O(n,0) que ’on note classiquement O(n). 1l est appelé le groupe
orthogonal. Il est constitué des matrices orthogonales, c’est-a-dire des matrices carrées d’ordre n vérifiant

‘MM =1.

Théoréme 18 Soit ¢ un produit scalaire pseudo-euclidien sur E. Alors un endomorphisme de E est une
isométrie de @ si et seulement si limage par f d’une base orthonormale pour ¢ est une base orthonormale
pour ¢ respectant le carré des éléments.

Démonstration. Soit B = {e1,--- , e, } une base orthonormale pour . Si f est une isomeétrie, alors f est un
isomorphisme, {f(e1), -, f(e,)} est une base de E vérifiant

o(f(ei), fes)) = plei, e;).
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Donc {f(e1), -, f(en)} est une base orthonormale. Réciproquement, sil'image de B par I’endomorphisme f
est une base orthonormale, alors f est un isomorphisme et la matrice M’ de ¢ dans la base {f(e1),--- , f(en)}
vérifie

M' =tPMP

ol M est la matrice de ¢ relative a B. Nous pouvons supposer que M = I, ,_,. Comme la nouvelle base
{f(e1), -, f(en)} reespectent le carré des éléments de {ey,--- ,e,}, c’est-a-dire

q(f(ei)) = qles)

alors M’ = I, ;. On en déduit
PLnpP =Ipny

et f est une isométrie.

4.2.3 La structure du groupe O(p,n — p)

Si M € O(p,n — p) alors
tMIp,npr = Ipn—p-

On en déduit
(det M)? = 1.

Ainsi toute matrice de O(p,n — p) est de déterminant égal & +1 ou —1.

Proposition 21 Le sous ensemble SO(p,n — p) formé des matrices de O(p,n — p) de déterminant 1 est
un sous groupe de O(p,n — p).

Démonstration. Ceci est évident car le produit de deux matrices de déterminant 1 est de déterminant 1.

Remarque. Le groupe O(p,n — p) est un groupe topologique. Ceci signifie que l'on peut mettre sur ce
groupe une topologie pour laquelle la multiplication des matrices que l’on peut voir comme une application
de O(p,n — p) x O(p,n — p) dans O(p,n — p) est contine. Les groupes O(p,n — p) ne sont pas connexes.
Il existe un sous groupe connexe remarquable qui est la composante connexe passant par l'identité. Cette
composante connexe ne contient que des matrices de déterminant 1 mais n’est pas nécessairement égale a
SO(p,n—p). On note ce sous groupe connexe par SOy(p,n—p) et est appelé parfois le groupe orthochrone,
vocabulaire issu de la mécanique relativiste. Dans ce qui suit, nous allons décrire ces composantes pour
n = 2, et donc des groupes O(2) et O(1,1).

4.2.4 Le groupe O(2)

Soit M € O(2). Posons

u=(24)

la relation ‘M M = I est équivalente au systéme algébrique
a?+c?=1
b +d* =1
ab+ cd = 0.
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Il existe 07 et 65 tels que

a=-cosf; c=sinb
b=-cosfy d=sinb,.

Il ne reste plus qu’a vérifier I’équation ab + c¢d = 0. Elle est équivalente &
cos 1 cos By +sinfysinfy = 0
soit
cos(fy —62) =0
Ainsi, on a

91—92:g+2k7r

ou bien -
01— 0y = *§+2k‘ﬂ'.

Dans le premier cas on obtient
b= cos(f; — g) =sinf;, d=sin(6; — g) = —cos b

et

[ cosB; sinf
M= ( sinfl; —cosf; >

et dans le deuxiéme cas on obtient
T . . T
b = cos(by + 5) = —sinby, d=sin(f; + 5) = cos bt

et

[ costy —sinby
M_<sin01 cos 01 )

Notons par SO(2) 'ensemble des matrices

50(2) = {M = ( cosOp —sinfy >}

sinf; cosb;

et par 0_(2) 'ensemble des matrices

0_(2):{M:(00591 sin 0, >}.

sinfy —cosb;

Alors
0(2) = SO(2)| J0-(2)

et O(2) est un groupe non connexe contenant deux composantes connexes. la composantes connexes passant
par I’élément neutre est SO(2) et I'on a

SO(2) = {M € 0(2), det M = 1}.

Toute matrice de SO(2) est la matrice d'une rotation vectorielle, qui est bien une isométrie du plan pour
le produit scalaire euclidien canonique. La composnate O_(2) correspond a

0_(2) = {M € O(2), det M = —1}
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Ceci n’est pas un sous groupe de O(2) mais une composnate connexe. Les éléments de O_(2) sont des
composés d'une rotation et d’une symeétrie, ces deux transformantions commutant. En effet, on peut écrire

cosf; sinf; [ cosb; —sinby ‘ 1 0
sinf; —cosf; /  \ sin#; cosb 0 —1

Remarque : le groupe O(n) On peut montrer que plus généralement O(n) est un groupe ayant deux
composantes connexes :

O(n) = SO(n)| JO_(n)

avec

SO(n) ={M € O(n), det M =1}

et
O_(n)={M € O(n), det M = —1}.

Le sous groupe SO(n) est connexe et correspond a la composante connexe de O(n) passant par I’élément
neutre. Il est appelé le groupe spécial orthogonal.

4.2.5 Le groupe O(1,1)

Soit M € O(1,1). Posons

u=(24)

la relation "M 1y 1 M = I ;1 est équivalente au systéme algébrique

a?—c*=1
b —d?=-1
ab—cd = 0.

1. Premier cas : a > 0, d > 0.

Il existe a et (B tels que
a =cosha ¢ =sinha
d=cosh b=sinhpg.

L’équation ab — cd = 0. est équivalente &
cosh asinh 8 — sinh awcosh 5 =0

soit
Ainsi, on a

et
M= ( cosha sinha >

sinha cosh o
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2. Deuxiéme cas : a >0, d < 0.

Il existe « et (B tels que
a = cosh a ¢ =sinh«
d= —cosh3 b=sinhp.

L’équation ab — c¢d = 0. est équivalente &

cosh asinh 8 + sinh awcosh 5 =0

soit
sinh(8 + a) = 0.

Ainsi, on a

g =—a

cosha —sinha
M= < sinha —cosha )

et

. Troiseme cas : a <0, d > 0.

1l existe a et 3 tels que

d = cosh 8 b = sinh .

L’équation ab — c¢d = 0. est équivalente &

{ a=—cosha c¢=sinha

— cosh asinh 8 — sinhacosh 8 =0

soit
sinh(8 + a) = 0.

Ainsi, on a

f=-a
et
—cosha —sinha
M= ( sinh o cosh a )
. Quatriéme cas : a <0, d <0.
Il existe a et B tels que
a=—cosha c¢=sinha
d= —coshf b=sinhp.

L’équation ab — cd = 0. est équivalente a
— cosh asinh 8 + sinhawcosh 8 =0

soit
sinh(a — 8) = 0.

Ainsi, on a

0=«

M= ( —cosha sinha >

et

sinh a — cosh o
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Il est clair que toute matrice de O(1,1) est de déterminant égal & +1 ou & —1. Notons par SO(1,1)
Pensemble des matrices de O(1,1) de déterminant 1. C’est un sous groupe de O(1, 1) mais contrairement
au cas précédent, il n’est pas connexe. Il s’écrit

SO(1,1) = SOu(1,1) JSO1(1,1)
avec

cosha sinha«
SOo(1,1) ={M = < sinha cosha )}

et

SOy (1,1) = {M = ( —cosha sinha >}

sinh « — cosh «

La composante connexe passant par I’élément neutre est le sous groupe SOg(1,1). Notons par O_(1,1) le
sous ensemble de O(1,1) constitué des matrices de O(1, 1) de déterminant —1. Ce n’est pas un sous groupe
de O(1,1) mais il est constitué de deux composantes connexes :

0_(1,1) = 0_p(1,1)[O-1(1,1)

cosha —sinha }
sinha —coshao

oo

et
—cosha —sinha )
sinh v cosh « ’

O_1(1,1) = {M = (

On en déduit que O(1,1) admet quatre composantes connexes.

Remarque : le groupe O(p,n — p) Lorsque n = 4 et p = 3, ce groupe est appelé le groupe de Lorentz.
Dans tous les cas, il est composé de quatre composantes connexes et la composante passant par 1’élément
neutre est un sous groupe de SO(p,n — p).

EXERCICE 10. Montrer que O(p, n—p) contient un sous groupe isomorphe
a O(p) x O(q) et que sa composante connexe passant par l'identité, SOg(p, q)
contient un sous groupe isomorphe & SO(p) x SO(q).
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Chapitre 5

Applications multilinéaires et tenseurs

5.1 Applications multilinéaires

5.1.1 Définition

Soient E1,--- , E, et F' des espaces vectoriels sur K.

Définition 31 Une application
B XX By — F

est multilinéaire si elle est linéaire sur chaque argument, c’est-a-dire st pour tout j =1,--- . m
/ /
(p(vla"'yavj—i_ﬁvj;”'7vm):a®(vl7”'7Uj7'.‘7vm)+/8(p(vl7"'7Uj7"'7vm)

pour tout vecteurs v; € E“v; € Ej,a,8 K.

On notera par L(E1, Ea, -+, Eny,; F) U'ensemble de telles applications multilinéaires. Tout élément & €
L(E1, Ey, -, En; F) ayant m argments sera aussi appelée application m-linéaire. Pour m = 2, on parlera
d’application bilinéaire, pour m = 3, on parlera aussi d’application trilinéaire.

Exemples

1. Supposons que chacun des espaces E; soit égal & K™ et soit F' = K. Considérons 'application

o (K™ - K
donnée par ‘
O(vy,- -+ ,vm) = det(al)
oit v; = (a},a?, - ,a™). Cette application est multilinéaire.

67
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2. Soient Fy,= Fy = --- = E,;, = K" avec m < n. Soit w une suite strictement croissante de longueur
m d’entiers compris entre 1 et n :

1<w(l)n <w(2) < <w(m) < n.

On note par Q(m,n) 'ensemble de ces suites et on I'ordonne par la relation d’ordre lexicographique.
Si X est une matrice a m lignes et n colonnes, considérons les sous-matrices sonstituées des m lignes et
des colonnes w(1),- -+ ,w(m). Une telle matrice sera notée X|[1,--- ,m;w]|. Ceci ’tant, soient v1,..., v
des vecteurs de K™. Notons par X la matrice n X m des coordonnées. L’application

& - (Km)n N KC’(n,m)

n!

m donnée par

ou C(n,m) =
q)(’l)l,"' ,Um) =u

ou u est le C'(n, m)-uple dans KE(m) dont les coordonnées ordonnées lexicographiquement sont les

X[L,--+ ,m;w], w € Q(m,n) est n-linéaire.

Proposition 22 L’ensemble L(E1, Ea,--- ,Ep; F) est un K espace vectoriel. Si chacun des E; est de
dimension finie n; et si F' est de dimension p, alors L(Ey, Ea,--- , Eny; F) est de dimension finie et on a

dimE(El,Ez, ce ,Em;F) = pning -+ N,

Démonstration Posons dimFE; = n; pour i = 1,--- ,m. Considérons une base {e@;1,€i2,  * ,€(3)n,; Une
base de E; pour chaque 4,7 = 1,--- ,m et soit {e1,--- ,€p} une base de F'. Nous avons écrit les vecteurs de
la base de E; sous la forme e(; ;, 'indice parenthésé (i) n'est pas en fait un véritable indice, il indique le
numéro de I'espace vectoriel qui le contient.I’application ® est donc déterminée par les composantes sur la
base {e1, -+ ,&p} des vecteurs ®(e(1) i, €(2) 000" " 5 €(m),ipn) lorsque 1 < iy <ng,--- 1 <y < nyyy. En effet
considérons des vecteurs v; € F;. Ils se décomposent

n;
o VPN
Vi = E :x(i)e(zm-

Ji=1

On a donc

ni Nm
@('Ul, e ;Um) = Z Z x{i) e $‘g;nl)q)(6(1)7j1, e 7e(m),jm>'

j1:1 szl
(On commence & comprendre ici l'intérét de la convention d’Einstein et le fait que les indices parenthésés
ne sont pas de "véritables" indices. Dans I’écriture conventionnée on aurait

Bor, v =y - Bl )

qui est une écriture un peu moins lourde. Dés la fin de cette démonstration, nous ne garderons que ’écriture

conventionnée.) Chacun de ces vecteurs ®(e(1)j,, -, €xm),j,.) est dans F, il a p composantes :
p
k
R(e(1) s Clmhgm) = D Uy S
k=1

ou {f1,---, fp} est une base de F. et on a ny.ng - - - ny, vecteurs. D’ou la proposition.
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Notons que I'écriture analytique de ® relative aux bases choisies est, dans une écriture conventionnée,
— I dm ok
(o1, vm) = gy T G S
et donc s’écrit comme un systéme de p polynémes homogeénes de degré m en les composantes des vecteurs
v; et linéaire en les composantes de chacun des vecteurs.

EXERCICE 1. Montrer que les espaces vectoriels suivants
L(E1, Ey F), L(E1,L(E9; F)), L(Eq, L(Ey; F))

sont isomorphes, ou L(E; F') désigne l'espace des applications linéaires de E
dans F'.

EXERCICE 2. Etant donnés deux espaces vectoriels E et F' sur K, montrer
que 'application
o: L(E,F)XxE—F

donnée par

O(f,v) = f(v)
est bilinéaire.
Théoréme 19 Soient FEi,--- ,E,, F des espaces wectoriels sur K de dimension finte. Soit
{e@) 1, €2, s €@)m, } une base de E; pour chaque i,i=1,--- ,m et soit {€1,--- ,&p} une base de F'.Pour

qu’une application
OB X xE, = F

soit multilinéaire, il faut et il suffit qu’il existe des vecteurs cj, j,...j,, de F' avecl < ji1 <ny---1 < gy <y,
tels que l'on ait

_ Jt Jm
v, vm) = () T Cirgaim
quels que soient les vecteurs
vi =T e € Bryee vm = 20 €m) i, € B

Démonstration. Nous avons vu précédemment que si ® est multilinéaire, alors son expression analytique
dans les bases considérées était

@(Ul’ oo 7/Um) = x‘gzll) e $‘Z:l)®(e(1)7]17 .« .. 7e(m)7jm)'
Posons
cjljZ"'jm = (b(e(l),jl? e 7e(m),jm)'
On obtient 'expression désirée. Réciproquement, montrons que
D(vy, - vm) = xﬁ) e ‘rg:;)cjljz'“jm
représente une application multilinéaire. Considérons I'application
Hjljz“'jm : E1 X oo X Em — K
donnée par

I jgenon (U1, Um) = @1y - Ty
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Il est clair que cette application & valeur dans K est m-linéaire. Comme
P(v1, s vm) = o (V1,5 VM) Clrggenjin

I'application ¢ est m-linéaire. De plus, on a
Ci1jojm — (19(6(1)73-1, e 7e(m)’jm).

Remarque. Les vecteurs c¢j, j,...j,, de F' s’appellent les coefficients de ® par rapport aux bases données
{e@), 1, €2, s €(i)m, } de E;. I1ls dépendent, bien entendu, des bases choisies.

EXERCICE 3. On considére de nouvelles bases {ezi)yl,egg, e ,e’(i)’m} de
Ei. SOient c‘,jle"'j'nL

M / - - .
coefficients Cirioerim et Cjyjojm-

les coefficients correspondants. Ecrire la relation entre les

5.1.2 Formes multilinéaires

Une forme multilinéaire sur E7 X --- X E,, est une application multilinéaire & valeurs dans le corps de
base K.
Exemple fondamental. Soient E les espaces vectoriels duaux des espaces E;. Pour chaque,i =1,--- ,m,

soit f; € E. Considérons I’application
V. x---xFE, —>K

définie par
U(v1, v, ,vm) = fi(v1) - fa(v2) - fin(vm)-

m

C’ est une forme multilinéaire. On la notera [] f;.
i=1
Notons par = l'ensemble des m-uples d’entiers (I1,--- , 1) tels que
1 Sll §n171§l2§n27”' 71§lm§nm
Théoréme 20 Soit {f; 1, fi2, -, fin,} une base de l’espace vectoriel dual EY pour i =1,--- ,m. Alors

les formes linéaires
m
Uy =[] fire)
i=1

ot N\ € Z et ot A(i) désigne Uentier placé en position i dans la suite X\ forment une base de
£(E17E27'” 7Em7K)

Démonstration Soit {e; 1, ,ein,} la base de E; dont {f;1, fi2, -+, fin;} €n est la base duale. On a alors

Ua(era1)s €2(2)> 7 5 Emagm)) = 1

et
Wa(er n(1), €2,0(2)> """ > em\(m)) = 0
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dés que A # X dans Z. Comme toute forme multilinéaire sur £y X --- X E,, est entiérement déterminée
par ses images des vecteurs de bases, on en déduit que la famille des formes W, lorsque A parcourt = est
génératrice. Cette famille compte autant déléments que = c’est & dire ni.ng - - - ny,. Elle est donc minimale
et c’est une base.

EXERCICE 4 Dans chacun des cas ci-dessous, dire si ’application ¢ de
R3 x R3 x R? dans R, est multilinéaire.

L. ¢((w1, w2, 23), (1,92, Y3), (21, 22, 23) = T1 + Y2 + 23

2. ¢((w1,72,23), (y1,Y2,¥3), (21, 22, 23) = T1Y3 + Y221 + 2372

3. ¢((w1,m2,23), (y1,Y2,¥3), (21, 22, 23) = T1Yy223 + T2y321 + T3Y122

4. ¢((z1, 22, 23), (y1,Y2, Y3), (21, 22, 23) = T1ZT2T3 + Y1Y2y3 + 212223

5. ¢((21,22,23), (y1,Y2,Y3), (21, 22, 23) = T1y121 + T2y222 + T3Y323

6. ¢((21,22,3), (Y1,Y2,¥3), (21, 22, 23) = (T1y1 + T2y2 + T3Y3) (21 + 23)
7. ¢((x1, w2, 23), (Y1, Y2, Y3), (21, 22, 23) = (21 + 222) (21 + 23)

EXERCICE 5 Une forme trilinéaire sur E x E x E est dite alternée si elle
vérifie
P(Vg(1)s Vo(2) Vo (3)) = €(0)@(v1, V2, v3)

pour tout (vy,ve,v3) € E? et tout o € 3, le groupe symétrique de degré 3.
Dans cette formule (o) désigne la signature de la permutation o. Donner
toutes les formes trilinéaires alternées sur R%. Plus généralement, que dire des
formes m-linéaires alternées sur un espace de dimension n lorsque m > n?

EXERCICE 6 Soit A € M,, ,(R). On considére 'application
B, (RM" R

définie par
D A(Ch,...,Cp) = det(AM)
ot M est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs C1, ..., C,.
1. Montrer que ® 4 est n-linéaire.
2. Montrer que ® 4 est alternée.
3. Montrer que ®4(M) = det(A) det(M).
4

. En déduire que :
Y(A,B) € Mpn(R),  det(AB) = det(BA) = det(A) det(B).
5.2 Applications multilinéaires alternées sur F

5.2.1 Applications bilinéaires alternées

Soient E et F' des K espaces vectoriels.
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Définition 32 Une application bilinéaire
. ExE—F
est dite alternée, si pour tout vecteur v € E, on a

®(v,v) = 0.

La caractérisation suivante des applications bilinéaires alternées tient compte du fait que le corps K est
de caractéristique 0 (plus précisément différente de 2).

Proposition 23 Une forme bilinéaire ¢ : E x E — F est alternée si et seulement si elle vérifie
O(v,w) =0

pour tout v,w € F.

Démonstration. En effet supposons que I'application bilinéaire ® soit alternée. Comme ® est bilnéaire, alors
pour tout vecteur v,w dans E, on a

O(v+w,v+w) = D(v,v) + P(w,w) + (v, w) + P(w,v).

Comme Phi est alternée, on déduit
0=o(v,w) + &(w,v).

Réciproquement, l'identité 0 = ®(v, w) + ®(w, v) implique
20 (v,v) = 0.

Comme K est de caractéristique 0, alors ®(v,v) = 0 pour tout vecteur v € E, et ® est alternée.

EXERCICE 7
1. Soit E = R3. Montrer que I’application ® : R3 x R? — R? donnée par

O(v,w) =vAw

ol v A w désigne le produit vectoriel, est bilinéaire alternée.

2. Soit E un espace vectoriel et soient f, g € E*. Montrer que I’application
fAg: ExFE — K donnée par

fAg(v,w) = fo)g(w) — f(w)g(v)

pour tout v, w € E est bilinéaire alternée.

Intéressons nous a ’expression analytique d’une application bilinéaire alternée relative a une base de F.
Soit B ={e1, - ,e,} une base de E. Si

n n
v = E xle;, w= E y'e;
=1 =1
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sont deux vecteurs de F/, alors la forme bilinéaire alternée ® s’écrit
n
plow) = 3 2y b es).
ij=1

Posons ¢; ; = ®(e;, e;). Ces vecteurs de F' sont les coefficients de ® et comme & est alternée, ils vérifient

ci; = 0,
Cij + ¢ji = 0

pour tout 4,5 = 1,--- ,n. On en déduit

(v, w) = S (a'y’ - aly)e.

i<j

Application : cas ot E = K2. Supposons que E soit de dimension 2 et soit
. ExE—K

une forme (car ¢ est & valeurs dans K) bilinéaire alternée. Soit B = {e1, e2} une base de E. Alors, relati-

vement a cette base, on a
@(U, ’UJ) = ($1y2 - $2y1)¢(615 62)'

Considérons la forme bilinéaire Dg définie par
Dp(e1,e2) =1
soit
Dp(v,w) = zly? — 2%yl

On a alors
® = d(eg,e9)Dp.

Ainsi toute forme bilinéaire alternéee sur E est proportionnelle & D,,qihcaig. On dira que Dg est le déter-
minant de deux vecteurs de F relatif & la base Dg. Si nous considérons le cas particulier E = K2, alors, si
B = {e1,e2} est la base canonique, on aura

D(el, 62) =1

et pour tout vecteur v(z!, 2?) et w = (y!,3?) de K2,

D(v,w) = z'y? — 2%y

c’est-a-dire D est le déterminant des vecteurs v et w de K2.

EXERCICE 8 Montrer que toute applicationsbilinéaires alternées sur un
espace de dimension 1 est nulle.

EXERCICE 9 Donner 'expression analytique d’une forme bilinéaire alter-
née sur R? x R? relative & la base orthonormeée classique. En déduire pour
toute forme bilinéaire alternéee ¢ sur R3 x R3, il existe un vecteur u de R3
tel que

flo,w) =<u,vAw >

pour tout v, w € R3, ot <, > désigne le produit scalaire euclidien classique.
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5.2.2 Applications trilinéaires alternées

Soient E et F' des K espaces vectoriels.

Définition 33 Une application trilinéaire
P:EXEXE—F

est dite alternée, si ®(vy,va,v3) = 0 dés que deux vecteurs parmi vi,va, v3 sont égaut.

Ceci signifie que 'on a
<I>(v1, U1, Ug) = (I)(’Ul, V9, 1)2) = (I)(Ul, V9, Ul) =0

pour tout v1,v9 € E. On en déduit
D (v1 + vo,v1 + v2,v3) = 0 = D(vy,v2,v3) + P(v2, v1,v3).
D’oti les identités, lorqu’on procéde de méme sur chaque couple d’arguments :
O (v1,v2,v3) = —D(va,v1,v3) = —P(v1, v3,v2) = —P(vs, v2,v1)
pour tout vecteurs v1,ve,v3 € E. Ceci implique aussi
O (vg,v1,v3) = —P(ve,v3,v1) = —D(v3, v1, V2).
Pour résumer ces relations, considérons le groupe alterné Y5 de degré 3. Ses éléments sont les permutations

de (1,2,3) :
Y3 = {Id, T12, 713, Te3, ¢, ¢*}

ol 745 est la transposition permutant les éléments i et j, ¢ la permutation cyclique ¢(1) = 2,¢(2) = 3,¢(3) =1
et ¢ = coc. Les relations ci-dessus peuvent se résumer en écrivant

q)(va(l)v Vo (2)5 UO’(S)) = 6(0’)@(1}1, V2, U3)

pour tout vecteurs vi,ve,v3 € F

Proposition 24 Une application trilinéaire
P:EXEXE—F
est alternée si et seulement si
D (Vo (1), Vo(2), Vo(3)) = €(0)P(v1,v2,v3)

pour tout vi,ve,v3 € E et pour tout o € X3, ot (o) désigne la signature de la permutation o.

Remarque : Formes antisymétriques. Soit ¢ une forme trilinéaire sur F, ou plus généralement une
forme multilinéaire
d:E" 5K
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sur F. Elle est appelée antisymétrique si

(p(vcr(l)vva(Z)7 T 7/Ucr(p)) = 6(0)(1)(7}17 V2, 7Up)

pour tout vy, -+ ,v, € E et pour tout o € X, le groupe symétrique de degré p. Nous avons donc montré que
toute forme bilinéaire ou trilinéaire alternée est antisymétrique et réciproquement. Il n’y a pas lieu, & priori
de distinguer ces deux notions, mais ces deux notions ne sont plus équivalentes lorsque la caractériqtique
du corps de base est égale & 2. Donc nous conserverons les deux définitions.

Proposition 25 Soit ® une forme trilinéaire sur E. Alors la forme trilinéaire ®, définie par

(I)a(vly V2, U3) = Z E(U)(I)(UU(I)’ Vs (2)> UU(S))
oEX3

est ontisymétrique.

Démonstration. Ceci se voit immeédiatement.

EXERCICE 10 Une forme p-linéaire est dite symétrique si

(I)(UU(I)v Vo(2)) """ 7U0'(p)) = @(Ul, V2, 7Up)

pour tout vi,---,v, € E et pour tout o € X,. Montrer que toute forme
bilinéaire est la somme d’une forme bilinéaire symétrique et d’une forme
bilinéaire antisymétrique.

En est-il de méme pour les formes trilinéaires ?

EXERCICE 11 Soit ¢ une forme bilinéaire sur E et soit f € E*.
1. Montrer que la forme f A ¢ donnée par

(f AN @)(v1,v2,v3) = f(v1)p(v2,v3) + f(v2)p(v3,v1) + f(v3)P(v1,2)

est trilinéaire alternée.

2. On définit de méme ¢ A f par

(@ A f)(v1,v2,03) = (v1,v2) f(v3) + d(v2,v3) f(v1) + d(v3,v1) f(v2).

Montrer que

FAG=DA S
Considérons une base B = {ey, - ,e,} de E. Soient
U1 = xiem V2 = yi€i7 V3 = 2i€i

trois vecteurs quelconques de E écrits avec la convention d’Einstein. Soit ¢ une forme trilinéaire alternée
sur £. On a
®(vy,v2,v3) = 2y 2F D (e, ej,er).
Posons
cijk = (I>(ei, ej, ek).
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Comme @ est alternée, on a

Cijk = —Cjik = —Ckji = —Cikj = Cjki = Ckij-
Ainsi
P _ (i gk odoik ok Goi ik G g ki ok ig
(v1,v2,v3) = Cijk (T 2" — 2yt et — a2t =ty )yt Yy,
1<i<j<k<n

EXERCICE 12 Montrer que toute forme trilinéaire alternée sur un espace
vectoriel de dimension 2 est nulle.

Application : cas ot £ = K3 Soit ® : K? x K? x K> — K une forme trilinéaire sur K3. Si v; = z'e;, vo =
yle;, vz = z'e; sont des vecteurs de K3, alors

D (vy,v9,v3) = (:U1y223 — a2yt — a3yt — a3 2%yt 4+ x3y122)<1>(61, €9, €e3).

Considérons la forme trilinéaire alternée D3 définie par
Dg(el, €9, 63) = 1.

On en déduit

Ds(v1,va,v3) = (x1y223 . $2y123 . :c3y2z1 . x1y3z2 +x2y3zl +$3y122)
et par conséquent
P = @(61,62,63)D3.

L’expression

1,23

Ds(vy,v9,v3) = (" y“z° — x2y123

1 1}1y322 +x2y321 +x3y122)

— 23y?2
est le déterminant des vecteurs (v1,ve,v3) par rapport a la base canonique {e1, e, es}.
EXERCICE 13

1. Déterminer la dimension de ’espace vectoriel des formes trilinéaires
alternées sur K3. Décrire une base.

2. Déterminer la dimension de l'espace vectoriel des formes trilinéaires
alternées sur K*. Décrire une base.

5.2.3 Applications multilinéaires alternées

Soient E et I’ des K espaces vectoriels.

Définition 34 Une application p-linéaire
d:EP - F

est dite alternée, si ®(vq, v, -+ ,vp) =0 dés que deux vecteurs parmi les vy, ve,--- , v, sont égauz.

Soit ¥, le groupe symeétrique de degré p, c’est-a-dire que le groupe des permutations de (1,2,---,p). Une
application p-linéaire ® est dite antisymeérique si elle vérifie

(I)(/Ucr(l)a Vo (2)y """ 7va'(p)) = 6(0’)@(1}1, V2, 7vp)
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pour tout v, v, -+ ,v, € E et pour tout o € ¥, oil €(0) désigne la signature de la permutation o.

Proposition 26 Une application p-linéaire
d:.EP - F

est dite alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

Démonstration. Supposons que ® soit antisymétrique. Considérons une famille de vecteurs {vy,--- ,v,} tels
qu’il existe deux indices 7 et j pour lesquels v; = v;. Considérons la transposition o = 7;; permutant les
deux indices ¢ et j. Alors

Mais

et comme v; = v,
q)(’Ul,"‘ y Uiyttt avj7"' 7Up):_q)(vla"' y Uiyttt avj7"' 7Up):0

et ® est alternée. Réciproquement, supposons que la forme ¢ soit alternée. Pour montrer que ® est antisy-
métrique, il suffit de montrer I'identité

(p(vcr(l)vva(Z)7 T 7/Ucr(p)) = 6(0)(1)(7}17 V2, 7Up)
pour toutes les transpositions. Considérons donc la transposition 7;;. Comme
¢(’U17”' 7/U’L'+’Uj”' 7vi+vj7... aUp) :O

on en déduit

(I)(vl,"' 7vi"' 7'Uj7... 7vp)+(I)(Ul’... 7rUj... 7vi’... 7rUp)

et par conséquent
@(’Ula"' ﬂvj“. 71}1»’... 7Up) :_Q(UI’... 7Ui"' 7ij’... 7vp>:€<7—ij)¢(vla"' 7”1“‘ ,ij’... ,fup)'

La forme est donc antisymétrique.

Proposition 27 Soit ® une application p-linéaire sue ’espace vectoriel E. Alors la forme p-linéaire ®,
définie par :
(I)a(vla T aUp) = Z E(U)(I)(Ua(l)v T 7Ua(p))

o€Y,

ot X, désigne le groupe symélrique de degré p. est antisymétrique.

Démonstration. La démonstration est immédiate.
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EXERCICE 14 On consideére le groupe symétrique X,. Soient m et n deux
entiers tels que m + n = p. On appelle (m, n)-shuffle, une permutation o de
Y, telle que

o(l)<o(2)<---<o(m)

et
om+1)<o(m+2) <---<o(m+n).

On note par Sh(m,n) le sous-ensemble de ¥, constitué des (m,n)-shuffles.
Soit ® une application p-linéaire sur E. Que peut-on dire de l'application
p-linéaire ®,,,, définie par :

Dy (V1,0 ,0p) = Z €()P(Vo(1), 5 Vo(p))-
c€Sh(m,n)

EXERCICE 15 Montrer que toute application p-linéaire altérnée sur une
espace de dimension n > p est nulle.

Application : formes p-linéaires alternées sur KP.

Soit ® : KP — K un forme p-linéaire alternée. Considérons p vecteurs de K? vy, --- , v, et soit
v; = xle;j

leur décomposition dans la base canonique. Alors

O(v1,---,vp) = :E’fx? e :z:;,pq)(eil,eiw e ,eip)
Comme @ est alternée si ®(e;,, e, ,€;,) 7 0 il existe une permutation o qui a (o(1),0(2),--- ,0(p)) =
(41,142, ,ip) ainsi

O(v1,---,vp) = xlfxgz . ~:l:;)’"1>(eg(1), €x(2)s" " > Ca(p))

mais

D(eq(1), €o(2)s " s Ca(p) = €(0)P(e1, €2, , €p)
donc o 4

vy, ,vp) = e(o)z]x - xf Pler, ea, -, ep).

Il existe une unique forme p-linéaire alternée sur K? telle que Dp(e1, ez, -+ ,ep) = 1. On en déduit que pour

toute forme p-linéaire alternée ® on a :
O = D(eg, ez, -+ ,ep)Dy.

Ceci montre en particulier que ’espace des formes p-linéaires alternées sur KP est un espace vectoriel de

dimension 1. La forme D), est appelée le déterminant de p vecteurs relatifs & la base canonique {e1,--- ,e,}.
Il vérifie : A
D(U17U2;"' >Up) :6(0-)1;2111»7‘22...33;7"

EXERCICE 16 Donner 'expression analytique de Dy et vérifier la for-
mule classique donnant le déterminant d’ordre 4 en fonction de déterminants
d’ordre 3 en développant suivant une ligne (ou une colonne) par la méthode
des cofacteurs.
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5.3 Formes multilinéaires sur E? x (E*)? et tenseurs

5.3.1 Formes multilinéaires sur E? x (E*)?

On s’intéresse dans ce paragraphe aux formes n linéaires sur EP x (E*)? avec n = p + ¢, ou E est
un K espace vectoriel de dimension finie m. On va noter par L] (E) I'espace vectoriel initialement noté
L(EP, (E*)?;K) dont les éléments sont ces applications. Supposons ici que F est de dimension m, alors
dim E* = m et

dim LI(E) = m"™.

On va appeler une telle forme linéaire un tenseur p-fois contravariant et ¢-fois covariant ou plus simplement
un tenseur de type (p,q). Cette dénomination est ici un abus de language qui se justifiera a posteriori dans
les chapitres suivants ou la notion de tenseurs sera introduite de maniére axiomatique aprés avoir défini la
notion de produit tensoriel entre espaces vectoriels et d’applications linaires sur ces espaces vectoriels.

Exemples.
1. Toute forme p-linéaire sur E est un tenseur de type (p,0).

2. Un éléement du bidual (E*)* est un tenseur de type (0, 1). Mais comme nous supposons E de dimension
finie les espaces E et (E*)* sont canoniquement isomorphes ainsi chaque vecteur v € E s’identifie a
un tenseur de type (0,1), c’est-a-dire & une forme linéaire sur E* a savoir la forme linéaire

feE = fv)eK.

3. Tout produit scalaire sur E est un tenseur de type (2,0).

5.3.2 Ecriture dans une base d’un tenseur de type (p,q)

Soit {e1,- -+, em} une base de E et soit {el,---,e™} sa base duale. Si ® € L] (E) est un tenseur de type
(p,q), il est entierement déterminé par la suite des constantes

. ) i1 i\ _ ~J132,50q
(I)(ezl’ ©t s Cips e’ T ejq) - Ci17i27'~-ip
avec i1, -+ ,ip € {1,---,m} et ji,---,jq € {1,--- ,m}. Les constantes 055’322’,:;5[1 sont appelées constantes
de structures de ® relatives a la base {e1, - ,em}.
Considérons un changement de base
[
ej - Oé] ek

sie® = ﬁgek est le changement de base duale, rappelons que 'on a
Q _t P*l

ot P est la matrice P = (a?) et Q = (5]’“) Les constantes de structures

J1.J2, 5 dq Y ) R &
Di1,ig,-~~ip - ®(61'17 76ip7e I 76 )
de ® relative a la base €], --- , el sont données par

Jud2ysda kv kp it pda okikes kp
1,02, 50p iy aip ﬁh 5l 011712,"',lq
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pour tous i1, ,ip € {1,--- ,m} et ji,--- ,jg € {1,--- ,m}.

Exemple. Considérons ’application
d:Ex E*—K

donnée par
®(v, f) = f(v)

pour tout v € E et f € E*. Cette application est bilinéaire. Sa matrice dans une base {ej,--- ,ey} de E et
sa base duale est la matrice identité. L’application bilinéaire ® considérée comme un tenseur de type (1, 1)
a pour constantes de structures relative a la base {e1, - e}

Cij = @(ei,ej) = ej(ei) = 5{
le symbole de Kronecker. Considérons une autre base {e},--- ,e/,} de E, on a

D] = @(cf,e) = affIC} = alp] = o7,

EXERCICE 17 On considére dans R? le produit vectoriel.

1. Montrer que 'application bilinéaire sur R3 p : R3 x R? — R? donnée
par p(u,v) = u A v définit de maniére naturelle un tenseur sur R3 de

type (2,1).
2. Considérer les constantes de structures dans la base canonique

EXERCICE 18 Considérons 1’application
d:E*x (F")? - K

donnée par

D(v1,v2, f1, f2) = fi(v1) fa(v2)

pour tout vi,ve € E et f1, fo € E* est 4-linéaire. Calculer les constantes de
structures.

5.3.3 Produit tensoriel de tenseurs

Considérons un tenseur ®; sur F de type (p1,q1) et un tenseur &y sur E de type (p2,q2).

Définition 35 On appelle produit tensoriel de 1 par ®o que l'on note &1 Q@ Oo le tenseur sur E de type
(p1 +p2, 1 + q2) défini par

1 1 1
¢1®Q)2(v1,--- 7’Up1+p23f y T an1+q2) :q)l(vly"' 7Up1af y T 7fq1)(1)2(vp1+17"' 7Up27fQ1+ y T 7fQ2)'

Remarque. Notons que le produit tensoriel n’est pas commutatif. Prenons par exemple deux tenseurs ®;
et @y de type (1,0) c’est-a-dire deux formes linéaires sur E. Alors &1 ® @9 et Py ® @1 sont deux tenseurs
de type (2,0) donnés par

Q1 ® Po(v1,v2) = P1(v1)Pa(v2)

et
Dy ® P1(v1,v2) = Pa(v1) Py (v2)
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et ces deux expressions ne sont pas identiques.

Proposition 28 Le produit tensoriel de tenseur est associatif ¢’est-a-dire

(@1 ® P2) ® 03 = 01 ® (P2 ® P3)

Démonstration. La démonstration découle directement de la définition.

EXERCICE 19 On considére deux tenseurs ®1 et ®5 de type (1,1) dans R2.
On note par A; et As les matrices de &1 et ®4 relatives a la base canonique
{ei, e’} de R? x R?*. Ecrire en fonction de A; et Ay la matrice de ®; ® @9
relative & la base canonique de R* x R** identifi¢ 4 R? x R? x R?* x R?*.
EXERCICE 20 Soit F un K-espace vectoriel de dimension n. On considére
¢ une application p-linéaire de EP a valeurs dans E et 1 une application
g-linéaire de E? a valeurs dans E. On définit application ¢ oy 1) de EPTd~1
dans F par

o1 (v, Uprg—1) = P(W(v1, V), Vg1, 5 Vptg—1)-

1. Montrer que cette application est (p + ¢ — 1)-linéaire.

2. Déterminer le symétrisé et I'antisymétrisé de cette application.
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Chapitre 6

Structures d’algébres sur un espace vectoriel

6.1 Algébres

6.1.1 Définition

Rappelons que les espaces vecoriels considérés sont sur des corps commutatifs de caractéristique 0.

Définition 36 On appelle algébre sur le corps K tout couple (E, ) formé d’un K-espace vectoriel E et
d’une application bilinéaire p: E X E — E & valeur dans E.

Ecrivons tout simplement pu(v,w) = v - w. Alors la bilinéarité de p se traduit par :

v (wg +we) =v-wy +v-ws,
(V1 +v2) - w=w;-w+ve-w,
(av) - w =v - (aw) = a(v - w),
pour tous v, vy, vy, w,wi,wy € E et a € K. Ainsi pu(v,w) = v - w défini une loi de composition interne,
c’est-a-dire une multiplication, qui est distributive & gauche et a droite par rapport a ’addition.
Exemples.
1. Dans R? la forme bilinéaire :
plv,w) =vAw
ol v A w est le produit vectoriel de v par w. Ce produit muni I'espace vectoriel R3 d’une structure
d’algébre.

2. Considérons dans R? 'application biliéaire alternée définie par :

p(er, e2) = es,
p(ez,e3) =0,
M(ela 63) =0.

Cette strucutre d’algébre sur R? est appelé algébre de Heisenberg.

83
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3. Soit F un espace vectoriel et u ’application bilinéaire nulle :

p(v,w) =0

pour tous v,w € E. La structure d’algébre ainsi définie est appelée algebre abélienne.

6.1.2 Quelques exemples classiques
L’algébre des matrices M,,(K) sur le corps K

Cette algebre est constituée des matrices n x n a coefficients dans K. On sait que M, (K) est un espace
vectoriel de dimension n? sur K. Comme loi multiplicative, on prend la multiplication ordinaire

u(A, B) = AB

pour tous A, B € M, (K). Cette multiplication n’est pas commutative ce qui équivalent & dire que I'appli-
cation bilinéaire p n’est pas symétrique. Cette multiplication est associative

(AB)C = A(BC)

ce qui est équivalent &
1(pu(A, B),C) = p(A, u(B,C)).

Dans le chapitre précédent nous avons défini la notion de comp; opération. L’associativité de u est donc
équivalente a

fLO1 fi = f1 02 fi.
L’algébre des polynémes K[X]| & une indéterminée a coefficients dans K

Les éléments de K[X] sont les polynomes
n .
FX) =) aX’
i=0
avec a; € K, le degré n’étant pas fixé. L’ensemble K[X] est un espace vectoriel de dimension infinie, la
multiplication d’algébre estla multiplication ordinaire des polynémes
n(PL(X), P (X)) = Pi(X) Py (X).

Cette multiplication est commutative et associative.

L’algébre des quaternions

Considérons un espace vectoriel @ de dimension 4 sur R dont une base est donnée par les symboles
{1,4,7,k}. Tout vecteur de Q s’écrit donc

v =a1l + asi + agj + aqk

avec a; € R.
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On définit une multiplication sur Q en posant

1-1=1, lvi=i-1=4, 1-j=j-1=35 1-k=k-1=k,
ici=—1, i-j=—ji=k, i -k=—ki=—j,

jri=-1 j-k=—kj=i,

k-k=-1

Ainsi, si v1 = a1l + a2t + azj + ask et va = byl + bai + bzj + byk sont deux vecteurs de Q

M(Uh 1)2) = V1 Vg = (a1b1 — agbg — a3b3 — a4b4)1 + (a1b2+agb1 + a3b4 — a4bg)i
+(a1b3 + agbi — agbs + asb2)j + (a1bs + asby + azbz — azba)k

Cette algébre n’est pas commutative mais associative.
EXERCICE 1 Soit f = a1 (2!)?+a120' 2% +ass(2?)? une forme quadratique
sur R2. Considérons un espace vectoriel dont une base est formée des mots
1,e1,e9,e1e2. On considére la multiplication définie par

l-e;=e;,pouri=1,2; 1-ejex =ejeo,
€1 €2 = €1€2,
ete;-e; +ej-e; = 2(1”'1.

Cette algebre est appelée l'algebre de Clifford de f et notée CI(2, f).
— Déterminer Cl(2, f) pour f = (z1)? + (z2)2.
— Déterminer Cl(2, f) pour f = (z1)? — (2%)2.

— Déterminer CI(2, f) pour f = z'a?.

6.1.3 Sous-algébres - homomorphismes - Isomorphismes

Soit A = (E, p) une K-algébre. On appelle sous-algébre de A un sous-espace vectoriel F' de E tel que up,
la restriction de p & F, vérifie
pur(v,w) € F pour tous v,w € F.

Dans ce cas Ap = (F, up) est aussi une K-algebre.

Un idéal a gauche de A est une sous-algébre I = (F, up) vérifiant
plv,wye IVoe Il et w € E.

On définit de maniére analogue la notion d’idéal a droite. Un idéal bilatére est une sous-algébr qui est a la
fois un idéal & droite et & gauche. Si la multiplication u est commutative, ces trois notions coincident.

Proposition 29 Si I = (F,ur) est un idéal bilatére de A = (E, ) alors l’espace vectoriel quotient E/F
est muni d’une structure d’algébre telle que la surjection linéaire canonique m: E — E/F wvérifie

71'(/1,(’[), 'U))) - :U'E/F(W(U)v 7T(w))'

Démonstration. Soit v,w € E/F ou v est la classe d’équivalence du vecteur v :

v={v+u,Vue F}
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Soient v1 € U et wy € w. Alors il existe u1,us € F tels que v1 = v + uq et w1 = w + ug. On a alors
p(vr,wr) = p(v+ ur, w + ug) = p(v, w) + us
avec ug = pu(v1, u2) + p(ur, w) + p(ui, ug) € F car I est un idéal bilatére. On en déduit
m(p(v1, w2)) = m(p(v, w)).

La multiplication dans E/F est alors définie par pg/p(0,w) = 7(u(v,w)).

Définition 37 Soient Ay = (E1,p1) et Ay = (Ea, p2) deuz K-algébres. Une application linéaire f : By —
Ey est appellée un morphisme d’algébres si

flpr(v,w)) = p2(f (), f(w))

pour tous v,w € E1. On écrira alors f : A1 — As.

Ainsi, dans la proposition précédente, la structure d’algébre sur I'espace quotient E/F est telle que la
projection linéaire canonique 7 : E — FE/F soit un morphisme d’algébre.

Si le morphisme d’algébres f : A7 — Ao est un isomorphisme linéaire, on dira que c’est un isomorphisme
d’algébres.
Deux algébres A; et As sont dites isomorphes s’il existe un isomorphisme d’algébres f : A1 — As.

Un isomorphisme f : A7 — A; de A; dans elle-méme est appelé un automorphisme de A;.

Proposition 30 Soit A une K-algébre. Alors l'ensemble des automorphismes de A, noté Aut(A) est un
groupe pour la composition.

EXERCICE 2
— Démontrer que Aut(A) est un groupe.
— Calculer Aut(A) lorsque A est I'algébre de dimension 2 sur R définie par

{ pler,er) = plez, e2) =0
M(€17€2) = M(€2, 61) =e€1

oil {e1, e2} est une base de R2.

6.2 Algébres de dimension finie

6.2.1 Constantes de structures

Soit A = (FE, 1) une K-algébre de dimension finie, ce qui signifie que I’espace vectoriel sous-jacent E est
de dimension finie. Soit {ej, - ,e,} une base de ’espace vectoriel E. Posons

k

p(ei, ej) = Zekz~

ij
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Les scalaires ij pour 1 < i,5 < netk=1,---,n sont appelés les constantes de structure de la mul-
tiplication de A ou plus simplement de A relatives a la base {e1,--- ,e,}. Considérons une nouvele base
{el,--- ,ep} et soit P = (a}) la matrice de passage définie par

Zlei.

ej:ozj

Considérons la famille de constantes de structure {Df]} relative a la base {¢/, -+, e/ }. Dans un écriture
conventionnée
( ) _ Dk !
HAEs, € ij €k

On a alors

pu(al

ou (Br) = P~'. Ainsi nous obtenons la formule de changement de base

S
e, ajes) = alas SCser = alat oA el

Dy; = alasCrBE

Exemple. Toute algébre A de dimension 2 dont la multiplication est antisymétrique est définie par sa
multiplication p dont les constantes de structure relatives a une base {e1, e} vérifient

pler,e1) = p(ez, ez) =0,
pier, e2) = —p(ez, e1) = Clyer + Cyeo.

Dans une nouvelle base {e], e5} avec
el = acy + beg,
e, = ce1 + dey

on aura (e}, e;) =0 pour i = 1,2 et

piel, eh) = plaer + bey, cey + dea) = (ad — be)u(er, e2) = (ad — be)(Claer + Ciyes).

Mais P~! = adl_bc < d —b ) d’ont
—c a

1€l e) = Cly(del — ceh) + Cio(—bel + aeh) = (Clyd — CHb)el + (—Clyc + aCly)eh

Dl \ d —b C
D3 )\ - a ci )
On peut toujours choisir 4,b,¢,d tels que ad — be # 0 et Diy, = 1, D3, = 0. Ainsi la multiplication de A

s’écrit dans la base {e], e,} correspondante

{ p(el,el)=0,i=1,2
p(el, e5) = —pley, eq) =€

Ainsi

6.2.2 Sur la classification des K-algébres sur K"

Soit A = (E, ) une algebre de dimension n. Soit f : E — K" un isomorphisme (non canonique) défini
par exemple en se donnant une base {€1,--- ,e,} de E, la base canonique de K" {e1,--- ,e,} et f(e;) = e;.
Définissons sur K” la multiplication

fi(v1,v9) = p(fH (1), fH(v2))
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avec vy, v2 € K". On détermine ainsi une algébre A = (K", 1) isomorphe & A = (E, 1). Comue nous nous
intéressons dans ce paragraphe a la classification & isomorphisme prés des K-algébres de dimension finie,
nous pouvons nous limiter & la classe des K-algébres dont 1’espace vectoriel sous-jacent est K”.

Deux K-algebres A1 = (K", u1) et Ay = (K™, u2) sont isomorphes ¢'il existe f € GL(n,K) tel que

pa(f(v), f(w)) = fpa(v,w)

pour tous v,w € K", GL(n,K) désignantle groupe des isomorphismes linéaires de K. Comme f est inver-
sible, on déduit

pi(v,w) = fua(f(v), f(w) (%)

Soit Bil(K™, K™) I’'espace vectorieldes applications bilinéaires ¢ : K x K" — K" sur K" & valeurs dans K".
La relation (x) s’interpréte comm une action du groupe GL(n,K) sur Bil(K", K") :

GL(n,K) x Bil(K",K") — Bil(K",K")

donnée par
(fim) = fxp
ott fxp(v,w) = ftu(f(v), f(w)) pour tous v,w € K",
Soit p € Bil(K™,K™). On note par O(u) son orbite sous I'action de GL(n,K) :

O(p) ={f»u/f € GL(n,K)}.

Proposition 31 Une K-algebre A1 = (K", u1) est isomorphe a A = (K™, ) si et seulement si pp €
O(n).

Démonstration. C’est une traduction directe de la notion d’isomorphisme.

Ainsi la classification & isomorphisme prés des K" est équivalente a la détermination de toutes les orbites
de Bil(K™ K™). Ce probléme est extrémement difficile on n’a pas de réponse générale.

EXERCICE 3 Soit Alt(K?,K?) I'espace des applications alternées sur K2
a valeurs dans K2.

1. Montrer que si u € Alt(K2?,K?) alors O(u) C Alt(K? K2).

2. Déterminer toutes les orbites.

EXERCICE 4 Soit Sym(K?,K?) I'espace des applications bilinéaires sy-
métriques de K? a valeurs dans K2.

1. Montrer que si u € Sym(K2, K?) alors O(u) C Sym(K?, K?).

2. On considére le sous-espace vectoriel F' de Sym(K2?,K?) dont les élé-
ments vérifient

p(p(vr, v2),v3) = p(vi, p(ve, vs))

pour tous vi,ve,v3 € K2. Déterminer toutes les orbites O(u) pour
pe F.
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6.2.3 Quelques classes remarquables d’algébres
1. Les algébres associatives

Une K-algeébre A = (F, ) est dite associative si la multiplication p vérifie

p(p(vr, v2),v3) = p(vr, p(ve, vs))

pour tous v, ve,vs3 € F. En terme de comp-; opération, ceci se traduit par

porpp— pog p=0.
Par exemple, ’algébre des matrices M,,(K) et I’algébre des polynomes sont des algébres associatives.

EXERCICE 5 Soit G un groupe fini multiplicatif G = {e = go, g1, - ,9p}
ol e est I’élément neutre de groupe. On considére le K-espace vectoriel, noté
K@, dont une base est {e, g1, -, gp}. On définit sur KG la multiplication
dont les images des vecteurs de base sont

1(9i- 95) = 9ig;
ol g;g; est le produit dans G.

1. Montrer que (KG, 11) est une algébre associative de dimension finie.

2. Soit G = Y3 le groupe symétrique de degré 3. Ecrire les constantes de
structures de (K3, p).

3. Soit I ={> ;9i;/ > a; =0} . Est-ce un ideal de (K33, p).

Soit (A = (FE,u) une algébre associative de dimension finie. Soit {e1,es, --e,} une base de E. Les
relations d’associativité

p(pleis ej)er) = u(ei, plej, ex))

impliquent que les constantes de structures ij relatives & cette base vérifient le systéme d’équations
! !
Z %’j%sk: = Z ’Yisﬂjk
l l

pour tous 4, j, k,s € {1,2,--- ,n}.

La classification & isomorphisme pres des algébres associatives réelles ou complexes n’est connue que pour
les petites dimensions. La raison est que ce probléme de classification est du point de vue calculatoire trés
difficile. Pour se faire une idée de ces difficultés, on pourra démontrer le résultat suivant :
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Proposition 32 Toute algébre associative réelle commutative A = (R?, 1) sur R? de dimension 2 est
1somorphe a l'une des algébres dont la multiplication est
1. p1 =0 (cas trivial)
pe(er,e1) = el
2. p2(ez,e2) = e
po(er, e2) = pa(ea, e1) = eo
9 psler,e1) = e
© | wms(er,e2) = pslez,e1) = eo
paler, er) = ez
4. Ha(ez,e2) = —eq
pa(er, e2) = pa(ez, e1) = ez
5. { M5(€2,€1) = €2
6. { ueler,e1) =e1
ot {e1,e2} est une base de R, les produits de vecteurs non écrits sont considérés comme nuls.

Il existe en dimension infinie une classe d’algebres associatives, dite libres, permettant de retrouver toutes
les algébres associatives par passage au quotient. Soit X un ensemble dénombrable non vide. On regarde
les éléments de X comme des lettres dans un alphabet. On forme des mots avec ces lettres. Ainsi un mot
de longueur n est un n-uple ordonné d’éléments de X. On désigne par X™ I’ensemble des mots de longueur
n et soit X* = J,~; X". Soit Ax l'espce vectoriel sur K de base X*. On définit sur Ax la multiplication
suivante que Ion définit sur les éléments de base :

(juxtaposition des mots). Il est clair que ce produit est associatif (et non commutatif). Si X est un ensemble
fini contenant r éléments alors Ax est appelé l'algébre libre associative sur K & r générateurs. Notons que
si Y est aussi un ensemble fini & n éléments alors Ax est isomorphe & Ay.

EXERCICE 6 Soit X = {a,b,c}.
1. Ecrire X1, X2, X3,
2. Combien d’éléments a X" 7

3. Soit Ax l’algébre libre sur X. Montrer que
Ax = ®A%

ot A’ est I'espace vectoriel engendré par les mots de longueur n et que
A - AT C AT
X " Ax X
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2. Les algébres de Lie

Définition 38 Une algébre A = (E, 1) sur K est appelée algébre de Lie si la multiplication p véifie les
deus condilions swivantes :

1. plv,w) = —p(w,v) pour tous v,w € K
2. p(p(vr,v2),v3) + p(p(ve, v3),v1) + p(p(vs, v1),v2) = 0 pour tous vi,ve,vs € E.

La condition 1 n’est autre que l'antisymétrie de p. L’identité concernant la condition 2 est appelée
I'identité de Jacobi. On note classiquement la multiplication p(v,w) par le crochet [v,w] appelé crochet de
Lie.

Exemples
1. Si p =0, algébre de Lie A = (E,0) est dite algébre de Lie abélienne sur E.

2. Soit M une variété différentielle. Sur I'espace vectoriel 7 (M) des champs de vecteurs differentiables
sur M, on définit le crochet de Lie [X, Y] comme étant le champ de vecteurs vérifiant

(X, V() = XY (f) - Y(X(F))

pour toute fonction f : R — R différentiable. En particulier si M = R" et si X = ZXZ-% et

Y => YQ% sont deux champs de vecteurs sur M, alors
;

XY= Y (XiaYi yiaXi> 9

1<i,j<n Ori Ozi ) Oz,

Muni de ce crochet T (M) est une algébre de Lie.

Proposition 33 Soit A = (E, u) une algébre associative. Alors lalgébre A, = (E, pr) ot la multipli-
cation py, est définie par
:U’L(U7w) = :U’(U7w) - ,u(w,v)

est une algébre de Lie, dite associée & l’algébre associative A.

Démonstration. 1l est clair que py, est antisymétrique. L’identité de Jacobi relative a uy se démontrera en
exercice.

EXERCICE 7 Montrer que si p est une multiplication associative, alors
son antisymétrisé py, vérifie 'identité de Jacobi.

Exemple Soit M,,(R) l'espace vectoriel des matrices carrées réelles. C’est une algébre associative pour le

produit
w(A, B) = AB.

Ainsi (M, (R), ur, ot (A, B) = [A, B] = AB — BA est une algebre de Lie. On la note en général gl(n,R).
11 serait toutefois faux de croire que toute algébre de Lie se déduit d’une algébre associative. On peut

néanmoins construire & partir d’une algébre de Lie g une algébre associative de dimension infinie, appelée
I’algébre enveloppante de g. Comme sa construction est facilitée par I'usage du produit tensoriel, nous y
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reviendrons lorsque cette notion aura été développée. A titre d’exemple, si £ = K et g = (K, p) est Ialgébre
de Lie abélienne de dimension 1, alors son algébre enveloppante U(g) est isomorphe a l'algébre associative
K[X] des polynémes & une indéterminée a coefficients dans K.

Soit g = (K", 1) une algebre de Lie de dimension n sur £ = K". Si {ej,--- ,e,} est une base de K" les
constantes de structures Ci’“j définies par p(e;, ej) = CF., vérifiant

1. Ch=-Ck, Vijk=1--,n

no il ! ! ;o
2. >, Ci;Ch + O Gl + €, Gy = 0 pour tous 4, j, k,s =1,-++ . n
Ici aussi, la classification & isomorphisme prés est un probléme ardu. Il n’est résolu que pour les dimensions
inférieures a 6. A titre d’exemple, on a les résultats suivants.

Proposition 34 Toute algébre de Lie compleze g = (C?, 1) de dimension 2 est isomorphe & l'une des
algebres dont la multiplication est donnée dans la base {e1, es}par

1. Ml(eivej) =0 pour tous 1,57 = 1,2
2. pa(er,e2) = e; = —pu(ea, e1)

Proposition 35 Toute algébre de Lie compleze g = (C3, 1) de dimension 3 est isomorphe a l'une des
algébres dont la multiplication est donnée dans la base {e1,ea,e3} par

1. pi(es, ej) =0 pour tous i,j =1,2,3

pa(er, ea) = —pa(ez, e1) = es,

2. pa(er,es) = —pa(es,er) =0
pa(e2, e3) = —pa(es, ez) = 0.
M3(€1,€2) = —M3(€2,€1) = €2,

3 ps(er,e3) = —ps(es, e1) = ex +e3,
ps(e2, e3) = —us(es, e2) = 0.
paler, ea) = —pa(ez, e1) = ea,

4 H4(61763> - _M4(€3761) =oae3 ac [_]-7 ]-]7
pa(ez, e3) = —pa(es, e2) = 0.
ps(er, e2) = —ps(e, e1) = 2ea,

5 ps(er,e3) = —ps(es, er) = —2es,
ps(e2, e3) = —pus(es, e2) = eq.

Comme dans le cas associatif, il existe une notion d’algébre de Lie libre sur K permettant de construire
par passage au quotient toutes les algébres de Lie sur K. Soit {a1,--- ,a,} un alphabet de r lettres et soit
A Talgébre associative libre & r générateurs construite sur X. On considére Ay, I'algébre de Lie associée a
l’algebre associative A. Soit L la sous-algébre de A engendrée par X. Alors L est ’algébre de Lie libre
sur X & r générateurs. Les éléments de L sont appelés les polynémes de Lie sur X. Un telpolynéme est dit
homogene si chacun de ses termes a la méme degré. Par exemple, si X = {a1,az} alors les polynomes

ai, az, [Gh (12] = aija — asay, [ah [ah az]] = ai1a1a2 — 2a1a2a1 + a2a1a1

sont homogenes.
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Si Ly, est le sous-espace vectoriel de A,, constitué des polynémes de Lie de degré n, alors
L=¢6&L,

et [Ln, L C Lptm)-

La dimension de composantes L,, est donnée par la formule de Witt

1
dimL, = — n/d
n=—> uldr
d/n

ou la somme est effectuée sur tous les diviseurs d de n et u(d) est la fonction de Mobius

1sid=1
p(d) =< (=1)F sid=p;---pg les p; tous distincts
0sid a des facteurs carrés

EXERCICE 8 Décrire ’algébre libre a 1 générateur.
EXERCICE 9 A quelle condition le crochet de Lie est-il associatif.

3. Algébres de Jordan

Définition 39 Une algébre A = (E, ) est dite de Jordan si la multiplication p vérifie

1 p(v,w) = p(w,v),
2. (v, w(w, p(v,v))) = p(p(v,w), p(v,v)) pour tous v,w € E.

Pour simplifier cette écriture, posons v - w = pu(v,w). Alors les conditions de Jordan s’écrivent

Vow=w-v

v (w-v?) = (v-w)-v?
La seconde condition peut s’interpréter comme une condition d’associativité mais ne portant uniquement
que sur les vecteurs v, w et v2. Une algébre de Jordan n’est donc pas en général associative.

Proposition 36 Soit A = (E, u) une K-algébre associative. Alors Ualgébre J = (E, py) définie sur E
par la multiplication py donné par

(o, w) = 5 (lo,0) + (e, )

est une K-algébre de Jordan.

Démonstration. La multiplication py, qui est le symétrisé de p est commutative. Posons pou simplifier
p(v,w) = vw et py(v,w) =v-w. Alors v-w = % (vw + wv). Alors

2

v-(w-v?) - (v-w)-v?= 2

[v - (wv? 4+ v?w) — (vw + wv) - v
[v(wv? + v2w) + (wv? + v2w)v — (vw + wo)v? — V2 (vw + W)
[v(wv?) + v(v?*w) + (wv?)v + (V2w)v

—(vw)v? + (wv)v? — V2 (vw) — V*(wv)]
[v(v?w) + (wo?)v + (Wv)v? — V2 (Vvw)]

s RO =

|
=
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3 2

(vvH)w = v3w = (vV¥v)w = v?(vw) et (wv?)v = wo?

mais v(v? ) = w(vv?) = (wv)v?. Ainsi v - (w - v?) —

(v-w)-v*=0.
Exemple. Considérons ’algébre associative M, (K) des matrices carrées d’ordre n sur K. C’est une algebre
associative pour le produit

w(A,B) = AB.

C’est aussi une algébre de Jordan muni du produit

1
1i(A, B) = S(AB + BA)

EXERCICE 9 Montrer que la relation v- (w-v?) — (v-w)-v? est équivalente
& sa polarisation

((v2 - v3) - va) - v1 + ((v3 - v1) - va) - va + ((v1-v2) - v4) - v3
= (v2-v3) - (va-v1)+ (v3-v1) - (va-v2) + (v1-v2) - (va-v3)

EXERCICE 10 Soit J = (E, ) une algebre de Jordan. On dit qu’un élé-
ment e € E est un idempotent de J s'il vérifie p(e, e) = e. Soit v € E et soit
R, ’'endomorphisme de F défini par

Ryw = p(w,v).

Montrer que R, vérifie
2R? — 3R? + R, = 0.

En déduire les valeurs propres Ag, A1, Ay de R.. Soit £ = Ay ® A1 & Ay la
décompostion de E en espaces caractéristiques de R,.. Calculer les produits
A; - Aj pour i, j € {0,1,2}.

Remarque. Comme pour les algébres de Lie, il existe des algébres de Jordan qui ne sont pas obtenues
comme des symétrisées d’algebres associatives.

6.2.4 Algébres non associatives

Lorsqu’on parle d’algébres non associatives on parle en général de classes d’algébres dont 1’associativité
n’est pas nécessairement vérifiée.

Le terme non associatif n’est 1a que pour préciser que la muliplication de ’algébre vérifie certaines relations
plus générale que la notion d’associativité (et pouvant inclure la relation d’associativité).

Quelques classes particuliérement d’algébres non associatives
1. Les algébres de Lie
2. Les algébres de Jordan

3. Les algébres G-associatives. Considérons le groupe symétrique X3 d’odre 3. Ses sous-groupes sont
Gl = {Id},GQ = {Id,Tu},G;g = {Id,Tlg},G4 == {Id,TQg},Gg, == {Id, C, CQ},GG = 23 ou Tij est la
transposition (ij) échangeant i et j, ¢ le cycle (123) d’ordre 3 et ¢ = (132). Soit y une multiplication
sur I'espace vectoriel £. On note par A, son associateur c’est-a-dire

Au(ala az, 03) = M(M(CLl,CLZ)a as) - M(ala M(CLZ? as))
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Définition 40 L’algébre A = (E, p) est dite G-associative si

Z A;L(aa(l)v g (2)s ao‘(3)) =0
oceG

ot G est un sous-groupe de Xs.

Notons que toutes ces algébres G-associatives sont Lie-admissibles

Définition 41 L’algébre A = (E, ) est dite Lie-admissible si pp(v,w) = p(v,w) — p(w,v) défini
un crochet de Lie.

4. Les algébres alternatives

Définition 42 L’algébre A = (E, 1) est dite alternative si A, vérifie

A,LL(Uv v, ’LU) = 07
Ay (w,v,v) =0.

5. Les algébres de Poisson

Dans ce cas la loi p vérifie :
3AM(:’U’ Y, Z) = ,u(,u(x, Z)vy) + M(/‘L(y7 Z)?‘T) - ,u(,u(y,:c), Z) - M(M(Z,I’),y) (61)

Si A = (E,u) est une algébre de Poisson alors

(1w, v) = p(v, u))

1
(o) =

est une loi d’algébre associative et

(1(u,v) = p(v, u))

DO | =

pr(u,v) =

est une loi d’algebre de Lie. Notons uewv = p4(u,v) le produit assocaitif et [u, v] = pr(u,v) le crochet
de Lie. On peut vérifier que les produits associatif et de Lie vérifie la régle de Leibniz :

[uev,w =uelv,w + [u,w] ev

pour tous u,v,w € FE.

On termine ici cette liste qui est loin d’étre exhaustive.

6.3 Algébres n-aires

La notion d’algebre n-aire généralise celle d’algeébre, la multiplication agissant ici sur n arguments.
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6.3.1 Définition

Soit E un K-espace vectoriel. Une structure de K-algébre n-aire sur F est donnée par une multiplication
n-aire c¢’est-a-dire une application n-linéaire

w:E" — E.

Comme pour le cas ordinaire des K-algébres sur E correspondant a n = 2 on notera par A = (E, u) I'algébre
n-aire définie par la multiplication p sur F.

Exemple. Soit M(n, m,K) 'espace vectoriel des matrices d’ordre n x m avec n # m. Alors application
trilinéaire

w: M(n,m, K)® = M(n,m,K)

donnée par
uw(A,B,C) = A'BC

avec A, B,C € M(n,m,K) et ou B désigne la transposée de la matrice B, définit sur M(n, m,K) une
structure d’algébre ternaire.

6.3.2 Quelques algébres ternaires classiques

1. L’algébre de Lie ternaire de Filippov ou de Nambu. Elle est définie par la multiplication
ternaire p : E% — F satisfaisant
(a) 1(vo(1), Vo(2) Vo)) = €(0)p(v1,v2,v3) pour tout o € X3, et ou £(o) est la signature de la
permutation o.
(b) p(p(vr, ve,v3), w1, wa) = p(p(v1, w1, we), v, v3)+pu(v1, p(ve, w1, wa), v3)+p(ve, v2, u(vs, w1, w2))
pour tous vy, v2,v3, w1, w2 € F.
La premiére identité signifie que p est anticommutative, la deuxiéme identité est souvent appelée
I'identité de Filippov-Jacobi.
EXERCICE 11. Soit E un espace vectoriel de dimension 4 et soit

{v1, v2,v3,v4} une base de E. Montrer que la multiplication anticommutative
ternaire sur £ donnée par

M(Ula V2, Ud) = —V4
p(vi, v2,v4) = v3
p(v1,v3,v4) = —va
p(v2, v3,v4) = V1

munit £ d’une structure d’algébre ternaire de Filippov.
EXERCICE 12. Soit £ = K[X3,---,X,,] Uespce vectoriel des polynomes
a n-indéterminées sur K. On considére le produit n-aire
:U‘(Ph"' 7Pn) :JQC<P17”’ 7Pn)
ou Jac(Py,- -, P,) est le déterminant de la matrice jacobienne des dérivées
partielles d’odre 1 de Py, --- , P,.
(a) Montrer que p est antisymétrique.

(b) Montrer que u vérifie I'identité de Filippov-Jacobi
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Le crochet de Nambu a relevé l'intérét d’étudier ces algébres pour généraliser certaines équations de la
mécanique. On considére espace vectoriel C*°(R3) des fonctions différentiables sur R3. On considére
dans C*®°(R?) le produit ternaire

ofi 9fi Ofr
o1 0T oxs

M(fl?f??f:g):Jac(f17f2’fn):d€t 27‘:{;? % g%

Ofs Ofs Ofs
ox1 O0xa o0xs

Ce produit muni C*°(R?) d’une structure d’algébre ternaire de Filipov.

2. Les 3-algebres de Lie, appelées aussi les sh-3 algébres de Lie Cette notion généralise la
précédente. Une algébre ternaire A = (F, u) est appelée une 3-algébre de Lie de Lie si le produit
ternaire vérifie

(a) p est antisymétrique.

(b) X ses, () n(1(va(1)s Vo(2) Vo (3)) Vo (4) Vo(5)) = 0 0lt X5 est le groupe syétrique de degré 5.

EXERCICE 13. On appelle Shuffle-(3, 2) le sous-ensemble noté Sh(3,2) de
Y5 constitué des permutations vérifiant

o(1) <o(2) <o(3)et o(4) < a(5).

Montrer qu'une multiplication ternaire antisymétrique défini un produit de
3-algébre de Lie si et seulement si

Z 5(0)/’6(“(1)0(1) y Vs(2)s UO’(3))UU(4)7 UO’(5)) =0
c€Sh(3,2)

pour tous vy, v, V3, V4,05 € F.

EXERCICE 14. Montrer qu'une algébre ternaire de Filippov est une 3-
algébre de Lie.

3. Les algébres partiellement et totallement associatives. Une algeébre ternaire A = (E, u) est
dite partiellement associative si la multiplication ternaire p vérifie

M(N(Ula V2, U3)7U47U5) + M(Ulvﬂ(U%US,M)a U5) + ,U(Ul, V2, M(Ui’n V4, U5)) =0

pour tout v, ve,v3,v4, v5 dans F.
L’algébre A est dite totallement associative si

M(M('Ul,’UQ,’Ug),U4, U5) = ﬂ(“h#(“%v& 2}4)7 U5) = M(Ulv V2, M(U?n Vg4, U5))

pour tout vy, ve, v3, vg, v dans E.

6.4 Coalgébres : version allégée

Une structure d’algébre sur un espace vectoriel est donnée par une application bilinéaire sur ’espace
vectoriel F et & valeurs dans E. Une structure de cogébre sera définie en quelque sorte d’'une maniére duale,
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mais ceci n’aura de sens que lorsque la notion de produit tensoriel sera présentée. Dans ce cas la donnée
d’une application bilinéaire sur E sera équivalente & la donnée d’une application linéaire sur le produit
tensoriel de E par E & valeurs dans E. On pourra alors dualiser cette application. Pour 'instant contentons
nous de définir la notion de coalgébre allégée par la donnée d’una application linéaire

A:FE—-FExE.

On peut donc écrire
A(v) = (A1(v), Az(v))
ou chacune des applications A; est un endomorphisme de E.

Au chapitre précédent, nous avons défini la notion de produit tensoriel d’applications multilinéaires.
Utilisons la pour présenter la notion de coassociativité. La coalgebre allégée A = (E, A) est dite coassociative
si

1. Ona (Id® A)o A= (A®Id)oA,

2. 1l existe une application linéaire € : £ — K telle que
€(A1(v))Az(v) = €(Az(v))Ar(v)

pour tout v € E.

La premiére condition est donc équivalente a
(A1(v), A 0 Ag(v), A3(v)) = (AT(v), Ag 0 A1(v), Ag(v))
pour tout v € E. Ainsi les endomorphismes Ay et Aqy vérifient

AQ :Alv
AZ = Ay,
A10A2:A20A1.

L’exemple le plus simple est donné en prenant A(v) = (v,v) et €(v) = 1. Supposons E de dimension
finie. Les applications A; et Ay sont simultanément diagonalisables car leurpolynéome minimal n’a que des
racines simples et ces endomorphismes commutent. Considérons une base commune de vecteurs propres
{e1,--,en}. On peut supposer, comme les valeurs propres sont 0 ou 1, que

A1(ei):ei, i=1,---,p, Al(ei):O, i=p=1,---,n.

Si nous supposons A; non nul, il existe bien un tel indice p, avec 1 < p < n. Posons As(e;) = \e; avec
Ai = 0ou 1. On a donc
{ A(el) = (ei,)\iei), 1= 1, Dy
A(el) = (0, /\iei), 1= p+ 1, e, M.

La forme linéaire € vérifie, pour i =1,--- ,p
e(Ai(ei))Aa(ei) = Aie(ei)ei = €(Aa(v))A1(v) = Aie(eq)e;
ce qui est toujours vrai, et pour i =p+1,--- ,n,
e(A1(ei))Az(ei) = 0= e(D2(v))A1(v) = Aie(ei)e

ce qui est aussi vérifié. On décrit ainsi toutes les coalgébres allégées coassociatives de dimension finie sur K.



Chapitre 7

Produit tensoriel de deux espaces vectoriels

7.1 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels

7.1.1 Définition du produit tensoriel £ Qk F'

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps commutatif K. On note KE*F' le K-espace vectoriel
dont une base est donnée par tous les couples (v,w) ot v € F et w € F. Ainsi

KEXF = {Zai(vi,wi), v, € B, w;, €F, a; € K} .

finie

Si le corps K est infini et si E ou F' est non nul, c’est un espace de dimension infinie qu’il ne faut pas
confondre avec I’espace produit E x F. Soit W le sous-espace de KF*!" engendré par les vecteurs

{ (av + bV, w) — a(v,w) — b(v', w)
(v, aw + bw') — a(v,w) — b(v,w’)

a,beK,v,v € E,w,w € F.

Définition 43 Le produit tensoriel E Qg F est l’espace vectoriel quotient

KEXF
FE XK F =

Soit
7:KEF 5 Eog F

99
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la projection canonique qui & un vecteur »_ a;(v;, w;) de KEXF fait correspondre sa classe d’équivalence

7
dans I'espace vectoriel quotient F ®g F. Comme 7 est une application linéaire, on a

7() " ai(vi,wi)) = Z a;m(vi, w;)

1

et 'espace vectoriel quotient E ®k F' est engendré par les classes (v ® w) avec (v,w) € E x F. On notera
v ®w la classe d’équivalence du couple (v, w). Ainsi

vRw=mr(v,w)={(v,w)+z, z€ W}

Ainsi tout vecteur de F ®g F s’écrit comme une somme finie

g a;V; Q w;

el
avec v; € B, w; € F et ou I est un ensemble fini d’indices.

Exemple. Considéronslecas ot F=F =K =R. Dans R® R, on a

1
-®2=1®1.
5 & &
1 1
En effet le vecteur 5(1, 2) — (5, 2)) est dans W. Donc
1 1 1 1 1
Comme le vecteur (1,2) —2(1,1) est dans W, on a
1 1 1
Ainsi 1
- ®2=1®1.
5 & &
Soit
ExF KEXF
T K" 5 EQg F = R

la projection linéaire canonique et soit i : E x F — KX Iinjection naturelle ensembliste (elle n’est pas
linéaire). La composée
t=tom:ExF - EQgF
est définie par
t(v,w) =vw.

Elle est appelée application canonique.

Théoréme 21 L’application canonique
t:ExF = EQgF

définie par
t(v,w) =vRw

est bilinéaire.
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Démonstration. Calculons t(av + bv',w). Par définition de ¢, on a

tlav + ', w) = (av + ') @ w = 7w(av + bv', w).

Mais
(av + bV, w) — a(v,w) — b(v',w) € W.
Ainsi
m(av + ', w) = 7((av + W', w) — (av + b, w) + a(v, w) + b(v', w)) = 7(a(v,w) + b(v', w)).
Ainsi
m(av + ', w) = an(v,w) + br (v, w)
et

(av+ b)) @w=av@w+b' @w.

On démontre de méme que
v® (aw+bw') =av @w +bv@w

et le théoréme s’en déduit. &

7.1.2 Propriété universelle du produit tensoriel

Pour simplifier I’écriture, nous noterons £ ® F' & la place de E ®g F si la précision du corps de base n’est
pas utile.

Les théorémes suivants sont la clef de ce chapitre. Ils montrent le caractére unique du produit tenso-
riel permettant de transposer les propriétés de bilinéarité dans la catégorie des espaces vectoriels et des
applications linéaires.

Théoréme 22 Pour tout espace vectoriel M sur K et toute application bilinéaire
p:ExXF—>M

il existe une unique application linéaire
fiEQF > M

telle que
p(v,w) = f(v@w)
pour tout v € E et w € F.

Nous traduisons cette propriété en disant que le diagramme suivant :

ExF—t'~FEoF

R

M
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est commutatif.
Démonstration. Montrons I'existence de f. Considérons I’application linéaire
g:KEXE 5 M

définie par
g ai(vi,w)) = aid(vi, wi).
Comme ¢ est bilinéaire on a

W C Ker(g).

En effet, comme ¢ est bilinéaire,

g((av + ', w) — a(v,w) — bV, w)) = ¢(av+ ', w) — ag(v,w) — bp(v', w).
0

De méme, on a
g((v,aw + bw') — a(v,w) — b(v,w’)) = 0.

Donc tous les générateurs de W sont dans Kerg et donc W est un sous espace vectoriel de Kerg. Le
théoréme de factorisation implique qu’il existe une application linéaire f tel que le diagramme suivant soit
commutatif :

KEXF *ﬂ'> E ® F

N

M
L’application linéaire f vérifie
flv®w) =g(v,w) = ¢(v,w).
On a donc démontré 'éxistence de f. L’unicité de f résulte directement de la formule

flv@w) = ¢(v,w)

et du fait que les vecteurs v ® w engendrent £ @ F. &

Théoréme 23 (Propriété universelle du produit tensoriel) Soit V un K-espace vectoriel et
t ExF =V

une application bilinéaire surjective. Supposons que pour toute application bilinéaire
¢p:ExXF—>M

on ait la factorisation

avec f' linéaire. Alors V' est isomorphe au produit tensoriel E® F.
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Démonstration. Prenons pour M, dans le Théoréme ??7 |, I'espace E ® F' et pour application bilinéaire ¢,
I’application t. On a le diagramme suivant :

ExF-Y vy

N

E®F

et donc f/('(v,w)) = v ® w. De méme, en prenant pour M ’espace vectoriel V', on récupére le diagramme
commutatif :
ExF-—'~E®F

R

V

et [P(v@w)="t(v,w). Dou f'(f"(v@w))=vwet [7(f'(t'(v,w)) =t'(v,w). Comme ' est surjective,
on en déduit que 7o f' = Idy. &

Conséquence. La détermination du produit tensoriel de deux espaces vectoriels peut donc se faire soit
en utilisant la définition, soit en utilisant la propriété universelle.

EXERCICE 1. Montrer que K ®k K est isomorphe & K.

EXERCICE 2. . Soit £ un K-espace vectoriel. Montrer que les espaces
vectoriels F @k I et F' ®x F sont isomorphes & FE.

EXERCICE 3. Montrer que R"®@grR™ est isomorphe a 1’espace des matrices
réelles d’ordre n x m.

Proposition 37 Soient E,F, et M des K-espaces vectoriels. Il existe un isomorphisme linéaire
V:LEQF,M)— L(E,F;M)

entre [’espace des applications linéaires de EQF a valeurs dans M et ['espace des applications bilinéaires

de E x F dans M.

Démonstration. Cet isomorphisme résulte du diagramme commutatif

ExF-'-EoF

RN

M
Considérons une application linéaire f € L(E ® F, M). Posons
() (v, w) = f(t(v, w))

pour tout (v,w) € E x F. L’application U(f) est bilinéaire et le diagramme précédent montre que ¥ est
surjective. Supposons ¥(f) = 0. Alors f(v ® w) = 0 pour tout (v,w) € E® F. Comme les vecteurs v @ w
engendrent £ ® F, on en déduit que f est 'application nulle. Ainsi ¥ est un isomorphisme. &
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7.1.3 Ecriture d’un vecteur de FQ F

Nous avons vu que les vecteurs v @ w de E® F, v € E,w € F, engendraient I'espace F ® F. Ainsi, tout
vecteur z € E ® F s’écrit :
z = Z v; & w;

el

avec I fini. Nous pouvons toutefois simplifier cette écriture.

Proposition 38 Soient v et w deuzr vecteurs non nuls de E et F respectivement. Alors v ® w # 0.

Démonstration. En effet, comme v et w sont non nuls, il existe des formes linéaires non nulles, f € E*,
g € F*, telles que

fw) #0, g(w) #0.
Soit ¢ : £ x F' — K la forme bilinéaire
p(v,w) = f(v)g(w).
D’aprés le Théoréme 77, il existe une unique application linéaire
h:Eeg F—K

telle que
h(v @ w) = ¢(v,w) = f(v)g(w).

Comme ¢(v,w) # 0, on en déduit h(v ® w) # 0 et le vecteur v ® w est non nul. &

Corollaire 6 Soient les vecteurs v € E et w € F. Alors l'équation
v@w=0

implique v =0 ou w = 0.

Proposition 39 Tout vecteur z # 0 de E Q@ F' s’écrit sous le forme

r
z = E v; & w;
i=1

ot les vecteurs {vy,--- ,v,} sont linéairement indépendants dans E et les vecteurs {wy, - ,w,} sont
linéairement indépendants dans F.

T

Démonstration. Choisissons une écriture de z, z = Z v; ®w;, ol 1 est minimal. Si r = 1,z = v®w. Comme
i=1

z # 0, d’aprés le Corollaire 7?7, on a v # 0 et w # 0 et donc ces vecteurs sont libres. Supposons r > 2. Si
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la famille {vq,--- ,v,} est liée, il existe une combinaison linéaire de ces vecteurs, que nous pouvons écrire
sans restreindre la généralité :
r—1
Vp = Z ;5.
i=1

Ainsi
r—1 r—1 r—1 r—1
2= 0@t 0@y =Y vi@wt+ Y v @w =Y v ® (w — awy).
i=1 i=1 i=1 i=1
et cette écriture contredit la minimalité de 7. Ainsi les vecteurs {v1, - ,v,} sont linéairement indépendants
dans E. Supposons a présent que la famille de vecteurs de F, {wq,--- ,w,} soit liée. Un raisonnement
analogue au précédent conduirait a une contradiction sur la minimalité de r. Ainsi la famille {wq,- - ,w,}
est libre dans F'. &
'
Remarque. Tout vecteur de la forme z = Zvi ® w;, ou les vecteurs {vy,---,v,} sont linéairement
i=1
indépendants ainsi que les vecteurs {wi, -+ ,w,}, est non nul. En effet, supposons
T
z = Z v; @ w; = 0.
i=1
Comme les vecteurs {vy,---,v,} et {wy, -+, w,} sont linéairement indépendants, il existe des formes li-
néaires {f1,---, fr} indépendantes sur E et des formes linéaires {g1,--- ,g,} indépendantes sur F telles

que f;(v;) = gj(w;) = 7. Considérons la forme bilinéaire
b ExF—K

telle que
blv,w) = 7 fi(v)gi(w).
i=1

D’apres le Théoréme 77, cette application se factorise en une application linéaire f: EF ® F — K vérifiant
T s
F2) =YY" filvy)gi(w;).
i=1 j=1
Ainsi
flz) =

Or z = 0 donc r = 0. La décomposition choisie du vecteur nul est donc impossible. On en déduit, en
utilisant les résultats de l'exercice 1, que

0=0Rw=v®0

sont les seules décompositions (réduites) de 0.

Proposition 40 Soit {wy,--- ,w,} une famille libre de vecteurs de F. Alors l’équation dans E ® F :

N
Zvi®wi =0
=1

avec vy, -,V € E est équivalente a v; =0,1=1,--- 1.
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Démonstration. Comme les vecteurs w; sont indépendants, il existe des formes linéaires {g1, - , g, } sur F
telles que A

gi(w;) = 67.
Soient f1,---, fr une famille de formes linéaires sur F. Considérons la forme bilinéaire ¢ sur £ x F' donnée
par

blo,w) = 3 fiw)gi(w),
i=1

avec (v,w) € E x F. D’aprés le heoréme 77, il existe une forme linéaire h : F ®@ F — K telle que
h(v® w) =¥ (v,w). On a alors

T

T
RO vi@w) =0="" fi(vi)g;(wi) = > fivi).
i=1 i i=1
Ainsi ) ;_; fi(vi) = 0 quelles que soient les formes linéaires f;. Considérons un indice 4 et choisissons f; = 0
pour tout ¢ # ig. On obtient f;,(vi,) = 0 quelle que soit la forme linéaire f;,. Ceci implique v;, = 0 pour
tout indice 7g. Ainsi v; = 0 pour tout i =1,--- ,r. &

7.2 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels de dimension finie

7.2.1 Dimension de EQ F

On suppose dans tout ce paragraphe que les espaces vectoriels F et F' sont de dimension finie.

Théoréme 24 5i E et F' sont des espaces de dimension finie, il en est de méme de E Q@ F et l'on a
dimE @ F = dimFE.dimF.

Si{e;}i=1,..n est une base de E et {fj}j=1,. m une base de F alors {e; ® fj}i=1,.n j=1,.,m est une base
de E® F.

Démonstration Soit M un K-espace vectoriel de dimension finie. D’aprés la Proposition ?7, l'espace vec-
toriel L(E, F; M) des applications bilinéaires de E x F dans M et 'espace vectoriel L(E ® F; M) des
applications linéaires de £ ® F' dans M sont isomorphes. Comme la dimension de L(E, F'; M) est égale a
dim E. dim F. dim M, on en déduit que dimL(E ® F; M) = dim E. dim F. dim M, d’ou

dimFE ® F =dimFE.dim F.

Considérons une base {e;}i—1,..n, de E et une base {f;}j=1,.m de F. Par définition du produit tensoriel
les vecteurs e; ® f; engendrent £ ® F', comme il y en a autant que la dimension de £ ® F', ils forment une
base de cet espace. &

-----

EXERCICE 4. Déterminer une base de R? @ R3.

EXERCICE 5. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n. Quelle
est la dimension de I’espace vectoriel E®@gr C? Montrer que E ®g C peut étre
muni d’une structure d’espace vectoriel complexe. Quelle est sa dimension ?
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7.2.2 Isomorphisme entre End(F) et E*® E

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Notons L£(E; F') I'espace vectoriel des appli-
cations linéaires de E dans F. Considérons I'application

Vv :E*x F — L(E;F)
définie ainsi : soit f € E*, v € F et w € F. Alors

P(fw)(v) = f(v)w.

Cette application est bilinéaire. D’aprés le Théoréme 77, Iapplication 1 se factorise en une application
linéaire

1 E*®@F — L(E;F)
définie par

U1 (f@w) = fv)w.
Soient {e, ..., e, } une base de E, {e!, ..., e"} sa base duale et {vy, ..., v, } une base de F. Alors ¢(e’,v;)(ex) =
8t v;. Ainsi 11 envoie la base {€' ® v;} de E* @ F dans la base {g;j, i = 1,...,n, j = 1,...,m} de L(E; F)
ol g;; est donnée par g;j(ex) = 6Fv;. Ainsi 11 est un isomorphisme. On a donc montré

Théoréme 25 Soient E et F' des espaces de dimension finie. Alors E* @ F est isomorphe o L(E; F).
En particulier
E*® E = End(E).

EXERCICE 6. Soit En identifiant £*® E & End(E), comment s’écrit dans
E* ® E l'application identique de End(E)? On considére la forme linéaire
tr : End(F) — K qui & un endomorphisme de FE fait correspondre sa trace.
Ecrire I’application linéaire correspondante tr : E* @ F — K.

7.3 Sous-espaces et espaces quotients

Dans ce paragraphe, on g’intéresse au comportement du produit tensoriel par rapport aux sous-espaces
vectoriels ou aus espaces vectoriels quotient.

7.3.1 Produit tensoriel de sous-espaces vectoriels

Soient Fp et F1 deux sous-espaces vectoriels respectivement de F et F. Les générateurs v ® y, v €
Ei,w+ ++ € 7 de B4 ® Fy sont dans £ ® F. On en déduit que F; ® F; est un sous-espace vectoriel de
E®F.

7.3.2 Produit tensoriel d’espaces vectoriels quotient

Considérons deux sous-espaces vectoriels £ C E et Fy C F respectivement de E et F. Les produits
tensoriels Fh ® F et E ® F; sont des sous-espaces vectoriels de F ® F.
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P iti 41 L toriel E & r t Fer ta h
roposition €S ESPACES VECLOTIELS — — € Sont tsomor €es.
P P Ey. Fi EQFOERFR P

Démonstration. Considérons 'application bilinéaire

E®F
EXF —
¥ FiIFPFERF
donnée par
(v, w) = (v ® w)
ou

E®F
EIQF®EQF

est la projection canonique. Il est clair que ¥ (v, w) = 0 pour toutes les paires (vi,w) € E1 x F et (v,wy) €
E x Fy. Ainsi ¢ induit une application bilinéaire

E F E®F

P —X— =
v Ey, I EQF0ERQR

T: EQF —

donnée par

7/}(U7 w) = ¢(U7 w)

s : L B F
ou U et w désigne les classes des vecteurs v et w dans les espaces quotient respectifs o et % D’apres le
1 1
Théoreme 77, il existe une application linéaire

FE F E®F
158 —=—
Ey, FF EQFOE®F

telle que

fw@w) =¢(©,w) =¢(v,w).

D’aprés sa définition, v est surjective. On en déduit que f est surjective. Pour montrer que f est bijective,
nous allons construire 'application inverse. Soit

E F
CEXF - —®—
o:ExES g on
donnée par
d(v,w) =1 W.

Comme elle est bilinéaire, il existe une application linéaire

E F
h:EQF = —® —
T EYRE
telle que h(v@w) = ¢(v, w). Comme ¢(v, w) = 0 pour toutes les paires (v, w) € E1 x F et (v,w) € Ex FY,
on en déduit que
Ei1® F® FE®F, C Kerh.

D’aprés le théoréme de factorisation, il existe une application linéaire

- EQF _)E@F
"EIQF®aEQFR Eq Fy
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telle que

FEE ) = h(v ® w) = d(v, w).

Comme on a

hfW@w) =¢(P(v,w)) = d(r(v@w)) =TRW
et

f(h(v@w) = (p(v,w)) = v@w
on en déduit que h est I’application réciproque de f et f est bijective. &

E F
Remarque. Considérons un vecteur de o ® I de la forme @ w. Si f(v®w) = 0, alors
1 1

YU, W) = Y(v,w) =7m(v@w) =0

etv@w e F1 @ F®F® Fi. Ainsi v @ w = 0. Mais ceci n’est pas suffisant pour conclure a 'injectivité de

E F X o X . .
f car A ® I ne posséde pas & priori un systéme de générateurs du type v ® w.
1 1

EXERCICE 7. Soient 4 et Ey deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer
qu’il existe un isomorphisme

E®EN F® Es
El E2 B E12®E2®E1®E12

ou Fi9 = E1 N Es.

7.3.3 Produit tensoriel de sommes directes

Proposition 42 Soient deuzx familles finies (E;)icr et (Fj)jcy de K-espaces vectoriels. Alors les espaces
vectoriels suivants sont tsomorphes

PE)2@PF)~ P (EoF).

iel jed (ij)EIXJ

Démonstration. Rappelons que les vecteurs d’'une somme directe externe @, ; E; d’espaces vectoriels sont
les suites finies (v;);es avec v; € E;. L’application

v (EPE)< (PR - P EeR)
iel jeJ (i,5)eIxJ
définie par
Y((vi)ier, (wj)jer) = (Vi @ Wi) i j)erxs
est bilinéaire et définit par factorisation une application linéaire

f@PE)ye @) - P EF)

i€l jeJ (i,§)elxJ

telle que
F((vi)ier ® (wj)jer) = (Vi @ W5 jyerxs-
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Cette application est surjective. Montrons qu’elle est injective. Si (v;)ier ® (wj);es est dans le noyau de f,
alors (v; ® wj) (i j)erxs = 0. Supposons que 'un des w; soit non nul. Alors v; = 0 pour tout 7 € I. Ainsi
(vi)ier ® (wj)jes = 0 et f est injective. L’application f définit I’isomorphisme cherché. &

EXERCICE 8. Soient F et F' deux K-espaces vectoriels, Fy et Fy deux
sous-espaces vectoriels de E et F) et Fy deux sous-espaces vectoriels de F.

1. Montrer que

(E1®F)Q(E2®F):(E1QE2)®F

2. Montrer que
(E1®F)Q(E®F1) = F| ® Fi.

3. Montrer que

(El &® Fl) N (E2 ®F2) = (E1 ﬁEQ) X (Fl N Fg)

7.4 Les produits tensoriels F ® F et F® FE

Etant donnés deux K-espaces vectoriels E et I, on peut construire les espaces produit tensoriel £ ® F
et FF® FE. Ils ne sont évidemment pas égaux. Toutefois, on a le résultat suivant :

Théoréme 26 Etant donnés deuz espaces vectoriels E et F' sur K, les espaces EQ F et F @ E. sont

1somorphes. L’application linéaire
T:EQF —-FQF

défini par
TV®W)=w®v

pour tout v € E et w € F' est un isomorphisme.

Démonstration. L’application
Y:EXF—>FQF

donnée par
$lo,w) =w @ v

est bilinéaire. Elle induit une application linéaire

T:FQF - FQF

vérifiant
T(v@w) =w .

Cette application admet une application inverse

¢ FRE—>E®F
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donnée par
P(wRv)=vRw.

Ainsi 7 est 'isomorphisme cherché. &

7.5 Produit tensoriel d’applications linéaires

7.5.1 Définition
Soient E1, Fs, F1 et Fy des K-espaces vectoriels. Considérons des applications linéaires

f1:E1—>F1
fQiEQ-)Fg.

L’application
i Ex Ey = F1® fa

définie par
Y(v1,v2) = fi(v1) @ fa(v2)
est bilinéaire. D’aprés le Théoréme 7?7, il existe une unique application linéaire g : F1 ® Fo — F] ® Fy
définie par
g(v1 ® v2) = (v, v2) = fi(v1) ® f(v2).

Définition 44 FElant données des applications linéaires
fi:E1— Fy et fo: Ey — Fo,

on appelle produit tensoriel de f1 et fo, que l'on note f1 @ fo, Uapplication linéaire
[1®fo: B1 @ By — Fy @ Fy

définie par (f1 ® fa)(v1 ® v2) = fi1(v1) ® fa(ve) pour tout v1 € Ey et vy € Es.

Remarque. Cette définition pose, & priori, un probléme par rapport & la définition d’un produit tensoriel
de deux vecteurs. Si (v,w) € E x F, nous avons posé

vRw=m(v,w)

la classe du couple (v,w) dans E® F. Si fi € L(E1, F1) et fo € L(Eq, Fy), suivant cette définition, f1 ® fo
est la classe du couple (f1, f2) dans 'espace L(FE1, F1) ® L(Fs, F»). La Définition ?7? présente plutot f1 ® fo
comme un élément de £(E; ® Ey, F1 ® Fy). Les propositions suivantes vont lever cette ambigiité.

Nous avons défini en début de paragraphe I'application linéaire

g E1®@E — IN®F
(v ®v2) = fi(v1) ® fa(va).
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Comme g est définie par les applications linéaires f1 et f2, nous allons la noter gy, ,. Soit
v ﬁ(El,Fl) X E(EQ,FQ) — ,C(El ® EQ,Fl & FQ)

I’application bilinéaire donnée par
U(f1, f2) = 9f1,fa-

D’aprés le Théoréme 77, il existe une application linéaire
h: L(Ey, F1) ® L(E2, Fo) — L(E) ® Ea, F1 ® Fh)

qui est défini par h(f1 ® f2) = g7, 1

Proposition 43 L’application linéaire
h: ﬁ(El,Fl) ® [,(EQ,FQ) — ﬁ(E1 QR FEo, F1 ® Fg)

est injective.

Démonstration. Soit U € L(E1, F1) ® L(FE2, F3) un vecteur de Kerh. Le vecteur U s’écrit comme une
combinaison linéaire finie de vecteurs générateurs du produit tensoriel :

p
U=> /el
=1

ot Il € L(Ey, F1) et I € L(E», F»). D’aprés la Proposition ?? | nous pouvons supposer que les applications
{i,--- 1} sont indépendantes dans L(E1, F1) et {I3,--- 12} indépendantes dans L(Eq, F). Alors
P P
MUY =S h(l @) =S g
i=1

i=1

Comme h(U) = 0, application linéaire Y 7_; g1 ;2 est nulle. Donc pour tout (v; ® v2) € By ® Ey

p
Zgz},zf(vl ®v2) = 0.
i=1

D’ou
P

Z Sl ) ® fi(v2) = 0.

i=1
Supposons U # 0. Considérons la famille de F} constituée des vecteurs
{l%(v1)7 e ,l;)(’l)l)}-

Nous pouvons supposer que v1 a été choisi tel que au moins 'un des vecteurs lil(vl) soit non nul. De la
famille {I}(v1)}ier nous pouvons extraire une famille libre maximale. Supposons que cette famille soit

{ti(v1), - (v}
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Alors I} (vy) = > i1 zl]( 1), i=r+1,---,p. Ainsi

il (01) @ B (v2) = 300 1 (01) @ F(v2) + 00,11 1 (01) @ 1 (v2)
=i i (0) @ F(v2) + Zizrﬂ(Z}" 1 il]( 1)) ® 17 (v2)
=i L (01) @ (F(v2) + X0,y aili(v2)).

Comme h(U) = 0, alors
p

Zl v1) @ (12(v9) + Z all?(vy)) = 0.
k=r+1
Mais la famille {I}(v1),--- ,I}(v1)} est libre. Donc, d’aprés la Proposition 7?7 on a pour i =1,--- 7 :
p .
F(vg) + Y ajli(va) =0
k=r+1

Ceci étant vrai pour tout vecteur vy € Fo, les applications linéaires suivantes sont nulles :
p .
P+ ) ajli=o0.
k=r+1

Mais nous avons supposé que les applications linéaires I1, - - - ,l; étaient indépendants. Nous avons donc une
contradiction et I’hypothése de départ U # 0 ne peut étre faite. Ainsi U = 0 et 'application h est injective.

Proposition 44 Si les espaces vectoriels E1, Eo, I, Fo sont de dimension finie, alors h est un isomor-
phisme.

Démonstration. En effet
h: ,C(El,Fl) ® [,(EQ,FQ) — E(El ®Q Fo, F1 ® FQ).

Or
dlm(ﬁ(El, Fl) X £(E2, Fg)) = dim E1 dim F1 dim EQ dim F2

et
dim [:(El & EQ, F1 & FQ) = dimE1 dimF1 dimEQ dimFg.

Les deux espaces ont méme diemsnion. Comme h est injective, elle est donc bijective.

Corollaire 7 Sous les hypothéses de la Proposition 77 | on peut identifier les espaces vectoriels L(Ey, F1)®
L(Ey, Fy) et L(E1 ® B9, F1 ® Fy). Dans ce cas, le produil tensoriel fi @ fo des applications linéaires défini
comme un vecteur de L(Ey ® Eq, F ® Fy) peut étre considéré comme un vecteur de L(E1, F1) ® L(Ea, Fy).

Dans ce cas 'abus de langage est justifié. Si en enléve I'hypothése de la dimension finie, 'application
injective h n’est pas en général surjective et L(FE1, F1) ® L(Es9, Fy) s'identifie & un sous-espace vectoriel de
L(E) ® Ey, F} ® Fy). Dans ce cas il faudra faire trés attention a cet abus.
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7.5.2 Quelques propriétés

Proposition 45 Soient les applications linéaires

ftBr—F; g Fr— Gy
f21E2—>F2; gg:Fg—)GQ

o E1, By, Fy, F5,G1,Gs sont des K-espaces vectoriels. Alors

(91 ®g2) 0 (f1® f2) = (910 f1) ® (920 f1) ® (g2 © fa).

Démonstration. Ceci découle directement de la définition du produit tensoriel d’applications linéaires. Soient
v1 € Eq et vg € Ey. Alors

(910 f1) @ (g20 f2)(v1 ®v2) = (g1 0 f1)(v1) ® (g2 © f2)(v2)
91(f1(v1)) ® g2(f2(v2))
= (91 ® 92)(f1(v1) ® fa(v2))
= (91 ® g2) © (f1 ® f2)(v1 ® v2)

Les deux applications linéaires (g1 o f1) ® (g2 © f2) et (g1 ® g2) o (f1 ® fa2) coincident sur des vecteurs
générateurs de F1 ® Es. Elles sont donc égales.

EXERCICE 9.

1. Soit ¢ : F — F une application linéaire. Montrer que ¢ est injective si
et seulement s’il existe une application linéaire ¢y : F' — FE telle que
p1 09 =1dg.

2. En déduire que si les applications linéaires f1 : F1 — Fi et fo: EFy — Iy
soient injectives alors f1 ® fo est aussi injective.

Proposition 46 Soient Eq, Es, F1, Fo des K-espaces vectoriels et soient f1 : By — F1 et fo: Es — Fp
des applications linéaires. On a alors

1. Im(f1 ® f2) = Imf; @ Imfy
2. Ker(f1 &® fg) = Kerf) ® Fy» + Fh ® Kerfy

Démonstration.

1. Soit v un vecteur de Im(f1 ® f2). Il existe un vecteur u € E ® F tel que

(f1® fo)(u) =
Oru= Zle v; @ w; avec v; € B et w; € Fy. Ainsi

p p

(h@fh)w) => (Ao h) (viow)=> fi(v) e f(w)

i=1 i=1
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et ce dernier vecteur appartient a Imf; ® Imfs. Réciproquement si v € Imf; ® Imfs, alors v se
décompose

S

v=" fi(v) ® folwi) = Y (1 @ fo) (v @wi) = (fr @ f2) (Y v @ w).
=1

i=1 =1
etv € Imf; ® fo.

. Soient 7 et 7y les projections canoniques

m B — El/Kerfl
T EQ — EQ/Keer

Les applications linéaires f1 et fs se factorisent

fi f1

Eq Iy Es Fy
ﬂ—ll ~ TFQ\L _
1 fo
Ey/Ker fi Es/Kerfo

et les applications linéaires f et fo vérifient

filmi(vr)) = fi(vr)
fa(m2(v2)) = fa(ve)

avec v] € F et vg € Fa, et sont injectives. D’apres ’exercice 77, on endéduit que

By Ey

— F1 @ F
Ker fy ® Kerfy 185

fl@fzi

est aussi une application linéaire injective.

Proposition 47 Soient E{, El des sous-espaces vectoriels respectivement des espaces Eq et FEa. Alors

Uapplication linéaire
E1 _ B E1 ® By

-
B °E EoE B ok
donnée par h : 71 (v1) ® ma(v2) = w3(v1 ® v2) o m : By — E1/EY, ma: By — Ey/El, w3 : By ® Ey —

___Ei®FE, o ‘ ‘ .
Ei®E+E oF; sont les projections canoniques, est un isomorphisme.

h

On en déduit donc de ce lemme que

. Ey @ Es R Ey ® Ey
"Kerf;  Kerfy = E;®Kerfo+ Kerf; ® Eo

donnée par h(m(v1) ® ma(v2)) = m3(v1 @ v2) est un isomorphisme. Considérons l'application linéaire

. Ey ® Ey
g+ F1 ® Kerfy + Kerf; ® Eo

défini par g(m3(vi ® v2)) = (f1 ® f2) o A~ (m3(v1 @ v2)). On a alors

g(m3(v1 @v2)) = (f1 @ f2) (W (h(mi(v1) @ ma(v2))
= f1® fa(mi(v1) @ ma(v2))
= f1(v1) ® fa(v2)
= (f1® f2)(v1 ®va.)

— F1 ® Fy
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Ainsi gomg = f1 ® fo. Mais g est injective, donc
Kerfi ® fo = Kermrg = E7 @ Ker fy + Ker f1 @ Es.
11 ne reste plus qu’a démontrer le lemme. On laisse ceci en exercice.

EXERCICE 10. Démontrer le lemme ?77.

7.5.3 Les espaces Ef ® F5 et (F) ® E»)*

Considérons le cas particulier F1 = Fy = K. Ainsi L(E1, F1) = E} et L(E», F3) = E3. La Proposition 77
s’énonce alors

Proposition 48 Soient Ey et Es deuzr K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors Uapplication linéaire
h:Ef@FE; — (B ® Ey)*

définie par h(f1, f2)(v1 @ v2) = fi1(v1) ® fa(ve) est un isomorphisme.

Supposons & présent que Fy = Ey = E. Alors si E est de dimension finie les espaces E*® E* et (E® E)*
sont isomorphes. Lorsque E est de dimension infinie nous savons qu’en général 'application h n’est pas
bijective, mais elle est toutefois injective et h(E* ® E*) est un sous-espace vectoriel de (F ® E)*.

Soit ¢ € (E ® E)* une forme linéaire sur £ ® F non nulle. Notons par E, le sous-espace vectoriel de
défini par
E,={veE /plv®w)=0, Vwe E}.

Supposons que ¢ appartienne & Imh = h(E* ® E*). 1l existe des formes linéaires f; et g; sur E telles que
p
o =h>_ i ®g)-
i=1
Si v est un vecteur vérifiant
cest-a-dire si v € NE_; Ker f; alors

plww)=h(Y)_ fi®wg) (vew) =) fi(v)®gw) =0

i=1 i=1
pour tout w € E. Ainsi v € E, ce qui montre que, dans ce cas,
Nt_Kerf; C E,.

On en déduit alors
dim — < p
E —_— .

Proposition 49 [l existe une forme linéaire ¢ sur E ® E n’appartenant pas a Imh.
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Considérons une base {e;};cr de E (I étant un ensemble d’indices infini). Soient v, w € E. Ils se désom-
posent de maniére unique
v=12e;, w=1y'e.

Soit 4 la forme linéaire sur £ ® E définie par
Po@w) =Y 'y,
cette somme est bien entendu finie. Pour cette forme, on a
Ey={veFE [/ Y(vaw)=0Vwe E} ={0},

ce qui implique dim E—i = 00. Or pour les formes ¢ de h(E* ® E*) on a dim E—i < 0o. Ainsi ¢ ¢ h(E* @ E*).

7.5.4 Cas de la dimension finie. Produit tensoriel de matrices
Supposons & présent que les espaces vectoriels 1, Fo, F1, F» soient de dimension finie. Posons
n1 = dim Eq, no = dim Es, p1 = dim Fy; po = dim F5.
Nous savons que dim Fq ® Ey = ning et dim F; ® Fo = pips. On en déduit que

dim £(Ey @ By, Fiy @ ) = (nin2)(p1p2)
dim L(EyFy) @ L(E2 ® Fy) = (n1p1)(n2pz).

Les deux espaces vectoriels L(E) @ Es, F1 ® Fy) et L(E1F1) @ L(E2 ® F3) sont donc de méme dimension.
On en déduit que 'application injective, définie dans la Proposition 7?7 est bijective. Il n’y a pas lieu de
distinguer f; ® fo comme application linéaire de E; ® Fo a valeurs dans Fy ® F» du produit tensoriel des
vecteurs f1 et fo, avec f1 € L(F1, F1) et fo € L(Eq, F3). Comme toutes les applications linéaires opérent
sur des espaces vectoriels de dimension finie, nous pouvons développer le calcul matriciel associé.

Soient {e1,--- ,en, } une basede £y, {e1,- -+ ,en, } une base de Ey, {e}, -+ , e, } unebase de I, {e},--- &}, J]
une base de Fy. Une base de E} ® Es est alors donnée par la famille B; = {e; ® 5j}i:1,... nij=1,-- np €t une
base de F; @ F» est donnée par la famille By = {¢] ®53- Yiz=1,- p1ij=1, po- Pour écrire la matrice de l'applica-
tion linéaire f1 ® fo il est nécessaire de choisir un ordre dans ’écriture des vecteurs de base. Rappelons qu’il
n’y a pas dans R? (ou dans Z2) des relations d’ordre homogéne par rapport aux deux coordonnées, ce qui
signifie qu’il n’y a pas d’ordre privilégié. Nous allons donc choisir un ordre, ’ordre lexicographique, que nous
adopterons pour tout calcul matriciel relatif & des produits tensoriels d’applications linéaires. Ordonnons
donc la base de E1 ® E5 sous forme lexicographique :

Bl:{61®61361®€2,"'61®€n2762®51a"'62®5n2)6n1 ®517"' y Eng ®5n2}

et ordonnons de méme la base By de F} ® F5 :

/
p2’

/ /

/ / / / / / / / / / /
62:{61®51,61®€2,"'€1®E €2®51,"'€2®5p2,€p1®€1,"’ ,€p1®€p2}.

!} soit

Soit Ay = (af)) la matrice de fy relative aux bases {e1,--- ,en,} et {e],--- , €,

p2

faleg) = bheh.

k=1
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On a alors
f1® falei®e;y) = fi(e) ® fale;)
= 2?:1 Zfil afbéeﬁc ® €.
Ainsi les composantes du vecteur fi @ fa(e; ® €;) dans la base ordonnée By est le vecteur :

1;1 12 1p2 271 212 P11l P13,p2
(aibj,aibj,"' 7aibj ,aibj,"' ,aibg} y Ay bj7 y bﬁ) )

On en déduit la matrice de f; ® fo relatives aux bases ordonnées By et By :

all alby o oalbl, bl abb) o bl
ST SR TN SN TN
Gl ) ol o abel albl o el
GUE G Gl @B QW - ad
B Ay o B, o alibh aliby - BB,
APV W Al e

Cette matrice peut s’écrire symboliquement

alB  aiB a}le
@3B a3B --- a3 B
a'B d'B - ah\B

Nous noterons cette matrice A ® B.

EXERCICE 11 Soit f; : R? = R? et f : R? — R3 les applications linéaires
suivantes

N(z,y) = (@ +y,22—y)

fo(x,y) = (x — y,x + 2y, 3x).
Soient A; et A les matrices de fi et fo relatives aux bases canoniques de R?
et R3. Calculer A; @ A,.

EXERCICE 12
On considére dans les bases By et By de B ® Ey et I ® Fy 'ordre lexico-
graphique inverse

(n17n2), (1, 1).

Ecrire la matrice de f1, fo relative aux bases By et By ainsi ordonnées.

Proposition 50 Le produit tensoriel A ® B des matrices A et B vérifient
1. ({A® B) ='A® 'B

2. (A® B)(C® D) =AC ® BD (on suppose que les produits sont bien définis).




7.5. PRODUIT TENSORIEL D’APPLICATIONS LINEAIRES 119

Démonstration.
aiB - a B al'’B - a*'B
1. SiA®B = : : : alors '(A® B) = : : : et donc
a'B -+ ah\B ap ‘B - ab} 'B

"A® B) ='"A® 'B.

2. Soient f1: By — Fy, f1: BEo — Fy, f3 : F1 — G, f1 : Fo» — G9 des applications linéaires correspon-
dant aux matrices Ay, As, A3, A4. Nous savons que

(f3@fa)o(f1® f2) = (fz0 f1) @ (fao f2)

On en déduit ’écriture matricielle

(A3 ® Ay) - (A1 ® Ag) = AzA; @ AyAs.

Corollaire 8 1. Si A et B sont des matrices inversibles, alors A ® B est inversible et
(A@B) ' =4t B!

2. Si A et B sont des matrices orthogonales, alors A ® B est aussi une matrice orthogonale.

Démonstration.

1. Supposons que les matrices A et B sont des matrices carrées d’ordre respectivement n et p et inver-
sibles. D’aprés la proposition précédente

(A®B)- (A '®@B ) =AA"'@BB ' =1,® 1, = I,.
De méme (A ® B™!) - (A® B) = I,,p. On en déduit (A® B)™' = A"l @ B~
2. Les matrices A et B étant orthogonales, elles vérifient ‘A = A= !B = B~!. Comme

(A B)='A®'Bet (A®B) '=A"1@ B!

on en déduit
{A9B)='A®'B=A"1@B'=(A4oB)™!

et A ® B est aussi orthogonale.

Proposition 51 Soient A et B des matrices carrées complexes d’ordre n et p respectivement. Soient
{A 1, A} les valeurs propres de A et {p1,--- ,pp} celles de B. Alors

1. les valeurs propres de A ® B sont les produits {\ipj},i=1,--- ,n,j=1,---,p, des valeurs propres
de Aet de B

2. les valeurs propres de A® I, + I, ® B sont les sommes {\; + p;}.

Démonstration.
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1. Comme toute matrice complexe peut se réduire sous forme triangulaire, il existe une matrice inversible

P d’ordre n et une matrice inversible ) d’ordre p telle que les matrices
A'=P'AP,B'=Q'BQ
soient des matrices triangulaires supérieures. Alors
A@B =P 'AP®Q 'BQ=(P'oQ ") - (AP®BQ)=(P'oQ Y- (A®B) - (P®Q)

et donc
A®B =P2Q) " (A®B)- (P®Q).

La matrice A’ ® B’ est donc semblable & A ® B. Mais

Ao el pr di - d},
U e U |
-t o !
0 0 0 0 pp
D’ou
M B’ c%B’ - C}zB/
A'® B = 0
: - czle/
0 0 A B’
Comme
)\ipl )\zd% s )\Zd;,lJ
\NB = 0 S
: Ndb !
0 e 0 A\ipp

la matrice A’ ® B’ est triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont les éléments

{Mp1 - MPpy - Aapls 5 Anpp)

de la diagonale.

On a également

A@l,+1,8 B = (P 'AP)®I,+ I, ® (Q~'BQ)
(P'AP) ® (Q7'L,Q) + (P~'I,P) ® (' BQ)
(PoQ)™) (A®L,+1,®B) - (P®Q),

et A’ ® I, + I, ® B est semblable & A® I, + I, ® B et ces matrices ont les mémes valeurs propres.
Mais
i, c%Ip cllp B0 - 0

AR, = 0
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MI,+ B I, - e,
et donc A’ ®@ I, + I, ® B' = 0
: . n—1
. ’ ' Cn IP
0 o0 ML+ B
Xi+pr o dy oo d)
Comme A\, + B' = 0 R , les valeurs propres de A’ ® I, + I, ® B’ sont les
: dgil
0 0 Aipp

sommes {\; + p;}.

Corollaire 9 Pour toutes matrices carrées A et B réelles ou complezes d’ordre respectif n et p, on a

det(A® B) = (detA)P(detB)".

Démonstration. Considérons, dans tous les cas A et B comme des matrices complexes. Soient {1, -, Ay}
les valeurs propres de A et {p1,---, pp} celles de B. On sait que

detA =X --- Ay, detB = p1---pp.
Les valeurs propres de A ® B étant les produits Ajp;, i=1,--- ,net j=1,---,p, on a alors

det(A® B) =TI, T0_ hipj = (T AP (T )"
= (detA)?P - (detB)".

EXERCICE 13 Soient A, B et C des matrices carrées d’ordre n. On se
propose de résoudre ’équation matricielle

AX - XB=C.

1. Montrer que £(K",K") est isomorphe & (K")* ® K”. En déduire que
toute équation du type
MXN =P

ol M, N, P sont des matrices carrrées d’ordre n est équivalent a
(N*@ M)X = P.
2. Montrer que I'équation AX — X B = C' est équivalente &
I®A-BeIl)X =C.

3. On suppose que les valeurs propres de A et B existent et que A et
B n’ont pas de valeurs propres communes. Résoudre alors I’équation
AX —XB=C.
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Chapitre 8

Produit tensoriel de plusieurs espaces
vectoriels

8.1 Le produit tensoriel £}, ® Fro ® --- ® E},

On suppose dans tout ce paragraphe que chaque FE;, ¢ = 1,--- |k, est un espace vectoriel sur K.
8.1.1 Définition

Soit V = KF1XxFEk J'egpace vectoriel sur K dont une base est donnée par tous les k-uples (v, va, -+, vg)
ol v; € F;. Un élément de V s’écrit donc sous la forme d’une somme finie

Z Qiyigervig, (Vigs " Vi)

finie

Considérons le sous espace W de V engendré par les vecteurs de la forme

/ /
(vla"' ,'Ul'fl,Ui+Ui,Ui+1,"' avk> - (Uly"' s Vi—1, V5, Vg1, ,Uk) - (vla"' 7vi717vi7vi+1a"' ,Uk)v
(1)17"' 7vi—17avi7vi+17”' 7”’6) _a(vlv"' s Vi—1, U3, Vi1, * ,Uk)
ot a € Ketv,v, € E; et ceci pour i =1,--- k.

Notons, que comme K est un corps infini et si I'un des espaces vectoriels E; n’est pas de dimension zéro,
alors V' est un espace vectoriel de dimension infinie.

Définition 45 Le produit tensoriel F1QEy®- - -Q Ey des K-espaces vectoriels E1,--- | By est le K-espace
vectoriel V/W.

123
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On notera v; ® - -+ ® v, la classe d’équivalence, dans V/W de (vy, -+ ,vg) c’est-a-dire si
7V =KExEe vy

est la projection linéaire canonique, alors
VR Qup =m(vy, -, Uk).

Comme la famille des (v1, - - -, vx) est une base de V, les vecteurs v; ®- - -®@vy, engendrent le produit tensoriel
V/IW =FE1 ® F3® -+ ® E. Ainsi tout vecteur de Fj ® Ey ® - -+ ® Fj, s’écrit comme une somme finie :

X = Z)‘il'"’ikvil X - Q) V-

finie

Un vecteur du type v1 ® - - - ® v sera dit factorisable.

EXERCICE 1 On dit qu’une fonction

f:E1><--~><Ek—>K

est & support fini si elle est nulle sur tous les éléments (vy,--- ,v;) € By X
-+« X E} sauf sur un nombre fini d’entre eux. On note M 1’ensemble de ces
fonctions.

1. Montrer que M est un K-espace vectoriel.

2. Montrer qu’une base consiste de toutes les fonctions

Sy

yUk

égale a 1 au point (vy,--- ,vx) et 0 ailleurs.
3. Montrer que M est isomorphe a V = KF1xxEk,

4. Montrer que si K est infini et si 'un des espaces E; est non nul, alor
M est de dimension infini.

8.1.2 Propriété caractéristique du produit tensoriel

Notons
t: i X+ XE,.—>FEIQF® - -®E;

I’application linéaire composée de 'injection linéaire de E; X --- X E} dans V et de la projection linéaire
canonique 7 : V' — V/W. Cette application vérifie

t(Ul,"' 7ka) :U1®®Uk
pour tout (vy,---,vx) € Fy X -+ X Ej. Il est clair que les vecteurs {v; ® --- ® v} lorsque (vq,- -, vk)

parcourent I’espace vectoriel produit (v, -+ ,vg), engendrent le produit vectoriel F4 ® Fy ® -+ ® Ej mais
sont en général liés.
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Proposition 52 L’application
t:F1 X xE, > QFE®- - ®F

définie par
t(Ul,"‘ a/Uk‘) IUl®"'®Uk;

est k-linéaire

Démonstration. On a, pour tout v;, v, € E; et a,b € K :
t(’Ul, L Vi—1,QU; + bvg, Vigly ey Uk) = 7T(1)1, S Vi—1,QU; + bv;, Vig1y ey ’Uk)
D’aprés la définition de W :
7(v1, . Vie1, av; + bVl Vi, o vg) = w(a(v, . v, . vg) 4 D(v1, L U, Ug))

= an(v1,., Vi, .., v) + br(v1, ., 0}, .., vk)

= at(vi,., v, .., v) + bt(vy, ., 0L, .., vg)

et donc
/ . /
t(v1, ., vi—1, av; + bu;, Vit1, .., v) = at(vy, ., v, .., V) + bt (v, ., U5, .., VE)

ce qui montre que t est k-linéaire. &

Théoréme 27 Pour tout espace vectoriel M sur K et toute application multilinéarre
¢p:E1 X+ X E, = M,

il existe une unique application linéaire
VvV E® - QFE, - M

telle que
6=1vot.

Ceci se traduit en disant que le diagramme suivant est commutatif

ElXXEk4t>E1®®Ek

\\?\\\\l¢

M

Démonstration. Considérons I'application linéaire

g:V—->M
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définie par g(vy, -+ ,vg) = ¢(v1, - - - ,v). Cette application linéaire est bien définie car on connait sa valeur
sur tous les vecteurs de base de V. Comme ¢ est multilinéaire, on voit facilement que

W C Ker(g).
Ainsi ¢ induit une application linéaire h sur 'espace quotient :

h:V/W — M
telle que h(v ® --- @ vg) = g(v1,--- ,vE). Dot le théoréme. &

EXERCICE 2 Notons L(FE1,--- , Ex; M) Pespace vectoriel des applications
multilinéaires de Ej x --- x E dans M et L(V; M) l'espace vectoriel des
applications linéaires de V dans M ou E;, M,V sont des K espaces vectoriels.
Montrer que I’on a l'identification

L(Ey, - Ex;M)=L(E,®---® Eg; M).

EXERCICE 3 Montrer que si v; = 0 alors v1 ® -+ ® vy = 0. Montrer
que si v1 ® -+ ® v, = 0 alors 'un des v; est nul. Pour montrer ce dernier
résultat on pourra supposer que tous les vecteurs v; € F; sont non nuls,
considérer des éléments f* € Ef vérifiant fj(v;) = 1 et utiliser I'application
¢ € L(E1,- -+, E; K) donnée par (v, -+ ,v) = fi(v) -+ fr(vk)-

8.1.3 Propriété universelle du produit tensoriel

Théoréme 28 Soit V un K-espace vectoriel et
' Eix--xE,—=V

une application k-linéaire surjective. Supposons que pour toute application k-linéaire
¢:FE X xEy—>M

on ait la factorisation

E1><~-><Ekt/*>V

x lf’

M

avec f' linéaire. Alors V' est isomorphe au produit tensoriel F1 ® - -+ @ Ej,.

Démonstration. Si M = F1®- - -QFEy et si ¢ est application k-linéaire ¢, alors on a le diagramme commutatif
suivant :

FEi x---x B v Vv

T b

E1®-- @ Ej
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et donc f'(¢'(v1, - ,vk)) = v1 ® -+ ® vg. De méme, en prenant pour M 'espace vectoriel V, on récupeére
le diagramme commutatif suivant :

Bix - xEy t>F® @B

\ |r

v
et f7(v1 @+ ®@vg) =t (vi, -+, vg). Dot

(o @)= - @uv

et
U (o, o).
D’ou
(@ @u)=0 u)) =t (v, - ,v).
D’ou

FUfrne - @u)=0e: - @uv).

Comme t’ est surjective, on en déduit que f7 o f/' = Idy. &

8.2 Cas de la dimension finie

Nous allons étudier dans ce paragraphe, le produit tensoriel d’espaces vectoriels sur K de dimension finie.

Théoréme 29 Si chacun des espaces vectoriels E; est de dimension finie, alors E1 ® -+ - ® Ej, est ausst
de dimension finie et 'on a :

Démonstration. Si 'un des espaces E; est réduit a {0}, alors , d’aprés 'exercice 3, le produit tensoriel
FEi ®---® Ej est nul. Le théoréme est dans ce cas démontré. Supposons donc que chacun des espaces F;
soit non nul. D’aprés 'identification

L(Ev, -, Eg; M) = L(Ey @ ® E; M)
qui est vraie pour tout espace vectoriel M, on déduit en particulier
L(Ey, -, B K) = L(E1® - @ E; K)

soit
E(E17... ,EkQK) — (El ®"'®Ek)*~

Nous avons vu au chapitre 2 que
dim(E(El, ce ,Ek; K) = dirn(El) ce dlm(Ek) dlm(K) = dim(El) cee dun(Ek)

Comme dim(E; ® - @ Eg)* = dim(E; @ - - - ® E}), on en déduit le résultat. &
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Proposition 53 Soit {vi, i, - ,vf”} une base de E; pour i = 1,--- k. Alorsla famille

k
1k

{v}1®v§2®...®v 13217777/37]:1,7]43}

est une base de F1 ® -+ ® Ey,.

Démonstration Il est clair que, d’aprés la multilinéarité de ’application ¢ définie dans la Proposition 77, la
famille {vil1 ® 02-22 ®---® vfk} engendre Iy ® - -- ® Ej. Comme la cardinalité de cette famille est égale a la
dimension du produit tensoriel, on en déduit le résultat. .

EXERCICE 4 Soit E un espace vectoriel de dimension finie au moins égale
a 4. Soit {e;} une base de E. Montrer que le vecteur de £ ® E égal & 1 ®
es + ez ® eq n’est pas factorisable.

EXERCICE 5 Soient X7, ---, Xj des ensembles finis. On note F'(X;) l'es-
pace vectoriel des applications sur X; a valeurs dans le corps K. Montrer
que

F(Xl X Xg X «-- XXk) :F(X1)®F(X2)®®F(Xk)

8.3 Les produits tensoriels £ ® Fy ® F3, E1(QF, ® F3) et (B1 ® Ey) ® Ej3

Nous avons défini en début de chapitre, le produit tensoriel de trois espaces vectoriels F1 ® Fo ® Fs.
Mais en utilisant la définition du produit tensoriel de deux espaces vectoriels, nous pouvons construire
aussi 'espace vectoriel 1 ® Fo et ensuite le produit tensoriel de cet espace par FEs3, c’est-d-dire I'espace
(E1 ® E2) ® E3. Nous pouvons également construire By ® (Fa ® E3). Le but de ce paragraphe est de montrer
qu’il existe des isomorphismes canoniques entre ces différents espaces vectoriels.

8.3.1 | I isomorphisme E1 X (E2 X Eg) = E1 X E2 X E3

Théoréme 30 Les espaces vectoriels Ey @ (Fy ® E3) et By @ Fy ® E3 sont canoniquement isomophes,
lisomorphisme étant donné par

f(vl X (122 (%9 Ug)) =01 @ V2 @ U3

pour tout vy € F1,v9 € Fo,v3 € Ej3.

Démonstration L’application
t:EgXEg—)EQ@Eg

définie par t(vg,v3) = vo ® vs est bilinéaire. Il s’en suit que 'application

t,2E1XE2XE3*>E1®(E2®E3)
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définie par t/(v1,v2,v3) = v1 ® (v2 ® v3) est trilinéaire. Cette application se factorise en une application
linéaire
g:E1®F,® E3 —>E1®(E2®E3)

définie par
g(vl Qv ® Ug) =11 & (7)2 ®’03).

Inversement, pour chaque vecteur v; € Ey, considérons ’application
Gv, : Ba x By = B ® Ey ® E3
définie par
oy (112,113) =11 ® V2 ® V3

pour tout ve € E3 et vs € E3. Cette application ¢,, est bilinéaire. Elle se factorise en une application
linéaire
fo i B2 ®@ E3 — E1 @ By ® B3

vérifiant

fUl (UQ o2y '1)3) = ¢'U1 (U27 'U3) =1 X V2 &® V3.
Considérons présent l’application
P By X (E2®E3) — F1 ® B, ® Ej
définie par
¢(U1aX) = fvl(X)

pour tout vy € Fy et X € Fo ® Fs. Elle est linéaire sur chaque argument, elle est donc bilinéaire. Elle se
factorise en une application linéaire

f B ®(E2® E3) - E1 ®@ Fy ® Es
vérifiant
fo1 ® X) =9Y(v1, X) = fo, (X).

En particulier, on a
f(vl &® (7)2 & 1)3)) = fv1 ('UQ X 1)3)) = V1 ® V2 ® V3.

On en déduit
foglvi ®@va®@u3) = f(v1 ® (V2 ®v3)) = V1 ® V2 ® 3.

Ainsi f o g coincide avec l'identité de F1 ® Ey ® F3 sur les vecteurs générateurs de Fq ® Fs ® F3. On a
donc f o g = Id. De méme

go f(v1 ® (va®w3)) = g(v1 ® V2 ®v3) = v R (Vy @ v3)

ce qui implique g o f = Id. Ainsi f est I'isomorphisme cherché. &
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8.3.2 L’ isomorphisme (El X Eg) X E3 = E1 X E2 X E3

De maniére identique, on montre

Théoréme 31 Les espaces vectoriels (B ®@ Fa) ® E3 et By @ Ey ® E3 sont canoniquement isomophes,
lisomorphisme étant donné par

h((v1 ® v2) @ v3) = V1 ® V2 R V3

pour tout vi € B1,v9 € Fo,v3 € Ej3.

Conséquences.

1. Les isomorphismes précédents permettent en fait d’éliminer les parenthéses et on écrira
(B1 ® E2) @ B3 = By @ (B, ® E3) = By ® By ® E3

car 'identification des isomorphismes f et h définis dans les théorésmes précédents, aux applications
identités, ne posent en général aucun probléme.

2. Cette identification se translate dans ’écriture du produit tensoriel des vecteurs. C’est ainsi que 'on
aura

'U1®('U2®1)3)Z('U1®1)2)®1)3=1)1®'U2®113.

La proposition précédente se généralise facilement : tous les produit (E; ® E2) ® (E3--- ® Ej) ou bien
avec n’importe quel arrangement des parenthéses sera identifié avec Fq ® Fo ® - -+ ® Ej, simplement en
omettant les parenthéses.

8.4 Les produits tensoriels £ @ --- ® Ej, et Eyq) @ -+ ® Ey

Soit X le groupe symétrique de degré k (le groupe des permutations de {1,--- ,k}).

Proposition 54 Pour chaque permutation o € Xy, Uapplication linéaire
fo i E1®@ @ B — Eyy ® - @ Egy

définie par
fo(r1 @ ®ep) =V,01) @ -+ @ Vg

pour tout v; € E;, i =1,---k, est un isomorphisme.

Démonstration. Considérons 'application
VYo 1 E1 X By X oo X By = Eg(1) @ -+ ® Eg )

donnée par
¢o’(vly U ,’Uk) = Ua'(l) K& Uo’(k)’
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Elle est k-linéaire. D’aprés le Théoréme 77, v se factorise en une application linéaire : il existe une application
linéaire
fo i E1® - Q@ Ep = E5(1) ® -+ Q Eyqp)

vérifiant
fo(1® - ®@vg) = Yo (v, V) = V(1) @ @ Vg(r)-

De méme, 'application
wg,l :Ea(l) X oo XEO'(l) —>E1®®Ek

étant k-linéaire, il existe une application linéaire
go—1 :Ea(l) X oo XEa(l) - F® - ®F
telle que
9o-1(Vo(1) ® - @ V() = V1 @ *++ ® V.
Les applications f, et g,-1 sont inverses I'une de 'autre, on en déduit que ce sont des isomorphismes.

EXERCICE 6 En définissant correctement la composition f, o f, pour
o,T € X, montrer que l'on a

foo fr= for.

Remarque. Contrairement au cas précédent, o I'identification des isomorphismes & 'identité se résumait
a supprimer les parenthéses, on prendra garde de ne pas écrire B ®@ -+ @ Ep = E;(1) @ - ® Ey). Cette
écriture peut amener & des confusions désastreuses si certains facteurs sont égaux.

8.5 Produit tensoriel d’applications multilinéaires

Dans le chapitre précédent nous avons défini le produit tensoriel de deux applications linéaires. Nous
allons généraliser en considérant le produit tensoriel d’un nombre quelconque d’applications linéaires ainsi
que le produit tensoriel d’applications bilinéaires ou multilinéaires.

8.5.1 Produit tensoriel d’applications linéaires

Considérons les applications linéaires
fi: By — F;

pour i =1,--- ,n ou F; et F; sont des K-espaces vectoriels. L’application
VvV X XE, > F1®---®F,
donnée par

P(v1, e, v0) = 91(v1) @ -+ @ pn(vn)

est n-linéaire. Par factorisation on en déduit qu’il existe une application linéaire notée f1 ®---Q® f,, et définie
par
@@ fu(v1 @ ®@wvy) = fr(ve) -+ fu(vn)
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Notons que cette application linéaire f; ® - - - ® f, est dans 'espace L(E1 ®--- Q@ E,; F1 @ --- ® F,) et non,
comme la notation pourrait le suggérer, dans le produit tensoriel L(E1; F1) ®---® L(Ey; Fy,). Mais comme
pour le cas n = 2 on montre qu’il existe une application linéaire injective :

i LB F) @ @L(Ey Fy) > LEY®  @FEp FiL @ ®Fy).

Mais si tous les espaces Fj;, F; sont de dimension finie, alors les deux espaces L(E1; F1) ® -+ @ L(Ey; Fy)
et LIE1® Q@ Ep; F1 ®---® F,) sont de méme dimension 'injection ¢ est un isomorphisme. Dans ce cas
la, confusion disparait.

EXERCICE 7 Soient E;, F;,G; i = 1--- ,n des K-espaces vectoriels et
soient, pour ¢ = 1--- ,n des applications linéaires f; : B; — F;, g; : F; — G;
des applications linéaires.

1. Montrer que (g1 ®---®gp)o(fi® - @ fn) =(g10f1) @ @ (gno fn).
2. Montrer que Im(f; ® --- ® f,) =Imf; ® --- ® Im f,,..
3. Montrer que

n
Ker(fl@"'@fn)ZZE1®-“®E¢71®Kerfi®Ei+1®~-®En.
=1

EXERCICE 8 Soient E1, Es, Fy, Fy des K-espaces vectoriels et f; : E; — F;
des applications linéaires pour ¢ = 1 et 2. On note par f* : F* — E7 les
applications duales. Montrer que :

(i f) =fef.

8.5.2 Produit tensoriel d’applications bilinéaires

Considérons deux applications bilinéaires @1 : E1 X Fy — G1 et g 1 F1 X Fy — Go ou Fy, Fo, F1, Fy, G, Go
sont des K-espaces vectoriels.

Proposition 55 [l existe une application bilinéaire notée p1 Q @3 :
P1 R pa: (El ®F1) X (EQ ®F2) — (Gl ®G2)

vérifiant (p1 @ v2)(v1 ® wi,v2 ® wa) = ¢1(v1,v2) ® Ya(wy, we) pour tous v; € Ej,w; € Fy i = 1,2. Cette
application est appelée le produit tensoriel de ©1 par pa.

Démonstration. Comme @1 et o sont des applications bilinéaires, d’aprés le Théoréme 77 il existe deux
applications linéaires
fi:E1QFEy, — Gy, fo: F1®F, — Gy

vérifiant f1(v1®ve) = 1(v1,v2) et fo(w;®@wsy) = pa(wi, ws). Le produit tensoriel f1® f2) est une application
linéaire :

f1®f2:(E1®E2)®(F1®F2)*>G1®G2.
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Mais les espaces (E1®E2)®(F1®F2), F1RFE,QF1RFy, F1RQF1QFEo® Fo, (E1®F1)®(E2®F2) sont d’aprés le
paragraphe précédent tous isomorphes. Soit I'isomorphisme h : (E1®F))®(E2®@Fy) = (E1QE2) @ (F1®Fy)
il vérifie en particulier :

h((v1 @ w1) ® (v2 ® w2)) = (V1 ® v2) ® (W1 @ wa).

Posons
P1®@p2=(f1® fa)oh

Cette application vérifie bien (1 ® p2)(v1 ® Wy, v ® wa) = p1(v1,v2) ® w2 (w1,ws) pour tous v; € F;, w; €
Fi=12&

EXERCICE 9 Soit F un K-espace vectoriel de dimension fini et soient (g
et o deux formes bilinéaires sur E. Montrer que ¢ ® (2 est non dégénérée
si 1 et o sont aussi non dégénérées.

EXERCICE 10 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer qu’il
existe un isomorphisme canonique

FFQE'® - QF - (EQE®---®E)".

EXERCICE 11 Si E et F sont deux K-espaces vectoriels, on note par
L(E, F) l'espace vectoriel des applications linéaires de E dans F. On consi-
deére trois espaces vectoriels F, Es et Ej.

1. Montrer que L(E; ® Es, E3) coincide avec l'espace L(E1, Fa; E3) des
applications bilinéaires Fq x Ey — FEs.

2. Montrer qu’il existe un isomorphisme canonique

E(El ® Eg, E3) — ﬁ(El, E(EQ,Eg).
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Chapitre 9

I’algébre tensorielle T'(E)

9.1 L’algébre tensorielle T(F) attachée & un espace vectoriel £

9.1.1 L’espace vectoriel gradué T'(F)
Soit F un K-espace vectoriel. Posons, pour simplifier les écritures, dés que n > 1
E¥" =E® - @F
le produit tensoriel de n exemplaires de E. Par convention, nous poserons aussi :
E¥ =Ket E® = E.
Nous pouvons considérer la somme directe externe notée T'(E) de tous ces espaces vectoriels

T(E)=> E¥

neN

Définition 46 On appelle tenseur sur E, les vecteurs X de T(E). S’il existe k tel que X € E®k, le tenseur
X est dit homogéne de degré k. Si X est un tenseur homogére de degré k du type X = v1 ® - - - Q v, alors
X est dit homogéne de degré k décomposable ou factorisable.

Ainsi tout tenseur X est une somme finie de tenseurs homogénes
X=Xo+ -+ X

avec X; € E®i, i=1,--- k. Le plus grand indice k tel que X} # 0 dans la décomposition de X, est appelé
le degré de X. De plus, chaque X; s’écrit comme une somme finie de tenseurs factorisables

Xi= E : Qjy iV & - D Vg

finie

135
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ouv;, € k.

Rappelons briévement la notion d’espace vectoriel gradué par un groupe abélien.

Définition 47 Soit I' un groupe abélien (noté additivement). Un K-espace vectoriel V' est dit I'-gradué,
st pour chaque v € I', il existe un K-espace vectoriel V., tel que V' soit la somme directe externe

V=>V,.

vyel

D’aprés la définition de la somme directe externe, V' s’identifie a ’ensemble des fonctions sur I' vérifiant
f() €V, Vyer

et f(y) = 0 sauf pour un nombre fini d’éléments vy € I'. Si V = >
on appelle support de la graduation le sous-ensemble de '

Supp I'={y €T / V; # {0}}.

En général le support n’est pas un sous-groupe de I'.

YT V., est un espace vectoriel I'-gradué,

Proposition 56 Soit E un espace vectoriel non réduit a {0}. L’espace vectoriel
T(E)=> E¥
neN

est un espace vectoriel Z-gradué dont le support est égal N.

Démonstration. Posons E®" = 0 pour n € Z et n < 0. Alors T(E) = >, ., E®" ce qui donne la Z-
graduation. Si I'espace vectoriel E n’est pas trivial, alors les produits tensoriels E®" pour n € N sont non
nuls et le support de la graduation coincide avec N.

9.1.2 Homomorphismes graduées

SiV = Z,Yer V., est un espace vectoriel gradué, il existe un ensemble naturel d’automorphismes linéaires
de V défini par le dual I'* du groupe I'. Rappelons que I'* est I’ensemble des caractéres de I', c’est-a-dire
des morphismes

x:I'—=C*
a valeurs dans le groupe C*. Comme I est supposé abélien fini, I'* est un groupe isomorphe & I'. Supposons
que V soit un C-espace vectoriel. Alors si x est un élément de I'*, 'application linéaire x

X:V—-V
définie par
X(Xy) = x(7)Xy

pour tout vecteur homogene X, est un automorphisme de V. Cet automorphisme a la propriété suivante :
I'image d'une composant homogéne est contenue dans une composante homogéne. Plus généralement, un
7
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endomorphisme f : V = nyer V, =V = Zwer V., est dit homogeéne s’il existe un automorphisme ¢ du
groupe I tel que f(V;) C V() pour tout v € T'. §’il existe yo € " tel que ¢(7y) = 90 pour tout v alors f
est dit homogene de degré ~p. Cette définition prend tout son sens lorsque I' = Z et () = ¢ + k (ici la loi
de T" est notée additivement).

Par exemple, dans Iespace vectoriel gradué T(E) = Y .y E®" | fixons un vecteur vy € E et soit f
I'application linéaire

f:T(E) = T(E)

définie par
fr® - ®@vp) =vQu ® - vy

pour tout wvy,---,v, € E. Comme f est linéaire et définie sur les vecteurs générateurs des composantes
homogenes, f est bien définie. Par définition

FE®™)  f(E®™) pour tout n > 1.
Sin =0, alors E®Y = K et nous poserons
fla) = a® vy = avp.

Ainsi f est un endomorphisme gradué de T'(F) de degré 1.

9.1.3 Cas de la dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit {e1,--- , e,} une base de E. Nous avons vu, dans
le chapitre 10, que dans ce cas E®* est de dimension p* et une base de E®* est donnée par la famille de
vecteurs factorisables

{€i1 ®€Z‘2®"'®eikai17'” 7Zk€{17 7p}}

Comme T'(E) est la somme directe externe des espaces E®k, on en déduit que T'(E) est un espace vectoriel,
de dimension infinie, mais admettant comme base la famille

{{1}7 {617 e 7672}7 e {eil X ® €y, }i1,~~- Ar€{l,,p}s T }
Ainsi tout tenseur X € T'(E) est une combinaison linéaire finie de ces vecteurs :
P
X=a+zai€¢+'-'+ Z Qi €37 D -+ D €4y
=1 7’177“66{17713}

Les coefficients o, a1, -+ ,ap, - , a5, sont appelés es coefficients de X dans cette base.

9.1.4 L’algébre tensorielle T'(E)

Rappelons qu’une structure d’algébre est donnée par un couple (A, ) ot A est un espace vectoriel et y
une application bilinéaire p: A x A — A appelée la multiplication de A.
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Proposition 57 [l existe sur l’espace vectoriel T(E) une unique structure d’algébre défini par lapplication
bilinéaire

() : T(E) x T(E) = T(E)
telle que

pour tous v, ® -+ @ vy € B9 et V®-- QU € E®' et tout couple (k,1). Munie de cette structure T(E)
est appelée 'algébre tensorielle de FE.

Démonstration. Fixons des vecteurs v} ® --- ® v] dans E. L’application
k
wvi,m,v;;k tEY — T(E)

définie par
wvll,~~~,v;;k(vl"" 7/1)]6) :U1®'-‘®’Uk®’0/1®"-®vz

est k-linéaire. Il existe donc une application linéaire
k
fv’l,---,'ul’;k : E® — T(E)

vérifiant
fvfl7... ﬂ,l/;k(m ®--Qup) = ¢U/17...®’v2;k(1)1, Cee L UE).

Pour k£ = 0, cette application est donnée par
fv’l,n-,vl/;(](a) = CLU& Q- ® U;

pour a € K (on a identifié E® 4 K). Cette suite d’applications linéaires indexée par k définit une application
linéaire graduée (de degré [)
Pt oo T(E)— T(FE)

Vyyery

telle que la restriction a chaque composante homogéne E®" coincide avec for . Lk Considérons a présent
I’application
pi: E' = L(T(E))

a valeurs dans l’espace des endomorphismes de 'espace vectoriel T'(E) définie par
P10 = Ty
Cette application étant [-linéaire, elle se factorise en une application linéaire
g : B2 = L(T(E))
vérifiant g;(v] ® -+ ® v)) = hy; .. . Cette suite g; définie une application linéaire
9:T(E) = L(T(E))
telle que la restriction & E® soit égale & g;. On définit alors la multiplication dans T'(E) par 'application

bilinéaire

i T(E) x T(E) — T(E)
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définie par pu(X,Y) = ¢g(Y)(X). Par construction

p(v1 @ -+ v, v ® - @)

gi(vy ®’Uz)( ® - Qug)
B ... ( ® -+ ® vk)

Jor n Uk(vl@ ®Uk)

v® CRQUERU O QU

qui correspond a la condition demandée. Cette application p étant connue sur les générateurs de T'(F), elle
est donc unique.

Proposition 58 L’algebre tensorielle (T(E), pur(g)) est associative unitaire.

Démonstration. 11 suffit de vérifier la relation d’associativité sur les tenseurs factorisables qui engendrent
T(FE). Dans ce cas l’associativité découle directement de la définition de pr(p)- Quant & 'unité, nous avons
posé dans la démonstration précédente

fv’l,---,vz;ﬂ(a) = avi K- ® Ul,
en particulier fy; . ,r.0(1) = V] ® -+ - @] ce qui implique

MT(E)(17U1®"'®Uk):Ul®"'®vk-

Proposition 59 L’algébre associative unitaire (T(E), pur(g)) est Z-graduée.

Dire que I'algébre (T'(E), up(g)) est une algebre Z-graduée signifie que, en tant qu’espace vectoriel, T'(E)
est un espace Z-gradué
T(E) = EBnENE®n
(dont le support est N), et que 'on a pour tout couple (k,) d’entiers dans N :
®k+l

k l
,UT(E)(E® ,E¥)CE

Cette derniere relation se déduit directement de la définition de pp(g).

9.2 Représentations de ’algébre T(F)

9.2.1 Cas ou F est de dimension 1

Dans ce cas E®" est de dimension 1 pour tout n € N,n > 0. Si {e} est une base de F, alors E¥" admet
pour base {e ® --- ® e}. Tout tenseur appartenant a T'(E) s’écrit donc de maniére unique

X=al4+aeRe+-qelex - -Re

dés que X est de degré [.
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Proposition 60 L’algebre tensorielle (T(E), up(py) d’un espace vectoriel de dimension 1 est isomorphe
a Ualgébre K[U] des polynéomes a une indéterminée a coefficients dans K.

Démonstration. Soit f: T(E) — K[x] 'application linéaire définie sur la base de T'(F) par

f) =1
fle)=U
et plus généralement si e® =e®-- @ e est la base de E®k,
f(e®k) = U*.
Cette application linéaire est un isomorphisme car son image de la base {1,e,- - e® } de T(E) est la

base {1,U,--- , UK ...} de K[U]. On a alors

Flupey (e, e®)) = f(e®) = Ukt
=U*. U

= F(e") - f(e®).
Ainsi f est un homomorphisme d’algebre et les algebres T'(E) et K[U] sont isomorphes.

Notons que dans ce cas (T'(E), () est une algébre commutative.

9.2.2 Cas ou F est de dimension 2

Supposons que E soit de dimension 2. Soit {e1,e2} une base de E. Alors E®" est de dimension 2". Par
exemple E®” admet comme base {e1®eq,e1 ®eg, ea®eq, ea ®ea}. Ceci montre, en particulier, que dans ce
cas T'(F) est une algébre non commutative. Considérons ’ensemble A formé de deux lettres {a, b}, c’est-a-
dire que A est un alphabet formé de deux lettres. On appelle mot de longueur n construit sur 'alphabet
A tout mot (ou toute suite) comportant n lettres issues de ’alphabet A. Ainsi les mots de longueur 1 sont
a, b, les mots de longueur 2 sont aa,ab, ba,bb ceux de longueur 3 sont aaa,aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb.
Par convention, on écrit 1 le mot vide. Notons M, (a,b) 'espace vectoriel engendré par I’ensemble des mots
de longueur n. C’est donc un K-espace vectoriel de dimension 2™. Soit

M(a,b) = My(a,b)

n>0

la somme directe externe des espaces M, (a,b). C’est un espace vectoriel Z-gradué de support N. On définit
une multiplication sur M (a,b) par concaténation des mots : si my(a,b) et ma(a,b) sont deux mots alors
w(my(a,b), ma(a,b)) est le mot my(a,b)ma(a,b) dont la longueur est la somme des longueurs des mots
m1(a,b) et ma(a,b). L'algébre (M(a,b), u) est appelé I'algébre associative non commutative unitaire libre
basée sur A = {a, b}.

Proposition 61 L’algebre tensorielle (T(E), pp(g)) sur un espace vectoriel de dimension 2 est isomorphe
a Ualgébre associative non commutative unitaire libre basée sur un ensemble A de cardinalité 2.

Démonstration. Soit e;; ®@ --- ® e;,,4; € {1,2} un vecteur de base de E®". Faisons lui correspondre le mot
de longueur k obtenu & partir de e;; ® - -- ® e;, en remplagant e par a et ex par b. Cette application définie
I'isomorphisme cherché.
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Remarque. On montre de maniére analogue que l'algébre tensorielle T'(E) sur un espace vectoriel £ de
dimension n est isomorphe & ’algébre libre associative unitaire basée sur un ensemble A de cardinalité n.

9.3 Propriété universelle de ’algébre tensorielle T'(F)

Considérons une algébre associative unitaire A et une application linéaire f : F — A. Le résultat suivant
montre que 'on peut "étendre" application linéaire f en un morphisme d’algébre de T'(E) dans A afin de
prendre en compte la structure d’algébre de A.

Théoréme 32 Pour toute algébre associative unitaire A et toute application linéaire f : E — A il existe

un unique homomorphisme d’algébre
f:T(E)— A

tel que B
Joip=1Ff

ol ip : E — T(E) est Uinjection linéaire canonique ip(E) = E®'.

Ceci signifie que 'on a le diagramme commutatif suivant

E L>A
()

ig :
T(E)

Démonstration. Considérons l'application k-linéaire (k > 2)

pp:Ex---xE—A

définie par @i (vy, -+ ,vg) = f(v1) - f(ve) -+ f(vg) o le produit dans A est noté z - y.
Il existe donc une application linéaire
hy ES" A
telle que
he(v1 @ - @ vp) = @r(vr, -+, ok) = f(o1) - floz) - (o)
pour tous vy,--- ,vp € F.

Si k=1, on pose hi(v1) = f(v1) et si k =0 on pose ho(a) =a-14 ot 14 est 'unité de A. On définit alors
une application linéaire

f:T(E)— A

de la maniére suivante. Soit X € T'(E) et soit X = 22:0 X}, sa décomposition en composantes homogénes
ou [ est le degré de X. Alors

I
FX) =" hi(Xk).
k=0
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Montrons que fvest un homomorphisme d’algébres. Soient X et Y deux tenseurs de T'(E). lls s’expriment
comme combinaisons linéaires de tenseurs factorisables. Nous pouvons donc supposer, comme f est linéaire,
que X et Y sont factorisables c’est-a-dire X = v ®---®@v et Y =] @ --- ® v),. Dans ce cas

fXQY) =hypun®@ - Queve--- Quv,)
:f(vl) ..... f('Ul)f(Ull) ..... f<UI/7)
:hl(vl®"'®vl)'hp(U/1®"'®U/)

= J(X) - fv),

Ainsi fvest un homomorphisme d’algébres. 11 vérifie bien

c’est-a-dire fo ig=f.
Il ne reste qu’a démontrer 'unicité d’un tel homomorphisme. Si ]?/ est un autre homomorphisme vérifiant
flla)=a-14,Ya €K
i) =fv),Yo e E

alors .]?/ et fcoincident sur K® E®'. Mais en tant qu’algebre T'(E) est engendrée par K et E®'. Ainsi ‘]?/
et f coincident sur les générateurs de lalgébre T'(F). Ils sont donc égaux. &

Corollaire 10 [l existe une bijection entre l'ensemble L(E, A) des applications linéaires de E dans A et
l'ensemble des homomorphismes d’algébres de T(E) dans A.

9.4 Les homomorphismes 7T'(f) et D(f)

9.4.1 Définition de T(f)

Soient E et I’ des K-espaces vectoriels et soit
f:E—=F

une application linéaire. Alors f s’étend naturellement en une application linéaire & valeurs dans ’algébre
tensorielle de F'
fi:E—=T(F)

en considérant l'injection naturelle

ip:F — T(F)
w — ip(w) =we F®

et
fi(v) =ip(f(v))
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pour tout v € E. D’apreés le théoréme ?7?, il existe un homomorphisme d’algebre f1:T(E) — T(F) tel que
fioig = fi.

On notera T'(f) cet homomorphisme. Il vérifie donc

T(f)(1 @ - @vp) = f(v1) ® fvz) @+ @ f(uvp)

pour tous vi,---,v, € E et pour tout p € N. On en déduit en particulier que I'image par T'(f) de la
composante homogéne E®" de degré p est contenue dans la composante homogéne F&" de méme degré p
de T(F). Ainsi T(f) est une application linéaire graduée de degré 0.

Proposition 62 Soient f: E — F et g: F — G des applications linéaires alors

T(go f)=T(g) o T(f).

Démonstration. 11 suffit de vérifier que cette identité sur les tenseurs homogénes factorisables.

Soient vy, -+ ,v, € F, alors

T(go fllv1® - ®@vp) =(fog)(v1)®@ @ (fog)(vp)
) ® cdots @ f(g(vp))
(g(v1) @ - @ g(vp))

o T(g) (1 @--- @ vp).

On en déduit la proposition.

Proposition 63 Soit f: E — F une application linéaire. Alors
1. T(f) est injective si et seulement si f est injective.

2. T(f) est surjective si et seulement si f est surjective.

Démonstration.

1. Supposons que f : E — F soit une application injective. Il existe alors une application g : F¥ — F
telle que go f : E — FE soit application identique. Ainsi

T(go f)=T(idg) =T(g) o T(f).

Mais T'(idg) = idpgy. Ceci montre que T'(f) est aussi injective. Inversement, si T'(f) est injective,
alors comme T'(f) est graduée de degré 0, sa restriction & la composante homogeéne de degré 1 est
injective. Mais cette restriction T'(f)| zo1 vérifie T'(f)| et 0ip = f ot ip : E — T(E) est I'injection
naturelle. Donc f est injective.

s

2. Comme T(f)(v1 ® -+ - ®@vp) = f(v1) ®---® f(vp) pour tous vecteur vq,--- ,v, € E, on en déduit que
ImT'(f) coincide avec ’algébre tensorielle T'(Im(f)) de Imf. Ainsi, si f est surjective, Im(f) = F et
Im(T(f)) =T(F) et T(f) est surjective. La réciproqgie est identique.
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9.4.2 Définition de D(f) pour f € End(E)

Soit E un K-espace vectoriel et soit f : £ — E un endomorphisme de E. Nous avons construit ci-dessus
un homomorphisme d’algebres T'(f) : T(E) — T(E) c’est-a-dire une application linéaire vérifiant

T(f®g)=T(f)@T(g).

En particulier si f est un isomorphisme de F, alors T'(f) est un automorphisme de 'algébre T'(E). Nous
allons a présent associer a 'application linéaire f, un autre type d’endomorphismes de T'(f) correspondant
en gros & une linéarisation d’automorphisme, et que ’on appelle une dérivation d’algébre.

Définition 48 Soit (A, n) une K-algébre dont la multiplication est donnée par Uapplication bilinéaire pu.

Un endomorphisme linéaire
fiA—= A

est applée une dériwation de lalgébre A s’il vérifie

p(f(@),y) + u(z, f(y) = f(u(e,y))

pour tous x,y € A.

Par exemple, supposons K = R, et soit g un endomorphisme linéaire de A tel que 14 + tg soit un
automorphisme de l'algébre A pour tout ¢ appartenant & un intervalle J non vide de R ou I4 désigne
I’application identité de A. Alors la condition

p((Ia +tg)(x), (1a +tg)(y)) = (1a + tg)(u(z,y))

est équivalente a

pw(z,y) + tu(g(x), y) + tu(z, g(y)) + ug(x), 9(y) = w(x, y) + tg(u(z,y))

pour tous z,y € A et pour tout ¢ € J. On en déduit que sa partie linéaire est nulle, soit

u(g(x),y) + (. 9(y)) = g(p(z, y))
et g est une dérivation de A.

Ceci étant considérons l'algébre tensorielle (T'(E),e). Nous allons construire des dérivations de cette
algébre. Soit f un endomorphisme de E. Il définit une application k-linéaire

or(f):Ex---x E—T(E)

par o (f)(v1, - vp) = Zf:ﬂl ® - @u-1® f(u) ® Vi1 ® -+ @ v
D’aprés le théoreme de factorisation, il existe une application linéaire Dy (f) : E®" — T(E) vérifiant
Di(f)(v1® - ®@vg) = @p(v1, -+, vp).
Posons pour k = 0, Do(f) = 0 et pour k =1, D1(f) = f. Alors la suite (Dg(f))kren définie une application

linéaire

D(f):T(E)—T(E)
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telle que D(f)(v1 ® --- ®@v) = Di(f)(v1 ® - - - ® vg) pour tout k.
Montrons que D(f) est une dérivation de (T(E),e).
Soient X et Y deux vecteurs de T'(E). Montrer que

D(f)(X oY) = D(f)(X) oY + X ¢ D(f)(Y).
Comme D(f) est linéaire, il suffit de montrer cette relation sur les vecteurs factorisables homogénes
X=01®  Qup Y =0]Q Q]
pour k,l > 1 et pour X ou Y € Ty(F) = K. Dans le premier cas, on a

D(f)(xeY) =D(f)(1 Q@ - QU Q0] Q- Q)

:Z?:lvl®"'®Ui—1®f(vi)®vi+1®"'®Uk®vll®"'®1)2
YL @ QU U@ Qv @ f(U) QU ® - Q]
= D(/)(X)sY +X o D(f)(Y),

Si X,Y € mathbbK alors

D(f)(X oY) =D(f)(XY)=0=D(f)(X)Y + XD(f)(Y).
Si X eKetY € E® avec > 1, alors
D(f)(X oY) =D(f)(XY)=XD(f)(Y)=D(f)(X)Y + XD(f)(Y)

car D(f)(X) = 0. Il en est de méme si X € E®" avec k > 1 et Y € K. On en déduit que D(f) est une
dérivation de l'algébre (T'(E),e).

EXERCICE 1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension 1 et f un endo-

morphisme de F.

1. Montrer que 'algébre T'(FE) est isomorphe & ’algébre des polynomes
K[U] a une indéterminée a coefficients dans K.

2. Deécrire la dérivation de K[U] définie par D(f).
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Chapitre 10

Tenseurs covariants et contravariants

10.1 L’algébre tensorielle mixte T'(F, E*)

Soit F un K-espace vectoriel et soit £* son espace dual. Nous utiliserons dans ce chapitre la convention
d’Einstein. Nous noterons donc par v;, I'indice en bas, les vecteurs de F et par v*, 'indice en exposant, les
formes linéaires de E*.

10.1.1 L’espace vectoriel T}/(E, £*)

Pour tout couple d’entiers (p, q) tels que p,q > 1, on note par T (E, E*) I'espace vectoriel défini comme
le produit tensoriel de p exemplaires de E et de q exemplaires de E* :

*\ _ QP *\ ®9
TY(E,E*) = B @ (E")*".

Définition 49 On appelle tenseur mizte sur ’espace vectoriel E, p-fois contravariant et q-fois covariant,
les vecteurs de l'espace Ty (E, E*).

Pour simplifier ’écriture, les tenseurs p-fois contravariants et g-fois covariants seront appelés les tenseurs
d’ordre (p, q). Un tenseur d’ordre (p, ¢) du type

X:’U1®...®/Up®v/1®...®vlq

avec vy, -+ ,vp, € E et v/1,--- v/ € E* seront dits décomposables. Afin de définir les espaces T (E, E*)
pour toute paire d’entiers positifs ou nuls, nous poserons

T(E,E*) =K, Tg(E,E*) = (E*)®" pour ¢ > 1, T))(E, E*) = E®' pour p > 1.

Ainsi les vecteurs de E s’identifient aux tenseurs de type (1,0) c’est-a-dire 1 fois contravariant et 0-fois
covariant. De méme les formes linéaires sur E s’identifient aux tenseurs de type (0,1) c’est-a-dire 0-fois
contravariant et une fois covariant. Plus généralement, les tenseurs de type (p, 0) sont les vecteurs apparte-
nant & E®". Les tenseurs contravariants de type (p,0) s’identifient donc aux tenseurs de E®” Les tenseurs
covariants de type (0, q) s’identifient aux tenseurs de degré ¢ basés sur l'espace dual E*.

147
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10.1.2 L’espace vectoriel T'(E, E*)

Pour tout entier £ € N, posons
TW(E,E*)= Y TUE,E").
ptq=k

Tout tenseur X de Ty (FE, E*) s’écrit sous la forme

X = Xop) + X p—1) + -+ Xpp—p) T+ Xk

ot X(;, k—p) est un tenseur p-fois contravariant et (k—p)-fois covariant. Pour k£ = 0, on posera To(E, E*) = K.
Considérons a présent 1’espace vectoriel

T(E,E*) =) Tw(E,E").
k>0

C’est un espace vectoriel, de dimension infinie dés que E n’est pas réduit a {0}, Z-gradué de support N.

10.1.3 L’algébre tensorielle mixte T(E, E*)

Une multiplication dans T'(E, E*) étant définie par une application bilinéaire sur T'(E, E*) a valeurs dans
cet espace, elle sera entiérement déterminée par les images des tenseurs décomposables de chacun des sous
espaces T (E, E*) pour tout couple (p,q) d’entiers. Considérons 'application bilinéaire

prees : T(E,E*) x T(E,E*) = T(E, E¥)
définie par

prE ey (1@ @U@Vt @ @VLw Q- Qu, QW @ @ w')
=R QAU O AUV ® @IV ® - ®uwS

pour tout v1 ® -+ ®v, ¥V ®- @01 € T(E, E*) et pour tout w1 ® -+ @w, @w'' ®@---@uw' € TS(E, E*),
et ceci pour tout couple d’entiers (p, q) et (r,s).

Proposition 64 L’algebre (T(E, E*), ur(g, p+)), appelée Ualgebre tensorielle mizte sur E, est une algebre
associative unitaire, et si dim E > 1, non commutative.

EXERCICE 1 Soit E un espace vectoriel. Considérons deux entiers p et ¢
non nuls et soient X € T7(E, E*) et Y € T (E, E*).

1. Montrer que
MT(E,E*)(Xa Y)= .UT(E,E*)(Ya X).

2. En déduire que T(FE) et T(E*) sont deux sous-algébres de T(FE, E*)
qui commutent,.

3. Montrer que T'(E,E*) =T(E) @ T(E").
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10.2 Tenseurs d’ordre (p, q) sur un espace vectoriel de dimension finie

10.2.1 Décomposition dans une base

Si E est un K espace vectoriel de dimension finie n, alors E®” est de dimension n? et si {e1, -+ ,en} est
une base de F, alors la famille
{€irigi, = € @eiy @~ ® e}

ot chaque i; € {1,--- ,n} est une base de E®”. Ainsi, si V(1) V(2)s " V(p) désignent p vecteurs de E, alors

12

V(1) @V2) @ - QU = xéll)x@) .- .ng)eili?“ip‘

La notation v(;) est ici utilisée pour ne pas confondre un numéro de vecteur avec un indice. Si {el,--- e}
est la base duale de {ej,--- ,e,}, alors la famille

{eiliz“'i‘l =t ®e2®---® eiq}
ot chaque i; € {1,--- ,n} est une base de E®”. On en déduit que la famille

eI — e @@ ®e, 0 QPR @ el

1192 +1p

ol chaque ij,7s € {1,---,n} est une base de E®" ® (E*)®" = TJ(E, E*). Considérons un tenseur 7 €
T4#(E, E*). En respectant la convention d’Einstein, un tel tenseur se décompose dans la base précédente

T = §ivizip gz
J1j2:Jq t1t27ip
Les indices i1, 12, - - - , 1, sont appelés les indices contravariants alors que les indices j1, j2, - - - , jq sont appelés
les indices covariants.

Considérons a présent une nouvelle base {e1,€2, - ,&,} de E et soit {el €2, ... "} sa base duale. Soit
P = (a]) la matrice de passage de la base {e1, -+ ,e,} ala base {e1,e2, -+ ,&,}
E; — ozgej.
SiQ = (53) désigne la matrice de passage de la base duale {e!,--- e"} a la base duale {&!,2,--- "},
IOUS avons Vil que ‘
Q=(8)="P"
La famille {6311322 Z; =&, ®E,® Qe e ®eR @ - ®el1} est une base de E¥” ® (E*)®". Le tenseur

111 -1 .
T — 192 tp _J1j2 +Jq

vjagyCirig-iy S ‘écrit dans la nouvelle base

T = i i
J1j2-Jq 12 lp
121 G911
Cherchons les relations de passage des anciennes composantes t ]11 s ]?’ aux nouvelles composantes u]l1 e ]’;
On a L
J1j2Je o e ) ... J
Eirig-ip, — €i X &, e ® eld
l 1 J
=ale, ®-- ‘ol elp®ﬁ] el ®-- @ Psle’
_ 11 lp 51 s
= Zl...aipﬁ ﬁsqell ..elp®e ®...®eq

_ b lp Jq 51 Sq
- ai1 aipﬁ ﬁsq l1 l
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On en déduit

T e e
J1d2:+Jq " iniz-ip

— e G (e pin o gda 5105

B j1j2---jqai1 aip S1 5sqell_,_lp

_ vty s1sg
= lsyg €Ly, -

Ainsi
1yl 1400 1 i i
e =it ol ol gt gl (10.1)
EXERCICE 11

1. Ecrire les formules de changement de bases por les tenseurs de type
(p, 0).

2. Ecrire les formules de changement de bases por les tenseurs de type
(0, q)-

3. Refaire en détaillant la démonstration précédente pour les tenseurs de
type (2,1) et (1,2).

Dans de nombreux ouvrages, par exemple des ouvrages de physique traitant de l’élasticité, la notion de
tenseur est introduite & partir de la formule (?7).

Définition 50 Autre définition d’un tenseur. On appelle tenseur de type (p, q) attaché ¢ unespace vectoriel
E de dimension n toute application T qui associe a une base donnée de E une famile de nP4 composantes,

) Iyl ) o .
les scalatres tsll...é’q, cette correspondance étant telle que pour tout chagement de base associé a une matrice

P= (ag) et sa matrice inverse QQ = (ﬂf) les nouvelles composantes sont données par la formule (77).

10.2.2 Construction de tenseur a I’aide des composantes

La définition précédente montre qu’en général une expression du type

iy s1sg
T = t81-~~sq€ll...lp

ne représente pas nécessairement un tenseur. Un condition nécessaire et suffisante est que (?7?) soit satisfaite.

EXERCICE 11 Soit Fun espace vectoriel de dimension n.
1. Montrer que toute expression 7' = a’e; est un tenseur de type (1,0).
2. Est-ce que toute expression T' = a%e;; est un tenseur de type (2,0)?

3. Est-ce que toute expression T' = aée{ est un tenseur de type (1,1)7
Montrer que l'espace des tenseurs de type (1,1) sur E correspond a
I’'espace des endomorphismes de E.
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Proposition 65 Pour qu’un systéme de n? composantes ts,...s, attaché a la base e’1"%1 = "1 @ - - - ® e’
de (E*)®" soit un tenseur covariant de type (0,q), il faut et il suffit que quels que soient les q vecteurs
V(1) = (mél)), V() = (a:’('q)) de E la quantité

tsl...sqx‘a)a}?;) - 'LU?Z) (10.2)

soit invariante par changement de base.

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire. Si les (ts,...s,) sont les composantes d’un tenseur

covariant, alors d’apres (?7) ces composantes se transforment dans une autre base associée & une matrice
— (A

de passage P = (o) par

— . . . RI... PRI
bsysy = Ujyjo-joBay ++* Bsg

o Q= (Bf) =P Si (yél)), e (y%q)) sont les nouvelles composantes des vecteurs v(y), - ,v(q), alors les
changements de coordonnées s’expriment par la formule symbolique X = PY c’est-a-dire

k k,r
Iy =y

pour tout I =1,--- ,q et pour tout k =1, --- ,n. On en déduit
¢ S1p2 LS gy BT BIIa LSl a2 L Ty S
stsq T T2y Ly Uj1ga-+-jq P51 5¢¥s1Y(1)¥s2Y(2) " XsqY(g)

Y Do SN PODE S R ST
= fs1 - Bsg gy o] QsqUinga-da¥(1)Y2) " Yig)-
Mais comme P et () sont inverses I’'une de autre
Jpi _ 7

Il en résulte

S1 .52

s T TE) 2 (G) = Uidaia 1Y) Yig):

Réciproquement, supposons que (??) soit satisfaite. quels que soient les vecteurs vy = (:cfl)), V() =

(xl('q)) de E. Les formules de changement de composantes s’écrivent

k_ k.r . k_ k., T2 k_ k., Tq
Ty = Qp Yy T = Qo lYp™s 0 Tg = A Ygq -
On en déduit
51 052 . %0 T IPNLL DY - I
tsl...sqx(l)x(Q) x(q) — tsl--~8qar1 Oé?”qysl Ysq

= trryer Y1) g

ce qui donne

U =t sl @l
rire-rg — Usyosqpg Tq*

Ainsi les tg, .., se transforment selon (?77) ce qui démontre le théoreme.
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10.2.3 Multiplication tensorielle

Commencgons par noter
THE)
I'espace des tenseurs de type (p,q) sur E. Comme T,/ (E) est par définition un espace vectoriel, toute
combinaison linéaire de tenseurs de type (p, q) est un tenseur du méme type. En termes de composantes, si

T = e V= e € TE),
alors
TV = (T ol e
Il existe une autre opération naturelle, appelée multiplication tensorielle

®: TUE) @ T (E) — T5HE)

définie ainsi : si
iy s1esg q o miemy tyet
T = tsl"'5q€l1-~~lp S 7; (E)7 V= Vgt Teml...mr
alors
Iy, sty
TRV = (tsll---gq ol )681 Sq-tit

S1:081) Zly-lp-my my

Cette multiplication n’est pas interne dans chacun des espaces T, (E). Par contre, si on considére la somme

directe externe
T(E) = @p,qGN’];q(E)

alors la multiplication tensorielle y est interne (Notons que par convention T(E) = K). On obtient ainsi
une algbre, que l'on étudiera plus loin, appelée I'algébre tensorielle de E.

10.2.4 Contraction des indices

Tout tenseur T' € T, (E) de type (p, q) sera dite d’ordre p + ¢q. Nous allons définir une autrre opération
qui a un tenseur d’ordre p + ¢ fait correspondre un tenseur d’ordre p + ¢ — 2. Commencons par un tenseur
d’ordre 2 de type (1,1). Il s’écrit A

T= t;eg.
Considérons le tenseur d’ordre 0, c’est-a-dire le scalaire obtenu en donnant des valeurs égales aux indices
covariants et contravariants en en additionnant toutes les composantes obtenues :

T =t} +t2 4 "

EXERCICE 2 Montrer que 7" est bien un tenseur d’ordre 0.

Considérons & présent un tenseur d’ordre p + q. 1l s’écrit

iy s1eesg

T = 7551---sq Ii-dp
Choisissons deux indices, l'un covariant et I’autre contravariant. Nous pouvons, pour simplifier les notations,
choisir le premier indice covariant et le premier indice contravariant. Considérons la nouvelle expression
d’ordre p + g — 2 obtenue en égalant ces deux indices & un indice 7 et en ajoutant par rapport a ¢ toutes les

scalaires obtenus :
1l
1--sq

n--lp 52:+:8¢q

T =ty 8+ tnldy) e

Cette nouvelle expression vérifie la condition (??) et est donc un tenseur d’ordre p + g — 2.



10.3. QUELQUES TENSEURS PARTICULIERS EN DIMENSION FINIE DIMENSION FINIE 153

10.3 Quelques tenseurs particuliers en dimension finie dimension finie

Dans tout ce paragraphe, les espaces vectoriels considérés sont de dimension finie.

10.3.1 Rappels sur les isomorphismes canoniques
1. E® E* est isomorphe & L(E, E) =End(FE), I'isomorphisme ¢ étant défini par

p(v® f)w) = f(w)v
pour tout v,w € FE et f € E*.

2. E* ® F* est isomorphe a I'espace L(E, F'; K) des formes bilinéaires sur £ x I, 'isomorphisme 1) étant
défini par
V(f @ g)(v,w) = f(v)g(w)

pour tout v € E, w € F, f € E* et g € F*. En particulier E* ® E* qui est isomorphe a (F ® E)*
s’identifie aux formes bilinéaires sur F.

3. E* ® E* est isomorphe & L(E**, E*) = L(E, E*), 'isomorphisme ¢ est définie par

o(f,9)(v) = fv)g

pour tout f,g€ E* et v e F.

10.3.2 Tenseurs d’ordre 1

Nous avons identifi¢ espace vectoriel E & TY(E) et le dual E* a Ty (E). Ainsi les vecteurs de E cor-
respondent aux tenseurs l-contravarianats et les formes linéaires f sur E aux tenseurs l-covariants sur

E.

10.3.3 Tenseurs l-contravariants et 1-covariants

Considérons un tenseur T € T} (F) = E ® E*. D’aprés les isomorphismes classiques, un tel tenseur
sidentifie & un endomorphisme de E. Soit {e1,--- ,e,} une base de E et soit {e!,---  e"} la base duale.
La famille de tenseurs {e; ® €/}; j1.... , est une base de T}(E). Les coordonnées de T relatives a cette base
sont

T = t;-ei ® el
[’endomorphisme fr associé a T est 'endomorphisme dont la matrice relative a la base {e1, - ,e,} de E
estla matrice M = (t}).
Exemple : Le tenseur de Kronecker. Ce tenseur est le vecteur de T} (E) qui dans la base {e;®€7}; j—1.... »
s’écrit '
d=¢; ®e.

L’endomorphisme correspondant T est donc "application identité de E.

EXERCICE 3 Soit § le tenseur de Kronecker sur E. Montrer que si

{€} -+ ,el,} est une base quelconque de E, alors

S=c,®e"

et donc cette écriture ne dépend pas de la base choisie.
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10.3.4 Tenseurs 2-contravariants

Soit T un tenseur 2-contravariant et 0-covariant. C’est donc un vecteur de T3 (E) = E®* . Soit {e1,--- ,en}
une base de E. Les coordonnées de T relatives & la base {e; ® e;} de T9(E) sont

i
T=t ]61' X €.
Soit {€] --- ,el,} une autre base de E et soit P = (aé) la matrice de passage associée :
A
e = aje;.

Si
T=u"e, ¢
J
est I'expression du tenseur T dans la nouvelle base, alors

ij k1
T =u"ajaje @ e

et donc

Ko ij k1
" =u’ag o

Nous avons vu que, quels que soient les espaces E et F', E* @ F* était isomorphe & 'espace L(F, F'; K) des
formes bilinéaires sur £ x F'. On en déduit dans notre cas que £ ® F qui est égal & E** ® E** est isomorphe
& l'espace des formes bilinéaires sur E*. La forme bilinéaire est donnée par

B(el, el) = 119,

Le changement de coordonnées de T' correspond alors a la formule de changement de bases de € dans E*.

10.3.5 Tenseurs 2-covariants

Soit T' un tenseur 2-covariant et O-contravariant. C’est donc un vecteur de T3(E) = (E*)®2. Soit
{e1,--- ,en} une base de E et {e!,--- e"} sa base duale. Les coordonnées de T relatives a la base {¢! ® e/}
de TZ(E) sont -

T = tijez ® e,
Soit {€} -+ ,el,} une autre base de E et soit P = (aé) la matrice de passage associée, alors :
6/j — IBZJGZ

ot Q = (B) =P~ Si -
T = uijelz ® e

est 'expression du tenseur T dans la nouvelle base, alors
ij kL
T =uajaje; ® e

et donc
ki kql
= ul]/Bz Bj-
Mais E* ® E* est isomorphe a ’espace des formes bilinéaires sur E. La forme bilinéaire est donnée par

19(61', ej) = tij-

Le changement de coordonnées de T' correspond alors a la formule de changement de bases de ¥ dans E.
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10.3.6 Tenseurs l-contravariants et l-covariants

Soit T un tenseur l-contravariant et 1-covariant. C’est donc un vecteur de T} (E) = E ® E*. Soit
{e1,--- ,en} une base de E et {e!,--- ,e"} sa base duale. Les coordonnées de 7T relatives & la base {e; ® e’}
de TL(E) sont

T = téei & el

Soit {€} -+ ,el,} une autre base de F et soit P = (a;'») la matrice de passage associée, et () = (63) =tp-t,
Si
T = uje; ® €

est I'expression du tenseur T dans la nouvelle base, alors
_ i knd l
T =uja;fjep®e

et donc
k_ i kpj
tl —U]Oé,LBl

Mais F ® E* est isomorphe & ’espace des endomorphismes de E. L’endomorphisme est donné par
fle) = tie;.
Le changement de coordonnées de T' correspond alors & la formule de changement de bases

M = PM'P L.

10.3.7 Tenseurs l-contravariants et 2-covariants

Un tel tenseur T appartient & I'espace Ty (E) = E® E* ® E*. Si {e1,--- ,e,} est une base de E, alors la
famille {e; ® e/ ® e*} avec 4,7,k = 1,--- ,n est une base de T3 (E). La décomposition de T' dans cette base
s’écrit

T=tie®e ® e

Proposition 66 L’espace Ty (E) = E ® E* ® E* est isomorphe o lespace L(E,E; E) des applications
bilinéaires sur E a valeurs dans E.

Démonstration. En effet, 'espace L(FE, E; E) est isomorphe a l'espace L(E® E; E) des applications linéaires
de E ® E a valeurs dans E. Or, d’aprés les isomorphismes canoniques, £L(E ® E;FE) est isomorphe a
(E® E)*® E. Mais (E ® E)* est isomorphe & E* ® E*. Ainsi L(F, E; E) est isomorphe & (E* ® E*) @ E
qui est isomorphe & E* @ E* ® E et a Ty (E).

Au tenseur T est donc associée une application bilinéaire

pur:ExE—E

vérifiant
,uT(ej, ek) = t}kei.
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Or une telle application bilinéaire définit sur £ une structure d’algébre. Nous pouvons donc considérer une
algébre comme un couple (E,T) formé d'un espace vectoriel et d'un tenseur appartenant a T, (E). Nous
reprendrons, dans le prochain chapitre, ce point de vue.

EXERCICE 4 Soit T un tenseur contravariant d’ordre 2. Il s’écrit dans une
base déterminée

T =19 €4j-
C tenseur est dit symétrique si
PV
et il est dit antisymétrique si
1 = I,

1. Montrer que ces deux relations ne dépendent pas de la base choisie.

2. Soit S(E) I'ensemble des tenseurs symétriques de 73 (E). Montrer que
SY(E) est un sous-espace vectoriel de T (E). Calculer sa dimension.

3. Définir la notion de tenseur symétrique de 7,)(E)

4. Montrer que la multiplication tensorielle s’applique aux espaces Sg .

10.4 Cas des espaces pseudo-euclidiens

Dans tout ce paragraphe, E' désigne un espace vectoriel réel de dimension finie n et muni d’un produit
scalaire pseudo-euclidien, c’est-a-dire d'une forme bilinéaire symétrique ¢ non dégénérée.

10.4.1 Cordonnées contravariantes et covariantes dans n espace pseudo-euclidien

Nous avons vu, qu’en général, un espae vectoriel de dimension finie était non canoniquement isomorphe
& son dual, I'isomorphisme entre ce deux espaces étant dit non canonique car il dépend d’une base de E
choisie. Par contre, le produit scalaire pseudo euclidien permet de définir un isomorphisme canonique entre
E et E*. En effet, a tout vecteur v € E, on associe la forme linéaire v sur F vérifiant

v(w) = p(v,w).

Définition 51 Soit E un espace pseudo euclidien et soient {eq, -+ ,e,} une base de E et {e!,--- ,e"} sa
base duale. Si .
v= Z z'e;
=1

est un vecteur de E, alors les coordonnées {x',--- 1™} sont appelées les composantes contravariantes de
v relative a la base {e1,--- ,en}. Les coordonnées {x1,--- ,x,} de la forme linéaire v relative a la base

duale {e*,--- e}
n
U= E x;e
i=1

sont appelées les composantes covariantes du vecteur v relative a {e1,--- ,en} ou a {e',---  e"}.




10.4. CAS DES ESPACES PSEUDO-EUCLIDIENS 157

Les coordonnées contravariantes et covariantes de v sont données par

et

10.4.2 Le tenseur métrique

Comme le produit scalaire pseudo-euclidien sur E est donné par une forme bilinéaire symétrique ¢ non
dégénérée, on peut faire correspondre & cette forme bilinéaire une application linéaire

he: E® E — R

telle que hy,(v1 ® v2) = @(v1, v2). Mais l'espace L(E ® E;R) est isomorphe & I'espace R® (E® E)* qui est
aussi isomorphe, car la dimension de E est finie, 8 R® E* ® E* = E*® E*. Ainsi L(E ® E;R) est isomorphe
a TQO (E). Notons par g, ou plus simplement g le tenseur 2-covariant, appelé tenseur métrique associé a .
Si {e1, -+ ,en} est une base de E et {e!, -, e"} sa base duale, et si

g9=gije' @€
alors
gij = (e, ej)

et les composantes du tenseur g coincident avec les composantes de la matrice de Gram du produit scalaire
©.

Exemple Supposons que ¢ soit un produit scalaire euclidien. Si {ej,--- ,e,} est une base p-orthonormée
de E, alors le tenseur métrique s’écrit dans la base {e! ® ¢/} de E* @ E* :

n
g = Zei ® e’
i=1

Définition 52 Soit g = gijei ® el un tenseur métrique sur E. On appelle tenseur dual de g, le tenseur §
de T}(E) = E ® E défini par -

g=9"€¢®e¢;
avec N

g7 = p(cl, el)

ot fdésigne le vecteur de E tel que fz f pour tout f € E*.

Déterminons les composantes contravariantes et covariantes du vecteur et. Si
ok
et =x; e

alors

~

(et ej) = €'(e)).
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Ainsi
k kj _ i
zig = 0;.

Notons par (f;) la matrice inverse de la matrice de Gram G = (") de . L’identité précédente s’écrivant

1
T; 0
Q. 331 = 1
xg 0
on en déduit
1
T; 0
1:1 =tg—1! 1
n
x; 0
et donc
1
x; Bin
x = | Bi
.73? Bin
Ainsi
J_ 3.
x; = Bij.

Le tenseur dual a comme composantes

g=g%¢;® ej = gp(g",é\j)ei ® e;.
Mais
90(67,67) = l‘ffﬂégkl-
On en déduit
9" = BixBign
et donc
g7 = Bjj.

Proposition 67 Les composantes du vecteur dual
g=g"e e,

du tenseur métrique ' '
g = gijel &® 6‘7

sont les composantes de G=! ot G = (g;5) est la matrice de Gram du produil scalaire p déterminant le
tenseur métrique g.
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10.4.3 Coordonnées contravariantes et covariantes d’une forme linéaire

Si B={e1, - ,e,} est une base de E et B* la base duale, et si
v=2x'e;
est un vecteur de F, nous avons appelé coodonnées contravariantes de v relatives 4 B, le systéme {x!,--- 2"} ]

Soit g = g;je' ® ¢/ un tenseur métrique associée au produit scalaire pseudo-euclidien ¢. Les coordonnées
covariantes du vecteur v, notées {x1, cdots, z,,} sont données par

x; = p(v, €).

Proposition 68 Si {z!,--- 2"} et {x1,cdots,x,} sont les sytémes de coordonnées contravariantes et
covariantes d’un vecteur v € E relatives a une base B de F, alors ces coordonnées sont relies par

z; = gija’!

pour tout 1 =1,--- ,n.

Démonstration. On a en effet

x; = (v, e) =x; = @(xjej,ei) = :chp(Ej,ei) = fﬁjgji-

Considérons a présent une forme linéaire a non nulle sur E. Elle se décompose sur la base duale
a = et

Comme le produit scalaire définit un isomorphisme canonique ente F et son dual, il existe un unique vecteur
v de E correspondant & «, c’est-a-dire

Oz('LU) - So(von w)

pour tout w € F.

Définition 53 On appelle coordonnées contravariantes et covariantes de lo forme linéaire a sur E relative
a une base B de E, les coordonnées contravariantes et covariantes du vecteur vy relatives a B.

EXERCICE 5 Montrer que pour les formes duales e’ de la base {e1,--- ,en},
on a

. — pl
Vi = €7,

le vecteur e étant défini dans la Définition ?7. En déduire les composantes
contravariantes et convariantes des formes e’.

Notons par {yl, -, y"} et par {y1, -, yn} respectivement les coordonnées contravariantes et covariantes
de v, et donc de «. On a
a = qzé,
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On a donc
Yi = Oy
pour tout i = 1,--- ,n. Calculons les coordonnées contrvariantes. On a
a(e;) = a; = o(va, €) =y plej e) =y gji.
Proposition 69 Les coordonnées contravariantes {y1,--- ,yn} et covariantes {yi,--- ,yn} de la forme

linéaire o sont relides par
C— g
Yi = Gijy

pour tout 1 =1,--- ,n.

EXERCICE 6 On considére dans R? le produit scalaire donné par sa forme
quadratique

2 2 2
a(z,y,z) =" +y" + (27 —ay).
1. Ecrire le tenseur métrique et son dual relativement & la base canonique
de R3.
2. Calculer les coordonnées covariantes des vecteurs de la base canonique.

3. Calculer les coordonnées contravariantes et covariantes des éléments de
la base duale.

4. Soit « la forme linéaire
.2
a(x,y,z) =z =2y

Calculer ses coordonnées contravariantes et covariantes.
5. Calculer une base orthonormée B pour ce produit scalaire.

6. Reprendre tous les calculs précédents mais relativement a la base B.



Chapitre 11

Algebres sur K. Point de vue tensoriel

11.1 K-algébres

11.1.1 Définition tensorielle d’une K-algébre

Dans le chapitre 7?7 nous avons défini la notion de K-algébres comme un couple (E, u) formé d’un K-espace
vectoriel et d’'une application bilinéaire
pw:ExXE—FE

a valeurs dans E. Or nous avons vu que l'espace L(E, E; E) des formes bilinéaires sr E a valeurs dans F
était isomorphe a l'espace L(E ® F; E) des applications linéaires de ' ® F a valeurs dans E. On a donc la
définition équivalente d’une K-algebre :

Définition 54 On appelle K-algébre tout couple A = (E,T) ou E est un K-espace vectoriel et T une
application linéaire
wEQE = E.

Remarque. Lorsque E est de dimension finie, l'espace L(FE, E; E) des applications bilinéaires sur E a
valeurs dans E est isomorphe & ’espace vectoriel T12(E) des tenseur 1-contravariants et 2-covariants sur F.
Dans ce cas, une K-algébre de dimension finie est défini comme un couple A = (E,T') ou F est un K-espace
vectoriel et T un tenseur de T7(E) appelé tenseur de structure de A. Cette définition est bien équivalente
a la Définition ??. Si E est de dimension infinie, £L(F, E; E) est isomorphe & l'espace L(E ® E; E) des
applications linéaires de ¥ ® F a valeurs dans . Mais lorsque F et GG sont des espaces de dimension infinie,
alors F* ® G est un sous-espace de L(F,G). En effet considérons l’application bilinéaire

v: F*x G — L(F;Q)

définie par o(f, w)(v) = f(v)w. Elle se factorise en une application linéaire h : F* @ G — L(F; G) injective
(cf Proposition 43). En revenant a notre structure, on en déduit que (E ® E)* ® E est un sous-espace de

161
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L(E ® E;E). Mais E* @ E* est aussi un sous-espace de (E ® E)*. Ainsi, si la dimension de E est infinie,
tout tenseur de type (1,2) peut étre considéré comme une application bilinéaire sur E a valeurs dans F,
mais la réciproque peut ne pas étre vraie.

11.1.2 Algébres unitaires

Rappelons que 'espace vectoriel £(K; E) des applications linéaires de K dans E est canoniquement
isomorphe & F. En effet, considérons I’application linéaire

v:E — L(KE)
v p(v)

ou p(v) est définie par
(v)(a) = av.
Il est clair que ¢ est linéaire. Montrons que ¢ est un isomorphisme. Soit f € L(K; E). On a, pour tout

aeK
fla) = f(a-1) =af(1).

Posons v = f(1), alors f(a) = av et f = ¢(v). Donc ¢ est surjective. Si v € ker ¢, alors
p(v) =0 et p(v)(a) = av = 0 pour tous a € K.

Ainsi av = 0 pour tout a et donc v = 0. Nous pouvons donc identifier les espaces vectoriels L(K; E) et E

Définition 55 On dira que l'algébre A = (E,T) est unitaire s’il existe une application n € L(K; E) telle
que le diagramme sutvant soit commutatif

id id
K® E nRidg 1dp®n

EQFE E®K

ot w1 et wa sont les isomorphismes canoniques.

Ce diagramme se traduit donc par
T(n(a) @ v) =T @n(a)) = pa(a®@v) = av = p1(v @ a).

Ainsi I’élément 7(1) de E est une unité pour le tenseur 7.

11.1.3 Algébres abéliennes ou commutatives

Considérons 'application linéaire
T EFEQFE —>FEQFE

définie par
TE(V1 @ v2) = V2 ® V1

pour tous vi,ve € E. Cette application est souvent appelée la permutation des facteurs de £ ® E.
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Définition 56 L’algébre A = (E,T) est commutative si le diagramme suivant est commutatif

E®QFE - FEQFE

N

E

Ceci se traduit par T(v; ® ve) = T'(v2 ® v1) pour tous vi,ve € E et correspond bien a la notion de
commutativitité donnée a partir de multiplications bilinéaires.

11.1.4 Homomorphisme d’algébres

Soient Ay = (Eq,T1) et Ag = (E9,Th) deux K-algébres.

Définition 57 Une application linéaire
f : E1 — EQ

est appelée un morphisme d’algébres entre A1 et As si elle vérifie
Tyo(f®f)=foTh.
Si Ay et Ao sont des algébres unitaires correspondant auz applications
i K—A;, i=1,2
alors f sera appelé morphisme d’algébres unitaires si
fom =mn.
Ces identités se traduisent sur les vecteurs décomposables par

{ To(f(v1) @ f(v2)) = f(Ti(v1 ® v2)),
f(m (1)) =n2(1)

11.1.5 Quelques exemples d’algébres classiques

Nous allons reprendre en termes tensoriels les identités des algebres classiques, telles que les algébres
associatives, de Lie, de Jordan. Auparavant, nous allons introduire des endomorphismes sur E®" dont le
role est de permuter les facteurs et qui généralisent 'application 7 permutant deux facteurs.

Soit F un K-espace vectoriel. Soit ¥, le groupe symétrique de dégré n. Si K[X,,] désigne ’espace vectoriel
de dimension n! dont une base est constituée des éléments de X, alors tout vecteur de K[X,] s’écrit

A= Z AgO

o€y,
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avec a, € K. On peut munir I'espace vectoriel K[X,,] d’une structure d’algébre associative, non commutative
dés que n > 3, en définissant la multiplication sur les vecteurs de base :

01092 =01 009

qui correspond a la loi du groupe X,,.

Pour tout o € %,, soit e 'endomorphisme de E®" défini sur les vecteurs générateurs vq & --- @ v,
par :
(I)Z’E(vl R ® ’Un) = V(1) @ @ Vg(n)-
Cette application linéaire est bijective :
n,E\—1 n,E
(@57) " =

o~ 1*

SiA= ZUGZ" as0 est un vecteur de K[3,], nous poserons alors

n,E _ n7E
o = Z ae .
aezn

Les applications @X’E sont des endomorphismes de E®", mais ne sont pas en général des automorphismes
des que A n’a pas d’inverse dans K[X,].

Algébres de Lie. Une algébre A = (E,T) est une algébre de Lie si application linéaire T' veérifie

{ Tod%l = 1,

3,F
To(T®Id)od¥’ ,=0

ou 7;; désigne la transposition des indices ¢ et j et ¢ le cycle ¢ = < ; 3 i) >

Algébres associatives. Une algébre A = (E,T) est une algébre associative si Papplication linéaire T
vérifie

To(T®Id)—To(Id®T)=0.

Algébres associatives commutatives. Une algébre A = (E,T') est une algébre associative commutative
si I’application linéaire T' vérifie

TodZP =T,
To(T®Ild)—To(Id®T)=0.
Notons que la premiére identité s’écrit aussi
Tod?” =0

I—712

ou I est 'identité de Xo.

Algébres G;-associatives. Le groupe Y3 admet 6 sous groupes :

G = {I}a
Gy = {1,712},
Gz = {1,713},
Gy = {I, 193},
G5 = {I7 6702}7
Ge = X3.
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. R . 3
Associons & chacun de ces 6 groupes I’endomorphisme de E®" :
3,E
P = Yseqie(o)o

ol €(0) désigne la signature de o. Par exemple

3.E
<I>G1 =1d
et
3E _ +3.E
<I)G6 - (1>177127713*T23+c+c2'

Une algebre A = (E,T) est une algébre G;-associative si Uapplication linéaire T vérifie
3,E _
(To(T®Id)—To(Id®T))o®g" =0.

En particulier
— Une algébre G1-associative est une algébre associative.
— Une algebre G-associative est une algébre symétrique a gauche (ou Pré Lie). Elle correspond a l'identité

T(T(Ul (= Ug) X Ug) — T(U1 X T(Ug X 1)3)) = T(T(UQ X 1)1) (= 1)3) — T(Ug X T(Ul & Ug)).

— Une algebre G3-associative est une algébre symeétrique a droite (ou de Vinberg). Elle correspond a
I'identité

T(T(v1 ®@v2) ®v3) —T(v1 @ T(v2 ®w3)) = T(T(v1 ® vy ®v2) —T(v1 @ T(v3 @ V2)).
— Une algebre Gg-associative est une algébre Lie admissible. Elle correspond a l'identité

T(T(v1 ®v2) ®v3) —T(v1 @ T(v2 ®v3)) — T(T'(v2 @ v1) @ wz) +T(v2 ® T (v1 @ v3))

—T(T(v1 ®@v3) ®v2) +T(v1 @ T(vs @v2)) — T(T(v3 ®v2) @v1) + T(v3® T (v ®v1))
+T(T(va @v3) @v1) — T(va @ T(v3 Q@ v1)) + T(T(v3 @ v1) ®ve) — T(v3RT(v1 ®v2)) =0
EXERCICE 1

1. Montrer que si A = (E, T) est une algébre Lie admissible, alors ’algébre
Ay = (E,Ty) ou Ty est 'application linéaire définie par

T, =T o ®>F

I—T112

est une algébre de Lie.

2. Montrer que toute algébre G;-associative est une algébre Lie admissible.

Algébres a puissance associative.

Une algébre A = (E,T) est dite a puissance associative, si toute sous algébre engendrée par un élément
est associative. Ceci implique en particulier

T(T(v,v),v) =T (v,T(v,v))

pour tout v € E. La puissance associativité implique égalemement que pour tout n la puissance n-iéme
d’un vecteur v est obtenue en multipliant n exemplaires de ce vecteur sans tenir compte du parenthésage.
Concrétement, si 'on note plus simplement T'(v,v) = v - v = v?, alors
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Par récurrence, en partant de vl = v, Ol &

Définition 58 Une K-algébre A = (E,T) est dite a puissance 3 associative si lapplication linéaire T
vérifie

3,E -
(To(T®ld)=To(ld®T))o (I)I+T12+T13+T23+c+c2 =0.

EXERCICE 2

1. Montrer que la condition de puissance 3 associative est équivalente a
T(T(wev)©v) =T (vev))

pour tout v € E.

2. Montrer que toute algébre & puissance associative est & puissance 3
associative. La réciproque est-elle vraie?

EXERCICE 3 Montrer qu'une algébre A = (E,T) est Lie-admissible et a
puissance 3 associative si et seulement si elle est G5-associative.

Algébres alternatives.

Définition 59 Une K-algébre A = (E,T) est dite alternative si l'application linéaire T vérifie

I+T712

(To(T®Id)—To(Id®T))od?" =0.

{ (To(T®Id)—To(Id®T))od> " =0,
I+7123

Proposition 70 Les algébres alternatives sont & puissance 3-associative.

Démonstration. Considérons la premiére identité :

3.E
(To(T®lId)~To(Id®T))od¥" =o.

Comme l'application linéaire (Iﬁf est inversible, elle est involutive, cette identité est équivalente a

(To(T®Id)—To(Id®T))od} oddl=0
c’est-a-dire
(To(T®Id)—To(IdeT))od>" ,=o0.

T134c2

A 3,E : . 3,E 3E _ £3,E i "
De méme, ®7; est inversible. Comme @77 o @7 = &7  on a l'identité

(To(T®Id)—To(IdeT))od>", =o0.

T23+C
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En ajoutant ces trois relations, on obtient
3,E _
(To(T®Id)—To(Id®T))o e trgstote2 =0

et ’algébre est & puissance 3 associative.

Remarque. Dans cette démonstration nous n’avons utilisée que la premiére identité de la définition des al-
gebres alternatives. Si on appelle algébres alternatives a gauche toute algebre A = 5E,T') dont I'application

linéaire T vérifie uniquement
3,E
(To(T'wld)—To(ld®T))ody =0

nous avons en fait montrer que toute algébre alternative a gauche est & puissance 3 associative.

De méme si on appelle algébres alternatives a droite toute algébre A = (E,T) dont l'application linéaire

T vérifie uniquement

3,E
(T o (T ® Id) —To([d@T))o@HT23 =0
alors on montre de la méme facon que toute algébre alternative a gauche est a puissance 3 associative.

EXERCICE 4 L’algébre des octonions est une algebre de dimension 8 dont

la multiplication est définie dans la base {eg = 1,e1,--- ,e7} par
T | e ) es e4 es e er
e1| =11 ey er | —ea | eg | —es | —es3
es | —eq | —1 | es e1 | —es3| ey | —eg
es| —er | —e5 | —1 | €5 ey | —eq | e1
€4 €9 —€1 | —€p -1 (&g €3 —€5
€5 | —€¢ €3 —€9 | —e7 -1 €1 €4
€6 €5 —e7 €4 —€3 | —€1 -1 €2
€7 €3 €6 —€1 €5 —€4 | —€9 -1

Montrer que cette algébre non associative est alternative.

EXERCICE 5 Montrer que toute algebre alternative est & puissance asso-

ciative

EXERCICE 6 Montrer que 'algébre des sédénions définie dans la base
{60 = 17 €1, 7615} par

et par le tableau suivant est & puissances associatives mais n’est pas alterna-

tive.



168 CHAPITRE 11. ALGEBRES SUR K. POINT DE VUE TENSORIEL

T €1 €2 €3 €4 €5 €6 €7 €8 €9 €10 €11 €12 €13 €14 €15
€1 —1 €3 —€2 €5 —€4 €7 —€6 €9 —es €11 €10 €13 €12 €15 | —€14
€2 —€3 —1 €1 €6 —€7 | —€4 €5 €10 €11 —€3 €9 €14 | —€15 | €12 €13
€3 €2 —€1 -1 er €6 €5 €4 €11 €10 €9 €8 €15 €14 | —€13 | €12
€4 —€5 | —€6 | —€7 —1 €1 €2 €3 €12 €13 €14 €15 | —€g | —€9 | —€10 | —€11
es | €4 er | —e¢ | —el | —1 | e3 ex | €13 | —€12| €15 | —€14| €9 | —eg | e | —eqp
€6 er €4 €5 —eg | —e3 | —1 €1 €14 | —€15 | —€12 | €13 | €10 | —€11 | —€8 €9
er €6 —€5 €4 —€3 €2 —e1 —1 | e15 | enq | —e13| —e2| enn | elg | —eg | —es
eg | —eg | —ejg | —e11 | —e1a | —e13 | —e1q | —e15 | —1 €1 €2 €3 €4 €5 €6 er
€9 €s €11 | —€10 | —€13 | €12 el | —e1q | —er | —1 €3 —€2 | 65| €4 €7 —€6
€10 | —€11 €8 €9 —€14 | —€15 | €12 €13 | —€2 | —€3 —1 €1 —€6 | —€7 €4 €5
€11 | €10 —€9 €8 —€15| €14 | —€13 | €12 | —€3 €2 —€1 -1 | —er €6 —€5 €4
€12 | —€13 | —€14 | —€15 €8 —€9 | —€10 | —€11 | —€4 €5 €6 er -1 €1 €2 €3
€13 | €12 €15 | —€14 €9 €8 €11 | —€10 | —€5 | —€4 €7 —eg | —e1 | —1 €3 —€2
€14 | —€15 | €12 | €13 | eg | —e11| eg eg | —e¢ | —er | —eq | es | —ex| —ez | —1 e1
€15 | €14 | —€13 | €12 €11 €10 | —€9 es | —er| €¢ —€5 | —€4 | —€3| €2 —e1 —1

Algébres flexibles

Définition 60 Une K-algébre A = (E,T) est dite flexible si lapplication linéaire T vérifie

{ (To(T®Id)—To(IdeT))od¥E =0,

Il est clair qu’une telle algébre est a puissance 3 associative.

Proposition 71 Toute algébre alternative est flexible.

Démonstration. Ceci résulte de l'identité dans X3 :

I+7‘13:(I+T13)O(I+02)*(I+T23)OC2.

Algébres de Jordan

Définition 61 Une K-algébre commutative A = (E,T) est dite de Jordan si l'application linéaire T vérifie
(To[To(T®Id)|®@Id—To(T®T)odr  , =0

ot 71, taus, taus sont les permutations appartenant & X4 sutvantes :

(123 4 (123 4 (123 4
M=\l9 341 )27 (3 142)P7\1243)

EXERCICE 7 Soit A = (E,T) une algébre associative. Montrer que 1’al-
gébre L = (E,Ty)ouT; =To @?;ETH est une algebre de Lie et que I'algebre

J=(E,Ty)ouTy=To @ifnz est une algébre de Jordan.
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EXERCICE 8 On appelle algébre de Poisson, une algebre A = (E,T') dont
I'application linéaire T' vérifie

3(To(T®Id)—To(Id®T))—To (T®Id)od>” —0.

To3+c—T12—C?

1. Montrer qu’'une algébre de Poisson est Lie admissible et flexible.

2. Montrer qu'une algebre A = (F,T) Lie admissible, flexible et vérifiant

3,E 3,E
To(T®Id)o®y,, ., —To(Id®T))o®y, . »=0.

3. Montrer que si A = (E,T) est une algébre de Poisson, alors ’algebre
L=(ETy)ouTy=To ®>F  est une algébre de Lie, lalgébre As =

I—719

(E,Ty)onTo=To @?’fﬁz est une algébre associative commutative et

les applications linéaires T et T5 sont reliés par la relation de Leibniz :
2.F
Ty o (T2 (%9 Id) —Tho (Id & Tl) o PhZI_T12.

4. Montrer la réciproque.

11.2 Coalgébres

Dans le chapitre 6, nous avons esquissé une notion de coalgébres, mais la présentation tensorielle de la
loi multiplicative va permettre une formalisation mieux adaptée.

11.2.1 Deéfinition générale

Définition 62 Une K-coalgébre est un couple C = (E,A) ou E est un K-espace vectoriel et
A:E—-EQEFE
une application linéaire. La coalgébre C = (E,A) est dite counitaire s’il existe une forme linéaire
e: F—->K

vérifiant
{ (e@1d)(A(v)) =1®w,
(Id®e)(Aw)) =v®1

pour tout v € E.

L’application A est appelée la comultiplication de la coalgébre.

Exemple. Prenons ' = K et considérons ’application
A:K—-KgK

définie par
Ala)=a®a
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pour tout a € K. Le couple (K, A) est une coalgebre. L’application ¢ donnée par e(a) = 1 pour tout a
vérifie les conditions de counité, cette coalgébre est counitaire.

Définition 63 Une coalgébre C = (E,A) est dite cocommutaive si A vérifie
A=70A
ouT: E®FE — E®FE est Uapplication linéaire, la permutation des facteurs, vérifiant
T(v1 ® v2) = v ® V1

pour tout vi,vy € E.

L’application 7, appelée aussi "twist" correspond en fait & l’application ®,, définie dans le paragraphe
précédent. Mais la tradition impose la notation 7.

11.2.2 Coalgébres coassociatives

Définition 64 Une coalgébre C = (E,A) est dite coassociative si la comultiplication A vérifie

(Id® A)o A= (A®Id)oA.

EXERCICE 7

1. Soit E un espace vectoriel de dimension 2 et soit {e1,e2} une base de
E. Soit A : E — E® FE l'application linéaire définie par

Ae1) =e1 ®eg + e ® ey,
A(EQ) =e1®e; —er e

Montrer que C = (E,A) est une coalgébre coassociative counitaire.
Est-elle cocommutative ?

2. Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et soit {eg,e1, €2} une base
de E. Soit A : E — E ® E I'application linéaire définie par

A(eo) =eg ® e,
Ale1) =eg®e1 + e1 ® ey,
A(eg) =egRey+e1 Ve +e2 X eg.

Est-ce que C' = (F, A) est une coalgébre coassociative cocommutative
et counitaire 7
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EXERCICE 8 On considére 'espace vectoriel E des matrices carrées
d’ordre 2 & coefficients dans K. Notons par (£;;) la matrice élémentaire dont
tous les coefficients sont nuls sauf le coefficients z;; qui vaut 1. On définit
I’application linéaire A : E — E® E apr

2
A(Eyj) = Eip® By
p=1

pour i,j = 1,2. Montrer que C = (E,A) est une coalgeébre coassociative
counitaire. Est-elle cocommutative 7

EXERCICE 9 Soit A = (E,T) une K-algébre associative unitaire de di-
mension finie. Montrer que 'on peut munir le dual E* d’une structure de
coalgébre coassociative counitaire.

Proposition 72 Soit T(M) l’espace vectoriel sous-jacent o l’algébre tensorielle d’un espace vectoriel E.
Il eziste sur T'(M) une structure de coalgébre coassociative counitaire.

Démonstration. Considérons 'application linéaire
f:E—->FEQFE
définie par
fw)=v®l+1®v
pour tout v € E.

Lemme 3 Soit Ay = (E1,T1) et As = (E2, 1) deus algébres associatives. Alors Ai®As = (E1QFE2, T1®T5)
est une algébre associative.

En effet, si pour ¢ = 1,2,3 on prend des vecteurs v; € Fq et w; € Fo, alors

Ty @ To(Th @ Ta((v1 @ w1) @ (12 @w2)) @ (v3 @ ws3)) =T1 @ To((T1(v1 @ v2) @ Ta(wr @ w2)) @ (v3 @ w3))
=T1(T1(v1 ® v2) ® v3) ® To(To(w1 ® w2)) ® w3)
=Ti(v1 @T1(v2 @ v3)) @ To(wy @ Ta(wy @ ws))
=T @Tr(v1 @w) @11 @ Ta((v2 ® wa) ® (v3 @ w3)).

De ce lemme nous déduisons que T(FE) ® T(E) est aussi une algebre associative. D’aprés la propriété
universelle de ’algebre tensorielle, il existe un homomorphisme d’algébres

A :T(E) — T(E) ® T(E)

tel que A(v) = f(v) pour tout v € E. Cette application A définit une structure de coalgébre C' = (T'(E), A).
Montrons qu’elle est coassociative. Comme A est un morphisme d’algébres, il suffit de montrer la relation

de coassociativité
(Id® A)oA=(A®Id)oA

sur des générateurs de l'algébre tensorielle, par exemple sur les vecteurs de E. Soit v € E. Alors, comme
Palgebre tensorielle est unitaire, A(1) =1® 1 et

(A®Id)oA(w) =(A®Id)vel+10v)
=R1®1+10vel1+1Q®v
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° (Id@A)oA(v) ={Td@A)(val+1®wv)

=vR1®1+10ve1+1Q®v

Construisons maintenant la counité. Pour cela considérons 'application nulle
0:F—>K

& valeurs dans 1’algébre associative unitaire K. D’aprés la propriété universelle de ’algébre tensorielle, cette
application se factorise en un morphisme d’algébres unitaires

e:T(E) =K
tel que £(v) = 0 pour tout v € E. Comme précédemment, il suffit de prouver les relations

{ (e® Id)(A(v)) =1@w,
(Id®e)(Aw) =v®1

sur les seuls vecteurs v € E. On a

(e@Id)(A(w)) =e®Idv®1+1®0v)
=e(v)®1+e(1) @0
=1®wv

° (Id®e)(Aw)) =ldRe(v®1+1®0v)

=v®e(l)+v®e(v)
=v®1.

Ainsi € est une counité. D’oui la proposition &

11.2.3 Coalgébres de Lie

Définition 65 Une coalgébre C' = (E, A) est une coalgébre de Lie
1. A=—-%,,0A

2. q)fd—‘rc-i-cZO(Id@A)oA:O'

EXERCICE 10 Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3. Soit
{e1,e2,e3} une base de E et soit {e!,e? €3} la base duale. On considére
sur le dual E* la comultiplication

A:E*— FE*QFE"

définie par
Ale)) =e?®@e3 —e3 ® e?,
Al®)=e3 el —el ®e3,
Al®)=el®e? —e?®el.

Montrer que C' = (E*, A) est une coalgébre de Lie.
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Proposition 73 Soit C = (E,A) une coalgébre coassociative. Alors la coalgébre Cr, = (E,AL) dont la
comultiplication est donnée par
Ap=®1q-7,0A

est une coalgébre de Lie.

Démonstration. Soit v € E et soit
Av) = Zvi @ wj.
On a alors
Ar(v) = Z(vi ® w; — w; ® v;).
On a
(I)Tu 0 A(U) = - Z(Uz R w; —w; @ Ui) = —AL(U)

pour tout v € E. De méme,

(I)Id+c+02 © (Id ® AL) oA = (I)Id+c+02 © (Id ® Prg—ry, © A) 0®rg_7y, 0 A
= (I)Id+c+c2 o (Id ® A) oA — (I)Id—i-c-&-cQ © (Id ® A) 0 ((I)Tm o A)
_(I)Id+c+02 o (Id ® (CI)T12 ° A)) oA
FPraterez © (Id® (Pry, 0 A)) o (B, 0 A).

Comme A est coassociative, nous avons des relations du type
(Id® A)oA=d.0(ld® A)o (P, 0A)
et les termes de l'identité précédente s’éliminent deux & deux. &.

Remarque : la notion de bigébres. La notion de bigébres, appelées également bialgébres, relie les
structures d’algébres et de coalgébres que 'on peut mettre sur un espace vectoriel. Comme cette notion
sort un peu du cadre de travail imposé dans ce livre, nous allons la présenter sommairement. Soit £ un K
espace vectoriel. Supposons que sur E existe une structure d’algébre associative unitaire A = (F,T') et une
structure de coalgebre coassociative counitaire C' = (E, A). La comultiplication

A F—-EQF

est alors une application linéaire d’une algébre associative E dans une autre algebre associative £ ® F.
Rappelons que le produit d’algébre associatif sur F ® F est T'® T. Appelons ¢ la counité de la coalgébre
C. C’st aussi une application linéaire

e: B —-K

qui prend ses valeurs dans une algébre associative et a valeurs dans une algébre associative. En général, ces
deux applications linéaires ne sont pas des homomorphismes d’algébres unitaires.

Définition 66 On dira que le triplet B = (E,T,A) ou E est un K-esapce vectoriel, A = (E,T) une
algebre associative unitaire, C = (E,A) une coalgébre coassociative counitaire est une bigébre si les appli-
cations linéaires

1. A\:E—-EQFE
2. ¢e: F—-K

sont des homomorphismes d’algébres unitaires.
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Ceci signifie que ’on a
AoT=(TRT)o(ld®T®Id)o(A®A)

et
coT'=mo(e®e¢)

ou m désigne la multiplication dans K. Comme ces homomorphismes sont unitaires, on a en plus
Aon(a) =n(a) @n(a)

pour tout a de K ou 1 : K — E est 'unité de 'algébre A et

eon(a) = a.

On montre, sans trop de difficultés que les conditions pour que B = (E,T,A) soit une bigébre sont
équivalentes & dire que les applications linéaires

T:EFEQFE—FE

et
n:K—FE

sont des homomorphismes de coalgébes. En effet si les relations précédentes décrivent le fait que A et € sont
des morphismes d’algébres unitaires, les deux premiéres sont équivalentes a dire que 71" est un morphimsme
de coalgebres counitaires et les deux derniéres que 7 est aussi un tel morphisme.



Chapitre 12

Calcul tensoriel en géométrie riemannienne

12.1 Composantes contravariantes et covariantes dans un espace
euclidien

12.1.1 Définition

Soit E un espace pseudo euclidien. On notera, pour respecter les usages de la géométrie différentiel
par g le produit scalaire sur E. Considérons une base quelconque (non nécéssairement orthonormée) B =
{e1,e2,--+ ,en} de E. Soit v € E.

Définition 67 On appelle
1. Composantes contravariantes de v relatives a la base B les scalaires x*, i = 1,--- ,n donnés
par
v = z'e;.
2. Composantes covariantes de v relatives a la base B les scalaires x;, i = 1,--- ,n donnés par
Ty = g(’U, eL)

Remarquons que si la base B est orthonomée, alors
x; = g(v,e;) = g(xjej,ei) = g(e;, €)x’ = 2.

Si I'espace est euclidiens, les deux systémes de composantes coincident. Il n’en est pas de méme si la base
n'est pas orthonormée. Soit (gi;; = g(e;, e;)) la matrice de g relative a la base B. On a alors

x; = g(v,e;) = gjixj (12.1)

175
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soit, en développant cette écriture matricielle

T g1 gi12 -+ Gin x
2

T2 g21 g22 - G9on x
n

Tn gnl Gn2 - Gnn x

Inversement, connaissant le systéme de composantes covariantes, on peut trouver les composantes contra-
variantes. Posons

(97) = (gi5)".

Cette matrice est bien inversible car g est non dégénérée. On a alors

2 =g(v,e;) = g''a’. (12.2)

12.1.2 Expression du produit scalaire

Soient u et v deux vecteurs de F de composantes contravariantes et covariantes respectivement égales &
(x"), (z4), (¥"), (ys). Alors
9(u,v) = gizz'y’ = ziy) = x'y;.

On en déduit en particulier, si g est la forme quadratique associée & g :

q(u) = z'z;.
12.1.3 Changement de bases
Soient B = {e),--- ,el,} une autre base de E. Posons
6; = agej, €; — ZJB;

Si {x'} et {2"*} sont les systémes de coordonnées contravariantes de u dans les bases B et B/, on a

:El xll
$2 2
: =P\ .

xn x/n

ou P est la matrice (ag ). Si {z;} et {z}} sont les systémes de coordonnées covariantes de u dans les bases
Bet B, ona

/
=P

/
Tn x,,
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12.2 Dualité

La donnée d’un produit scalaire pseudo euclidien sur E va permettre d’identifier tout tenseur d’ordre ¢
avev un tenseur contravariant du méme ordre. Il suffira donc de considérer sur un espace pseudo euclidien
uniquement les tenseurs contravariants.

Soit uw € E. 1l lui correspond la forme linéaire [,, € E* définie par

bu(v) = g(u, ).

Inversement, & toute forme linéaire f € E* correspond un unique vecteur u tel que f = [,. Considérons la
base duale B* de la base B. Relativement & ces bases, on a u = (z°). Alors les composantes de [, dans la
base B’ sont les composantes (x;) covariantes de u. Ainsi, dans un espace pseudo euclidien, grace au produit
scalaire, on peut identifier de maniére canonique l'espace F et son dual E*.

Considérons a présent un tenseur 7' contravariant d’ordre ¢ qui soit du type
T=u@) ®@ue) @ @ ug).

A chaque vecteur u;) de E correspond la forme linéaire lu(,-)- Nous pouvons donc faire correspondre a

T un tenseur de type (p,q — p) obtenu en remplagant p vecteurs ;) par les formes l“(i)' Cherchons les
composantes de ces différents tenseurs. Soient (mé“l) les composantes contravariantes du vecteur u;), alors
les composantes contravariantes du tenseur 1" sont

i1dgeig 01 02 0
T =Ty Ty

Si nous remplagons le vecteurs u () par la forme linéaire [ les composantes du nouveau tenseur de type

u(1)7

(1,g— 1) sont
iQ.”iq — . i2 “e e iq
ti, =TT Ty
Si nous remplagons le vecteurs u(y) par la forme linéaire luy,, les composantes du nouveau tenseur de type
(1,g— 1) sont
TR R U~ T 7
Po " = 20)%@ia%@) )
Ces différents tenseurs seront considérés comme identiques. Mais
_ J2
L(2)iz = GizjaT(2)
On en déduit o
i1 Bla o diged
ts, = Ginjp b2
En opérant sur tous les indices, on en déduit en particulier
bivigigiq = Yirj1igz " Jigigl = O

Y vari XPri 3 i vari
Inversement, les composantes contravariantes s’expriment & partir des composantes covariantes par
111213 +1q _ 11 41272 iqday. . .
t q — g g g q qtll'LQ"‘Zq'

Conclusion. Les différentes composantes contravariantes, mixtes ou covariantes d’un tenseur dans ’espace
pseudo euclidien se déduisent les unes des autres par multiplication par g;; ou g% et des sommations, cette
opération pouvant étant répétée. Nous pourrons donc parler de tenseur symétrique, cela voulant dire que
le tenseur contravariant associé est antisymétrique.
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12.2.1 Le tenseur fondamental

Si u et v sont deux vecteurs de I'espace pseudo euclidien E de composantes contravariantes (z¢) et (y),
le produit scalaire s’exprime par

g(u,v) = gija'y’.

Les g;; sont les composantes d'un tenseur symétrique, appelé tenseur fondamental. Les composantes mixtes
de ce tenseur sont

95 = 9" gix = 9" gr-
On a également
Gk
9”7 = 9" g;-

12.3 La variété riemannienne R"

12.3.1 Coordonnées curvilignes

Notons par {z!,--- 2"} les coordonnées canoniques d’un point de R™ (relatives & la base orthonormée
canonique de R"). Un systéme de n fonctions continument différentiables g!,--- | g" définit un systéme de
coordonnées curvilignes {y',--- ,y"} si

yl:gl(ajla 7xn)7 7’:17 y v

avec
gt 9g® og"
ozl 0Ozl Ozl
d¢' 09> .. 0g"
det 0x?2  0z2 o™
gt 0g? g™
oz Ox™ oxm

est non nul.

Définition 68 On appelle courbes coordonnées les courbes représentant l’ensemble des points M
pour leue seule une coordonnées curvilignes y* varie.

Ceci permet de définir au point M un repére naturel 1ié au systéme de coordonnées curvilignes.

Définition 69 On appelle repére naturel au point M lié¢ au systéme de coordonnées curvilignes {y'},
la famille des vecteurs tangents en M auz courbes coordonnées. |

Ces vecteurs s’écrivent donc

oM
oy’
Ils sont indépendants d’aprés la définition des coordonnées curvilignes. On définit ainsi au point M un
espace vectoriel, d’origine M et engendré par les vecteurs e;. Cet espace vectoriel sera noté Ths et appelé

I'espace tangent au point M a R™. Si T(R™) = |J,; Tm, cet ensemble (qui n’est plus un espace vectoriel)
est appelé le fibré tangent.

€; = i:1,---,n.
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La définition des vecteurs e; est équivalente & écrire
dM = e;dy’

soit, si I’'on pose
et = fiyt- ")

les f* étant les fonctions inverses des fonctions ¢* définissant les coordonnées curvilignes :

Ofi

i_ p

dz' = By dyj

alors ‘ A
e~—(8fz... 8f’)
T 8y17 78yn .

Exemple : Le systéme de coordonnées polaires. Considérons dans R? le systéme de coordonnées
polaires (y! =7,y% = 0,y3 = ¢) données par

ou inversement par

x
v =g?(al, 22 2% == arctan;

Les courbes coordonnées passant par M = (2!, 22, 2%) sont le rayon vecteur OM, le cercle horizontal centré

sur Oz passant par M et le cercle de centre O passan par M. On a donc

dz!' = (cos @ cos p)dr — (rsin @ cos ©)df — (r cos O sin p)dyp
dx? = (cos 0 sin p)dr — (rsin@sin p)df + (r cos 6 cos ¢)dy
dz3 = sin Odr + r cos 6d6.

Ainsi
e1 = (cos B cos ¢, cosh sin , sin )
€2 = (—7rsinf cos p, —rsin @ sin ¢, r cos )
es = (—rcosfsin g, rcosf cos g, 0)

On a bien

dM = erdy' + eady? + esdy®

et (dy',dy?,dy>) sont les composantes contravariantes de dM dans le repére {e, ez, e3}.
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12.3.2 Le tenseur fondamental

On considére sur R” le produit scalaire euclidien canonique associé a la forme quadratique > (z*)2. Soit
{y!,- -+ ,y"} un systéme de coordonnées curvilignes et soit {e,- - , e, } le repére en M associ”’e. Considérons
en chaque point de R" le tenseur fondamental sur ’espace vectoriel euclidien Ty;. Il est donné par

g(M) = gijdy'dy’
avec g;; = e;ej. Nous noterons classiquement ce "champ" de tenseurs

ds® = gijdyidyj.

Exemple : Le tenseur fondamental de coordonnées polaires. Il s’exprime par

ds® = dr? + 12 cos® 0dy? + r2db?.

La connaissance du champ de tenseurs fondamental permet de calculer la longueur d’un arc de courbe.
Considérons un arc de courbe AB porté par un courbe paramétrée réguliére (y!' = y!(t),--- ,y" = y"(t)),
Parc étant défini pour ¢ € [a,b]. Alors

" —
dy* dy?
longueur(AB) = / ”gijdiytdii dt.

12.3.3 Les symboles de Christoffel

Considérons le repére associé au systéme de coordonnées curvilignes en un point proche de M et décom-
posons le dans le repére au point M. On a

dM = dy'e;.

Posons
C— )
de; = wje;.

Les wg sont des formes linéaires par rapport a dM et s’exprime donc avec les dy’. Posons donc
, -
w] =T .dy".
Les Fii s’appellent les symboles de Christoffel.
Exemple : Les symboles de Christoffel de coordonnées polaires. On a vu que

e1 = (cos B cos ¢, cosh sin p, sin )
eg = (—rsinf cos , —rsin O sin @, r cos 6)
ez = (—rcosfsiny,rcos b cos g, 0)

Ainsi
— sin 6 cos wdf — cos 6 sin pdp
dey = | —sinfsinwdf + cos b cos pdyp
cos 0df
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—sin 6 cos wdr — r cos 6 cos pdf + rsin 6 sin pdp
deg = | —sin#sinpdr — r cos 6 sin pdf — rsin 0 cos pdp
cosfdr — rsin 6df

— cos 0 sin wdr + rsin 0 sin odf + r cos 6 cos wdp
des = | cosf cospdr — rsinf cos pdf — 1 cos 0 sin pdp
0

On en déduit " J
dep = —eg + £€3
T T

d
deg = —rdfey + —reg — tan f8dpes
T

d tan 6d d
des = —7“7()061 — an2 L4 ey — ( "+ tan 0dh)es
D’ou &0 d

1_p 2 _ W 3_a¥
Wy wi ” wi ”

1 o dr 3
wy = —rdf  wi = - wy; = —tanfdy

0

w% = —T%’D w§ = _tan2 dp wg’ = tan 6df

Ainsi les symboles de Christoffel sont

Fh = 07F51 = (ia leﬂ =0,
F%l = Ovrgl = ;aFgl =0,
. . 1
Fi{)l = 0>F§1 = 0,F§1 = s
i, = 2 F%z =T lel.z =0,

Ity ==, T3 =0,T% =0,

I3, = 0,r22 =0,T3, = —telm 0,
F%S = 07F%3 =0, FI1’>3 = _Ti’

tan 6
F%:s :071%3 :0,I‘§3 — 9

%, =0,I3; = tan6,I'3; = 0.

12.3.4 Présentation contravariantes des symboles de Christoffel

Les symboles de Christoffel ne soient les composantes d’'un tenseur (2,1). En effet regardons 'effet d'un
changement de base.Considérons un changement de repéres

e; = a{e;, e;» = ,8;-61'.
Il s’en suit ‘ ‘

de; = agdeg + dageg
Mais de; = w’ e] Posons de = w’ke;c Alors

; k
wle; =daolel +aluw'le,

1
= doﬂﬂlel +dw ’kﬁke .
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Ainsi ' -
wﬁ = daﬁﬁﬁ + agw'jﬂ,lf.
On en déduit les formules de changement de base pour les symboles de Christoffel :

! s Lo i
Dy = al BT 0, + B0k

7

Bien que ces formules de changement de bases ne soient pas du type tensoriel, nous allons tout de méme
regarder le point de vue covariant. On a

eiej = (9ij),
d’ott
de;.ej + ej.dej = dg;;.
Or de; = wljej. D’ou
whgrj + wfgki = dgj.
Les composantes covaraintes de de; sont données par

wii = glex, de;) = gley,w)ej) = ngkj-

Comme wg = I‘iidyk, on obtient

wii = Tjidy’ gra = Tyigmdy’ = Tjpady’.

En résumé, on a les relations
wir = Driidy®
7k kji ky
Wik = kWi
Lji = gjnl;
_ jh
F?“' - g] Fkhi-

12.3.5 Symeétries dans les symboles de Christoffel

Avec les notations précédentes, on a
dgij = Wwij + Wj-

Posons

39@'
ok Ok gij-

On a alors
Ukij + Trji = Okgij-

Comme les symboles de Christoffel sont définis a partir de la variation du repére {e;}, ils sont donc associés
au vecteur "accélération. Plus précisément, on a

oM = % —The
Comme
o*M 0*M

Oyk oy - Oy oYk’
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on déduit
Iy =T (12.3)

On a donc une symétrie par rapport aux deux indices inférieurs. Ceci implique
Lrij = Tjir. (12.4)

On a donc, pour les composantes covariantes une symétrie par rapport aux deux indices extrémes.

12.4 Dérivée covariante d’'un champ de vecteurs

12.4.1 Composantes contravariantes de la dérivée d’un vecteur

Considérons un champ de vecteurs v(M). En tout point M le vecteur v(M) € Ths. Ses composates
contravariantes sont données par
v =1'¢;.

Si nous différentions cette relation, on obtient
dv = dvle; + v'de; = dv'e; + viwgej.
Ainsi les composantes contravariantes de dv sont
Vou; = dv® + vFwi.
Mais dv® = 9sv'dy®. On déduit
Vi = Ogv'dy® + o T, dy® = (9sv' 4+ v*T%, ) dy®
ce qui nous conduit & poser
Vsv' = dv + o"T,.

Ces composantes sont les composantes d'un tenseur appelé dérvée covariante du vecteur v.

12.4.2 Composantes covariantes de la dérivée d’un vecteur

Soient v; les composantes covariantes du vecteur v. Soit w un autre champ supposé uniforme, soit dw = 0.
On a

w.v = w'v;

et en différentiant

wdv = w'dv; + vidw' = w'dv; — w}lwhvi

car Vw! = dw' + wzwh = 0. Ainsi
i ) Ty
wdv = w'(dv; — wjvj).

Posons

_ J
Vu; = dv; — w;vj.

Cette quantité est appelée la différentielle absolue de v;. Comme ci-dessus, on déduit
Vkvi = 8}50@ — le-vh.

Les Vv; sont les composantes covariantes du tenseur dérivée covariante du champ de vecteurs v.
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12.4.3 Différentielle absolue d’un tenseur

Les calculs précédents s’étendent sans difficulté aux champs de tenseurs d’ordre ¢. Par exemple, si T est
un champ de tenseurs d’ordre 2 de type (1,1), alors les comosantes du tenseur différentielle absolue sont

A A i =
Vit! = dt] — wit) + wity.
Comme V¢! est une forme différentielle par rapport aux dy*, si on pose Vil = thj dy*, alors
(2 7 (2
Vit! = Opt] —Thtd + 19 th,

Ces composantes sont les composantes d'un tenseur appelé dérivée covariante de T. Dans le cas ot le tenseur
est le tenseur fondamental g = (gs5), alors

Vgij = dgij — wignj — w?gik-

Théoréme 33 (Ricci) La différentielle absolue du tenseur fondamental g;; est nulle.




