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Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels sur un corps

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps commutatif, sans précision sur sa caractéristique.

1.1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1 On appelle espace vectoriel sur K, ou K-espace vectoriel, un ensemble E muni

1. d'une structure de groupe commutatif pour une loi notée +

2. d'une opération externe, c'est-à-dire d'une application de K× E → E véri�ant :

(a) α(βx) = (αβ)x

(b) (α+ β)x = αx+ βx

(c) α(x+ y) = αx+ αy

(d) 1x = x

pour tous α, β ∈ K, x, y ∈ E.

On notera 0E ou s'il n'y a aucune confusion possible 0, l'élément neutre (ou le vecteur nul) de E pour
l'addition. On écrira également x − y à la place de x + (−y) si −y est le symétrique de y pour la loi + .
Un espace vectoriel sur le corps des nombres réels sera appelé espace vectoriel réel, sur celui des nombres
complexes, espace vectoriel complexe.

EXERCICE 1 Montrer que tout corps K est un espace vectoriel sur lui
même. Montrer également que pour tout entier n, Kn est un espace vectoriel
sur K. Soit K un corps commutatif et k un sous-corps de K. Montrer que K
est un espace vectoriel sur k. Un espace vectoriel peut-il être de cardinalité
�nie ? Si oui donner un exemple. Un espace vectoriel peut-il être vide ?
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6 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

Un sous-espace vectoriel de E est un sous-groupe stable pour la multiplication externe. Les sous-espaces
vectoriels sont caractérisés par la proposition suivante :

Proposition 1 Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F ⊂ E est un sous-espace vectoriel de E
si
1. 0 ∈ F
2. ∀x, y ∈ F, x+ y ∈ F
3. ∀α ∈ K,∀x ∈ F, αx ∈ F.

En particulier un sous-espace vectoriel n'est jamais vide. Il contient toujours le vecteur nul de E. Un
sous-espace vectoriel de E est aussi un K-espace vectoriel pour les opérations induites de celles de E.

Soient e1, · · · , en des éléments (nommés aussi vecteurs) de l'espace vectoriel E. On appelle combinaison

linéaire de ces vecteurs, un vecteur de E de la forme

α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen

avec α1, · · · , αn ∈ K.

Dé�nition 2 Soient e1, ..., en n vecteurs de E. Le sous-espace vectoriel de E engendré par ces
vecteurs est

K{e1, · · · , en} = {α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen, αi ∈ K, i = 1, · · · , n} .

On véri�e sans peine que K{e1, .., en} est bien un sous-espace vectoriel de E. Cette dé�nition s'étend à
une famille in�nie de vecteurs de E. Si {ei}i∈I est une famille quelconque de vecteurs de E, le sous-espace
engendré par cette famille est le sous-espace vectoriel engendré par toutes les combinaisons linéaires �nies∑

j∈J⊂I
αjej , αj ∈ K

où J est un sous ensemble �ni d'indices de I, de vecteurs de la famille {ei}i∈I .

EXERCICE 2 Soit V (n, 2) l'espace vectoriel F2
n sur le corps �ni à deux

éléments F2 . Un sous-espace vectoriel de V (n, 2) est appelé un code linéaire
binaire. Soit v ∈ V (n, 2). On appelle poids de v le nombre de composantes
non nulles de v. Quels sont les poids des vecteurs v = (1, 1, ..., 1) et w =
(0, 0, ..., 0) ? Soit E le sous ensemble de V (n, 2) formé des vecteurs de poids
pair. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de V (n, 2).

EXERCICE 3 Montrer que tout espace vectoriel sur un corps in�ni n'est
jamais la réunion d'un nombre �ni de sous-espaces vectoriels.
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1.1.2 Bases d'un espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel sur K. Dans le paragraphe précédent nous avons rappelé la notion de sous-
espace engendré par une famille de vecteurs. Un cas particulier intéressant est celui où cette famille engendre
l'espace en entier. Une telle famille est dit génératice. En résumé, une famille {ei}i∈I de vecteurs de E est
dite famille génératrice si pour tout vecteur x ∈ E, il existe une famille �nie {αj}j∈J de scalaires, J
étant un sous ensemble �ni de I, telle que

x =
∑
j∈J

αjej .

Dé�nition 3 On appelle base du K-espace vectoriel E toute famille génératice libre, c'est-à-dire
pour laquelle il n'existe aucune relation linéaire

αi1ei1 + · · ·+ αipeip = 0

entre ces vecteurs, autre que la relation triviale 0ei1 + · · ·+ 0eip = 0.

Les vecteurs d'une famille libre sont dits linéairement indépendants. Pratiquement on montre qu'une
famille quelconque {ei}i∈I de vecteurs de E est libre si pour toute sous famille �nie {ei1 , ..., eip} la relation
linéaire

αi1ei1 + · · ·+ αipeip = 0

implique
αi1 = αi2 = · · · = αip = 0.

Théorème 1 Tout espace vectoriel non réduit à {0} sur un corps K (commutatif ou non) admet
une base.

Démonstration. Cette démonstration classique est assez délicate car elle s'appuie sur un axiome de la théorie
des ensembles, l'axiome du choix ou une version équivalente appelée lemme de Zorn. Avant de rappeler ou
de dévoiler cet énoncé, nous avons besoin d'une notion à propos de laquelle le lemme de Zorn décrit quelques
propriétés. Soit P un ensemble muni d'une relation d'ordre partiel. Une chaine de P est un sous ensemble
totalement ordonné de P . Une borne supérieure d'un sous ensemble S de P est un élément a ∈ P qui est
un majorant c'est-à-dire s ≤ a pour tout s ∈ S et qui véri�e la condition de minimalité : si b ∈ P est aussi
un majorant de S, alors b ≥ a.
Lemme de Zorn : Soit P un ensemble partiellement ordonné dans lequel toute chaine admet une borne
supérieure. Alors P admet un élement maximal c'est-à dire un élément m ∈ P tel que si p ∈ P véri�e
m ≤ p, alors m = p.

Ceci étant, soit {ei}i∈I une famille libre de vecteurs de E. Soit x ∈ E tel que x n'appartienne pas au
sous-espace engendré par la famille {ei}i∈I . Alors la famille {ei, x}i∈I est encore libre. En e�et, soit

αx+ αi1ei1 + ...+ αipeip = 0
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avec ij ∈ I, j = 1, ..., p, une relation linéaire entre ces vecteurs. Si α 6= 0, alors x s'écrit comme une
combinaison linéaire des vecteurs eij ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc α = 0. Comme la famille {ei}i∈I
est libre on a aussi αij = 0 pour j = 1, ..., p et la famille {ei, x}i∈I est libre. On en déduit que l'ensemble
L des familles libres de vecteurs de E forme un ensemble inductif c'est-à-dire véri�e les conditions pour
appliquer le lemme de Zorn. Cet ensemble est partiellement ordonné par l'inclusion. D'après la remarque
ci-dessus, si L1 ⊂ L2 ⊂ ... est une chaine dans L, alors elle admet toujours une borne supérieure

⋃
Li qui

est bien dans L. D'après le lemme de Zorn, L contient un élément maximal B. Cet élément est une base
de E. En e�et, comme il appartient à L, c'est une famille libre dans E. Cette famille engendre E, sinon il
existerait un vecteur x non nul n'appartenant pas à l'espace engendré par B et B ∪ {x} serait une famille
libre ce qui contredirait la maximalité de B. ♣

1.1.3 Espaces vectoriels de dimension �nie

Un espace vectoriel E sur le corps K est dit de dimension �nie s'il existe une base ne contenant qu'un
nombre �ni d'éléments ou si cet espace est réduit à {0}. Sinon l'espace vectoriel sera dit de dimension

in�nie.

Théorème 2 Soit E un espace vectoriel de dimension �nie sur K. Alors toutes les bases de E sont
de cardinalité �nie et ont le même nombre d'éléments. Ce nombre est appelé la dimension de E

Démonstration. Elle repose en partie sur une remarque faite plus haut : si {ei} est une famille libre de E
est si v ∈ E n'appartient pas au sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs ei alors la famille {ei, v}
est aussi libre. Une autre reformulation est donnée dans l'exercice suivant :

EXERCICE 4 Supposons que les vecteurs e1, ..., en soient linéairement in-
dépendants dans E et que les vecteurs v1, ..., vp engendrent E. Montrer que
n ≤ p.

Continuons notre démonstration. On déduit de ce résultat que si E est de dimension �nie il admet un
système �ni de générateurs. Toute base qui est une famille libre est de cardinalité inférieure ou égale à ce
nombre de générateurs. Ainsi toute base est de cardinalité �nie. Soient {ei}i=1,...,n et {vi}i=1,...,p deux bases
de E. Toujours en appliquant ce résultat, on déduit n ≤ p et p ≤ n. D'où n = p. ♣

EXERCICE 5 Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n. Montrer
que si F est un sous-espace vectoriel de E alors dim(F ) ≤ dim(E) (on
note dim(E) la dimension de E). Montrer que F = E si et seulement si
dim(F ) = dim(E). Soient F1 et F2 deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer
que F1

⋂
F2 est un sous-espace vectoriel de E. Montrer que

dim(F1) + dim(F2) = dim(F1 + F2) + dim(F1

⋂
F2)

où F1 + F2 désigne le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs de la
forme v1 + v2 avec v1 ∈ F1 et v2 ∈ F2.



1.1. ESPACES VECTORIELS SUR UN CORPS 9

1.1.4 Sommes directes et produits directs d'espaces vectoriels

Remarquons tout d'abord que si E et F sont deux espaces vectoriels sur un même corps K, alors le
produit cartésien E1 × E2 = {(x, y), x ∈ E1, y ∈ E2} est aussi un espace vectoriel sur K, les lois étant
dé�nies par

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′), α(x, y) = (αx, αy).

Dans le cas où ces deux espaces sont de dimension �nie, nous avons de plus

dim(E1 × E2) = dim(E1) + dim(E2).

Cette dé�nition se généralise au cas d'une famille quelconque d'espaces vectoriels sur K.

Dé�nition 4 Soit {Ei}i∈I une famille quelconque de K-espaces vectoriels. On appelle produit direct
des espaces {Ei}i∈I le K-espace vectoriel

∏
i∈I

Ei =

{
f : I →

⋃
i∈I

Ei , f(i) ∈ Ei

}
.

La structure d'espace vectoriel de
∏
i∈I

Ei est donnée par les opérations suivantes :

f + g : i→ f(i) + g(i)
αf : i→ αf(i)

On peut donc identi�er le produit des espaces vectoriels Ei à l'ensemble des suites (vi)i∈I telles que vi ∈ Ei
pour tout i ∈ I.

Soit f ∈
∏
i∈I

Ei. Son support est l'ensemble

supp(f) = {i ∈ I tel que f(i) 6= 0} .

Dé�nition 5 Soit {Ei}i∈I une famille quelconque de K-espaces vectoriels. On appelle somme directe
externe des espaces {Ei}i∈I le K-espace vectoriel

∑
i∈I

Ei =

{
f ∈

∏
i∈I

Ei, supp(f) �ni

}
.

Ainsi la somme directe externe
∑

i∈I Ei correspond à l'ensemble des suites (vi)i∈I telles que vi ∈ Ei et les
vi sont nuls à l'exception d'un nombre �ni d'entre eux.

EXERCICE 6. Montrer que si l'ensemble I est �ni, les notions de produit
direct et de somme directe externe coincident.

La somme directe est une opération sur l'ensemble des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel donné.
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Dé�nition 6 Soient E un espace vectoriel sur K et Fi, i = 1, ..., p des sous-espaces vectoriels de
E. On dit qu'ils sont supplémentaires si

1. F1 + F2 + ...+ Fp = E

2. Fi
⋂

(F1 + ..+ Fi−1 + Fi+1 + ...+ Fp) = {0}, i = 1, ..., p.

Si les sous-espaces Fi, i = 1, ..., p sont supplémentaires on notera

F1 ⊕ F2 ⊕ ...⊕ Fp

le sous-espace F1 + ...+ Fp. On dit alors que les espaces Fi, i = 1, ..., p sont en somme directe.

Rappelons que le sous-espace vectoriel F1 + ..+ Fp est le sous-espace de E engendré par les vecteurs de
la forme v1 + v2 + ...+ vp avec vi ∈ Fi.

EXERCICE 7. Montrer que si les sous-espaces Fi sont supplémentaires et
de dimension �nie, alors

dim(F1 ⊕ F2 ⊕ ...⊕ Fp) = dim(F1) + dim(F2) + ...+ dim(Fp).

Soit E = R2. Trouver p sous-espaces vectoriels véri�ant

1. F1 + F2 + ...+ Fp = R2

2. Fi
⋂
Fj = {0} i 6= j

et qui ne soient pas supplémentaires.

EXERCICE 8. Soit E un K-espace vectoriel. Montrer que tout sous-espace
vectoriel F admet un supplémentaire, c'est-à-dire il existe un sous-espace F ′

tel que E = F ⊕ F ′. Ce sous-espace est-il unique ?

1.2 Applications linéaires

1.2.1 Dé�nitions

Dé�nition 7 Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. Une application f : E → F est dite
linéaire si

1. f(x+ y) = f(x) + f(y)

2. f(αx) = αf(x)

pour tout x, y ∈ E et α ∈ K.

Un peu de vocabulaire. Un endomorphisme est une application linéaire d'un espace vectoriel E dans lui
même. Un isomorphisme est une application linéaire bijective. Une application linéaire quelconque est
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parfois appelée homomorphisme. L'ensemble des applicatons linéaires de E dans F est noté L(E,F ),
l'ensemble des isomorphismes Iso(E,F ) et des endomorphismes de E, End(E).

EXERCICE 9. Montrer que L(E,F ) est un K-espace vectoriel. On sup-
pose que E et F sont de dimension �nie n et m. Montrer que L(E,F ) est
de dimension �nie et calculer sa dimension. Trouver toutes les applications
linéaires de K dans K.

Dé�nition 8 Soient E et F deux espaces vectoriels sur K et f : E → F une application linéaire.
On appelle noyau de f le sous-espace vectoriel de E

Ker(f) = {x ∈ E tels que f(x) = 0}.

On appelle image de f le sous-espace vectoriel de F

Im(f) = f(E) =
{
y ∈ E tels qu′il existe x ∈ E véri�ant f(x) = y

}
.

Le fait que Im(f) et Ker(f) soient des sous-espaces vectoriels respectivement de F et E est immédiat.

Théorème 3 Soit f ∈ L(E,F ). Alors

1. f est injective si et seulement si Ker(f)={0}

2. f est surjective si et seulement si Im(f) = F .

Démonstration. La deuxième condition n'est rien d'autre que la dé�niton de la surjectivité. Supposons f
injective. Alors comme f est linéaire f(0) = 0. Si x ∈ Ker(f) alors f(x) = 0 = f(0). Mais dire que f est
injective signi�e que f(x) = f(y) implique x = y. Ainsi f(x) = f(0) implique x = 0 et Ker(f) = {0}.
Réciproquement supposons Ker(f) = {0}. Soient x et y ∈ E véri�ant f(x) = f(y). La linéarité de f
implique f(x− y) = 0. Ainsi x− y ∈ Ker(f). Par hypothèse x− y = 0 et donc x = y et f est injective. �

1.2.2 Le dual d'un espace vectoriel

Dé�nition 9 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle dual de E et on le note E∗ le K-espace
vectoriel L(E,K).

Ainsi
E∗ = {f : E → K, f linéaire}.

Une application linéaire à valeurs dans K est appelée forme linéaire. Les éléments de E∗ sont donc les
formes linéaires. L'espace vectoriel dual E∗ de E sera étudié en détail au chapitre suivant.
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1.2.3 Un théorème de factorisation

Soit E un espace vectoriel sur K et F un sous-espace vectoriel de E. Considérons sur E la relation
d'équivalence

xRy ⇒ x− y ∈ F.

On note
E/F

l'ensemble quotient. Soit cl(x) la classe d'équivalence du vecteur x. Par dé�nition

cl(x) = {y , y = x+ v, v ∈ F}.

On montre facilement que si x′ ∈ cl(x) et y′ ∈ cl(y), alors cl(x+y) = cl(x′+y′) et pour tout α ∈ K, cl(αx) =
cl(αx′). Ceci permet de dé�nir les opérations suivantes dans E/F :

cl(x) + cl(y) = cl(x+ y)

αcl(x) = cl(αx).

Ces deux opérations munissent E/F d'une structure d'espace vectoriel sur K. L'application

π : E → E/F

dé�nie par π(x) = cl(x) est linéaire et surjective. Elle est appelée la projection canonique.

Théorème 4 Soit f : E → E′ une application linéaire surjective. Il existe un unique isomorphisme

h : E/Ker(f)→ E′

telle que
h ◦ π = f.

Démonstration. Cette application h est donnée par h(cl(x)) = f(x). Elle est bien dé�nie. En e�et si x′ ∈
cl(x) alors il existe v ∈ Ker(f) tel que x′ = x+v. Ainsi f(x′) = f(x)+f(v) = f(x) car v ∈ Ker(f) et h(cl(x))
est bien dé�nie. Comme f est surjective, l'application quotient h aussi. En�n Ker(h) = {cl(x) , h(cl(x)) =
f(x) = 0}. D'où Ker(h) = {cl(x) , x ∈ Ker(f)} = {cl(0)}. L'application h est injective. C'est donc un
isomorphisme de E/Ker(f) sur E′. �

1.3 Applications linéaires. Cas de la dimension �nie

1.3.1 Classi�cation des espaces vectoriels de dimension �nie

Théorème 5 Soit f ∈ Iso(E,F ) un isomorphisme entre K-espaces vectoriels E et F de dimension
�nie. Alors l'image d'une base {e1, .., en} de E est une base de F . En particulier les deux espaces
vectoriels ont la même dimension
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Démonstration. Soit {e1, .., en} une base de E. Posons fi = f(ei) et considérons une relation linéaire

α1f1 + ...+ αnfn = 0.

Alors α1f(e1) + ...+ αnf(en) = 0 = f(α1e1 + ...+ αnen) et comme f est injective, ceci implique

α1e1 + ...+ αnen = 0.

L'indépendance des vecteurs ei impliquent α1 = ... = αn = 0 et les vecteurs fi sont indépendants. Montrons
qu'ils sont générateurs. Comme f est surjective tout vecteur y de F s'écrit y = f(x). Comme x ∈ E, il
se décompose dans la base {e1, .., en} : x = x1e1 + ... + xnen. D'où y = f(x) = f(x1e1 + ... + xnen) =
x1f(e1) + ... + xnf(en). Ceci montre que les vecteurs f(ei) sont aussi générateurs. Ainsi {f(e1), .., f(en)}
est une base de F . En particulier on a dim(F ) = n = dim(E). �

EXERCICE 10. Montrer que tout espace vectoriel E de dimension n sur
K est isomorphe à l'espace vectoriel Kn.

Le résultat de l'exercice précédent peut s'interpréter en disant que la classi�cation à isomorphisme près des
espaces vectoriels de dimension �nie n sur K se réduit à un seul élément Kn.

1.3.2 Le théorème Noyau-Image

Théorème 6 Soit f ∈ L(E,F ) un homomorphisme entre deux K-espaces vectoriels E et F de
dimension �nie. Alors

dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).

EXERCICE 11. Démontrer le théorème noyau-image. Montrer que toute
application linéaire injective entre deux espaces vectoriels de même dimension
(�nie) est un isomorphisme. Montrer que si E est de dimension �nie et si
f : E → F est linéaire et surjective alors F est de dimension �nie et que f
est un isomorphisme.

D'après le théorème Noyau-Image

dim(Im(f)) = codim(Ker(f)) = dim(E)− dim(Ker(f)).

On appelle rang de f et on note r(f) cette dimension :

r(f) = dim(Im(f)).
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1.3.3 Matrices d'une application linéaire

Considérons deux espaces vectoriels E et F sur K de dimension �nie, respectivement n et m. Soient
B = {v1, ..., vn} une base de E et B′ = {w1, ..., wm} une base de F . Si f : E → F est une application
linéaire, alors l'image de tout vecteur x de E est connue dès que l'on connait les images des vecteurs de la
base B. En e�et x se décompose de manière unique dans B :

x =
n∑
i=1

xivi.

Ainsi

f(x) = f(

n∑
i=1

xivi) =

n∑
i=1

xif(vi).

Chacun des vecteurs f(vi) se décompose dans la base B′ :

f(vi) =

n∑
j=1

ajiwj

et donc

f(x) =
n∑
i=1

xif(vi) =
n∑
i=1

xi

n∑
j=1

ajiwj =
n∑
i=1

n∑
j=1

xia
j
iwj .

Les coe�cients aji sont entièrement dé�nis par f et les deux bases B et B′.

Dé�nition 10 Soit f : E → F est une application linéaire et soient B = {v1, ..., vn} une base de E
et B′ = {w1, ..., wm} une base de F . On appelle matrice de f relative aux bases B et B′ la matrice

M(f)B,B′ =


a1

1 a1
2 · · · a1

n−1 a1
n

a2
1 a2

2 · · · a2
n−1 a2

n
...

...
. . . · · · · · ·

am−1
1 am−1

2 · · · am−1
n−1 am−1

n

am1 am2 · · · amn−1 amn


où les coe�cients aji sont dé�nis par f(vi) =

∑n
j=1 a

j
iwj .

On écrira parfois pour simpli�er M = (aji ), l'indice du bas désignant l'indice de la colonne et l'indice
du haut l'indice de la ligne. Ainsi chacune des colonnes de M est le transformé d'un vecteur de la base
de E. Cette matrice dépend donc bien du choix des bases B et B′. Elle permet de retrouver l'expression
analytique de f(x). Posons

f(x) =
n∑
j=1

yjwj .

Alors

yj =

n∑
i=1

xia
j
i .
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Soit X =

 x1
...
xn

 la matrice colonne des composantes du vecteur x relatives à B et Y =

 y1
...
ym

 celle de

f(x) relatives à B′. L'expression ci-dessus se traduit matriciellement par

Y = M(f)B,B′X.

1.3.4 E�et d'un changement de bases

Gardons les hypothèses du paragraphe précédent mais supposons que B1 = {v1, ..., vn} et B2 = {v′1, ..., v′n}
soient deux bases de E et B′1 = {w1, ..., wm} et B′2 = {w′1, ..., w′m} deux bases de F. Les matricesM1(f)B1,B′1
et M2(f)B2,B′2 représentent la même application linéaire f mais écrites dans des bases di�érentes.

Dé�nition 11 Soient B1 = {v1, ..., vn} et B2 = {v′1, ..., v′n} deux bases de E. On appelle matrice de
changement de base de B1 à B2 la matrice de l'application identité Id : E → E relative aux bases
B2 et B1. La colonne i correspond donc aux composantes du nouveau vecteur de base wi relatives à
la première base B1 = {v1, ..., vn}.

Notons P la matrice de passage de B1 à B2. C'est une matrice carrée inversible d'ordre n. Notons Q la
matrice de passage de la base B′1 à la base B′2 de F . C'est une matrice carrée inversible d'ordre m.

Théorème 7 Les matrices M1(f)B1,B′1 et M2(f)B2,B′2 de l'homomorphisme f sont reliées par

M2 = Q−1M1P

où Q−1 désigne l'inverse de la matrice Q.

EXERCICE 12. Démontrer cette relation matricielle.

1.3.5 Cas des endomorphismes

Nous supposons ici que E = F et nous nous donnons une base B = {v1, ..., vn} de E. Si f : E → E est
un endomorphisme de E, la matrice de f relative à cette base est M(f)B,B. Nous la noterons simplement
M(f)B. Si B2 = {v′1, ..., v′n} est une autre base de E, le théorème précédent s'énonce alors dans ce cas :

Théorème 8 Soit f : E → E un endomorphisme de E et B1 et B2 deux bases de E. Les matrices
M1(f)B1 et M2(f)B2 de f relatives è ces deux bases sont reliées par

M2 = P−1M1P

où P est la matrice de passage de B1 à B2.
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Nous dirons que les matrices M1 et M2 sont semblables. Plus précisément, la relation

M1RM2 ⇔ ∃P inversible telle que M2 = P−1M1P

est une relation d'équivalence dans l'ensemble des matrices carrées d'ordre n. Chaque classe d'équivalence
représente un endomorphisme. Le problème de réduction des matrices consiste à trouver un représentant
d'une classe qui soit diagonal ou triangulaire ou une matrice de Jordan du moins dans le cas complexe.

EXERCICE 13. Soient M1 et M2 deux matrices semblables d'ordre n.
Montrer que tr(M1) = tr(M2) où tr(M) désigne la trace de la matrice M
(tr(M) =

∑
i a
i
i), et que det(M1) = det(M2) où det(M) désigne le déter-

minant de M . Posons M2 = P−1M1P. Montrer que Mk
2 = P−1Mk

1P. Mon-
trer en�n que M1 et M2 ont le même polynôme caractéristique et le même
polynôme minimal. Rappelons que le polynôme caractéristique de M est
le polynôme PM (X) = det(M − XId) où Id désigne la matrice identité
(aii = 1, aji = 0 si i 6= j). Quant au polynôme minimal, c'est le polynôme uni-
taire de plus bas degré Q(X) annulant M, c'est-à-dire véri�ant Q(M) = 0.

1.3.6 Diagonalisation d'une matrice carrée

Rappelons qu'une matrice carrée M = (aji ) est dite diagonale si elle véri�e aji = 0 dès que i 6= j. Une
matrice carrée M est dite diagonalisable si elle est semblable à une matrice diagonale.

Dé�nition 12 Soit f : E → E un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension n sur K.
Un scalaire λ ∈ K est une valeur propre de f s'il existe un vecteur v 6= 0 dans E tel que

f(v) = λv.

Si λ est une valeur propre de f, tout vecteur v ∈ E tel que f(v) = λv est dit vecteur propre associé

à λ.

Si λ est une valeur propre de f, il existe nécessairement un vecteur propre non nul. Désignons par Eλ
l'ensemble des vecteurs propres de f associés à λ. Comme il contient au moins un vecteur non nul, il est de
dimension supérieure ou égale à 1. Il est clair que

Eλ = Ker(f − λId)

et donc Ker(f − λId) est non réduit à 0. Ceci implique que l'application linéaire f − λId est non injective.
Soit B = {v1, ..., vn} une base de E et M la matrice de f relative à cette base. La matrice de f − λId est
alors M − λI. Cette matrice n'est pas inversible. Ainsi det(M − λI) = 0. En développant ce déterminant
on récupère un polynôme en λ appelé polynôme caractéristique de f ou de M.

Proposition 2 Les valeurs propres de f sont les racines du polynôme caractéristique

Cf (X) = det(M −XI)
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Cette proposition est très pratique pour le calcul des valeurs propres.

EXERCICE 14. Soit λ une valeur propre de f. On dit que λ est de multi-
plicité r si elle est une racine de multiplicité r du polynôme caractéristique.
Montrer que si la valeur propre λ est de multiplicité r alors dim(Eλ) ≤ r.

Théorème 9 Soit f : E → E un endomorphisme de E et M une matrice de f. Alors M est
diagonalisable (on dit aussi que f est diagonalisable) si et seulement s'il existe une base de vecteurs
propres de f .

Lorsque le corps de base est R ou C nous avons le critère suivant de diagonalisation :

Théorème 10 Soit f : E → E un endomorphisme de E sur R ou C. Alors f est diagonalisable si
et seulement si

1. Si λ1, λ2, ..., λp sont les valeurs propres de f de multiplicité r1, r2, ..., rp alors r1 +r2 + ...+rp =
n, autement dit f admet n valeurs propres distinctes ou confondues.

2. Pour i = 1, .., p, alors dim(Eλi) = ri.

EXERCICE 15.Montrer que le polynôme minimal de f admet pour racines
les valeurs propres de f et que toute valeur propre est racine (ici on suppose
aussi que K = R ou C). Montrer que f est diagonalisable si et seulement
si le polynôme minimal n'a que des racines simples. (on utilisera le fait que
le polynôme minimal divise tout polynôme annulateur de f , c'est-à-dire tout
polynôme P (X) tel que P (f) = 0, et que le polynôme caractéristique est
un polynôme annulateur. Ce dernier résultat fondamental dans la théorie de
réduction des endomorphismes est le théorème de Cayley Hamilton).
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Chapitre 2

L'espace vectoriel dual d'un espace vectoriel

2.1 Convention d'Einstein

2.1.1 Un peu d'ordre sur la position des indices

Soit E un K-espace vectoriel de dimension �nie n. Nous écrirons dorénavant les vecteurs de base sous la
forme e1, e2, · · · , en, les indices étant placés en bas (en indice !). Si v est un vecteur de E, sa décomposition
dans la base {ei}1≤i≤n s'écrira

v = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen =

n∑
i=1

xiei.

On remarque que dans cette notation les composantes de v s'écrivent (x1, · · · , xn) les indices étant en haut
(en exposant).

Si {e′1, · · · , e′n} est une autre base de E, la matrice de changement de base sera dé�nie à partir de

e′i =
n∑
j=1

αji ej .

La matrice de changement de base s'écrit alors

P = (αji )

l'indice du bas étant l'indice des colonnes et l'indice du haut celui des lignes.

2.1.2 Convention d'Einstein

Remarquons que la plupart des formules écrites ci-dessus, telles que les combinaisons linéaires, les formules
de changement de base, l'écriture d'un vecteur dans une base, fait intervenir des sommes par rapport à un

19
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indice répété deux fois. Pour alléger les notations, Einstein proposa de supprimer dans ces conditions le
signe

∑
et de faire la convention suivante :

Convention d'Einstein. Toutes les fois que dans un monôme �gure deux fois le même indice, une fois
en indice supérieur, une fois en indice inférieur, on doit, sauf avis contraire, sommer tous les monômes
obtenus en donnant à cet indice, toutes les valeurs possibles.

Par exemple, l'écrite du vecteur v dans la base {ei}1≤i≤n s'écrit :

v = xiei

et les formules de changement de base :
e′i = αji ej .

Toutefois, dans ce chapitre et les deux prochains, a�n de ne pas trop perturber nos habitudes, nous conser-
verons le signe

∑
dans nos formules, mais nous respecterons la convention sur les indices et exposants.

Nous utiliserons la convention d'Einstein lors de l'étude des applications multilinéaires ou le multi désigne
au moins trois arguments.

2.2 Le dual d'un espace vectoriel

2.2.1 Formes linéaires

Soit E un K-espace vectoriel (de dimension �nie ou pas). On appelle forme linéaire sur E toute application
linéaire

f : E → K

à valeurs dans le corps de base K. Par exemple, toute forme linéaire sur le K-espace vectoriel Kn s'écrit de
la manière suivante : si v = (x1, · · · , xn) alors

f(v) =
n∑
i=1

aix
i.

EXERCICE 1 Soit E un K-espace de dimension n. On appelle hyperplan
de E tout sous-espace vectoriel H de E de dimension n− 1. Supposons que
E soit de dimension n.

1. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(a) H est un hyperplan de E ;

(b) Pour tout vecteur v ∈ E, v /∈ H, E est somme directe de H et de
K{v}.

2. Soit f une forme linéaire non nulle sur E. Montrer que son noyau est
un hyperplan de E.

3. Soit H un hyperplan de E. Montrer qu'il existe une forme linéaire non
nulle f sur E telle que H = Kerf . On dit que f est une équation de
H.

4. Considérons le cas où E est l'espace vectoriel réel R3. Qu'est-ce qu'un
hyperplan. Trouver une forme linéaire le dé�nissant.
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2.2.2 Dual d'un espace vectoriel

Il est clair que l'ensemble des formes linéaires sur E est muni d'une structure de K-espace vectoriel avec
les opérations suivantes

� L'addition : si f1 et f2 sont deux formes linéaires sur E alors f1 + f2 est la forme linéaire dé�nie par

(f1 + f2)(v) = f1(v) + f2(v)

pour tout v ∈ E.
� La multiplication externe : si a ∈ K alors l'application linéaire af1 est dé�nie par

(af1)(v) = af1(v).

Dé�nition 13 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle dual de E, et on le note E∗, le K-espace
vectoriel des formes linéaires sur E

E∗ = {f : E → K, f linéaire}.

2.2.3 Représentation des sous-espaces vectoriels

Ce paragraphe présente une application très importante de l'étude de l'espace dual : la représentation d'un
sous-espace comme intersection d'hyperplans. On se restreint ici au cas d'un espace vectoriel de dimension
�nie.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension �nie n. Soit F un sous-espace de dimension p avec p < n. Il
existe alors q = n− p formes linéaires indépendantes f1, · · · , fq telles que

F =

q⋂
i=1

Kerfi

c'est-à-dire qu'un vecteur v ∈ E appartient à F si et seulement si il est solution du système linéaire
f1(v) = 0,
f2(v) = 0,
· · ·
fq(v) = 0.

Ce résultat généralise les résultats élémentaires connus en dimension 2 ou 3 sur la représentation de droites
ou de plans par des équations. En particulier, dans un espace vectoriel de dimension 3, l'intersection de 2
plans indépendants est une droite.

2.2.4 Orthogonalité

Ici, E est un espace vectoriel quelconque (on ne suppose pas de dimension �nie). Considérons l'application
notée 〈 , 〉 dé�nie sur E∗ × E par

〈f, v〉 = f(v)
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pour tout f ∈ E∗ et v ∈ E. Cette application est bilinéaire (cette notion sera détaillée dens le chapitre
suivant), c'est-à-dire elle véri�e :

∀f1, f2 ∈ E∗, v1, v2 ∈ E,α1, α2, a1, a2 ∈ K.

〈α1f1 + α2f2, v〉 = α1〈f1, v〉+ α2〈f2, v〉

et
〈f, a1v1 + a2v2〉 = a1〈f, v1〉+ a2〈f, v2〉.

Dé�nition 14 � Si F est un sous-espace de E, l'orthogonal F ◦ de F dans E∗ est :

F ◦ = {f ∈ E∗ | ∀x ∈ F, 〈f, x〉 = 0}.

� Si G est un sous-espace de E∗, l'orthogonal G⊥ de G dans E est :

G⊥ = {x ∈ E : ∀f ∈ G, 〈f, x〉 = 0}.

On véri�e sans peine, compte tenu de la bilinéairité de 〈 , 〉, que F ◦ est un sous-espace vectoriel de E∗ et
que G⊥ est un sous-espace vectoriel de E.

EXERCICE 2. Soit E un K-espace vectoriel.
1. Soient F1 et F2 deux sous-espaces vectoriels de E tels que F1 ⊂ F2.

Montrer que F ◦2 ⊂ F ◦1 .
2. Soient G1 et G2 deux sous-espaces vectoriels de E∗ tels que G1 ⊂ G2.

Montrer que G⊥2 ⊂ G⊥1 .
3. Si G est un sous-espace vectoriel de E∗ alors G⊥ =

⋂
f∈G Kerf.

4. Soit F une partie de E. Montrer que F ⊂ F ◦⊥ et F ◦ = F ◦⊥◦.

2.3 Base duale

2.3.1 Dé�nition de la base duale d'une base de E

Nous allons supposer, dans tout ce paragraphe, que E est de dimension �nie.

Soit {e1, ..., en} une base de E. Toute forme linéaire f : E → K est entièrement déterminée par les trans-
formées des vecteurs de base f(ei). Prenons pour base du K-espace vectoriel K qui est de dimension 1, {1}.
On a alors f(ei) = ai · 1 et donc le n-uple (a1, .., an) détermine f . Considérons les formes linéaires, notées
ei dé�nies par :

ei(ej) = δij

où δij est le symbole de Kronecker : δij = 1 si i = j et δij = 0 si i 6= j. Les formes linéaires e1, ..., en sont

génératrices dans E∗. En e�et si v =
∑n

i=1 x
iei est un vecteur de E, alors

f(v) =

n∑
i=1

xif(ei) =

n∑
i=1

xiai.
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Mais

ei(v) = ei(
n∑
j=1

xjej) =
n∑
j=1

xjei(ej) = xi.

Ainsi

f(v) =
n∑
i=1

f(ei)e
i(v)

pour tout v ∈ E, soit

f =

n∑
i=1

f(ei)e
i.

Ainsi la famille {e1, · · · , en} est génératrice. Montrons qu'elle est aussi libre. Soit a1e
i + · · ·+ ane

n = 0 une
combinaison linéaire nulle de ces formes. Alors pour tout vecteur ei de la base de E on a

(a1e
1 + ...+ ane

n)(ei) = 0 = ai.

Donc tous les coe�cients ai sont nuls. Ainsi {e1, ..., en} est une base de E∗.

Théorème 11 Si E est de dimension �nie et si {e1, · · · , en} est une base de E, alors la famille
{e1, · · · , en} de E∗ dé�nie par

ei(ej) = δij

est une base de E∗, appelée la base duale de la base {e1, · · · , en} de E.

Corollaire 1 Si E est de dimension �nie, alors E∗ est de dimension �nie et

dimE∗ = dimE.

EXERCICE 3.

1. On considère les vecteurs v1 = (1,−1, 1), v2 = (1, 0, 1), v3 = (0, 2,−1)
de R3. Montrer que la famille {v1, v2, v3} est une base de R3. Déterminer
la base duale

{
v1, v2, v3

}
.

2. Soit V l'espace vectoriel des polynômes sur R de degré inférieur ou égal
à 1 et soient

f1(P ) =

∫ 1

0
P (t)dt, f2(P ) =

∫ 2

0
P (t)dt.

Véri�er que {f1, f2} est une base de V ∗. Trouver la base {P1, P2} de V
telle que {f1, f2} en soit la base duale.
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EXERCICE 4. Soit V l'espace l'espace vectoriel des polynômes sur R de
degré inférieur ou égal à 2 et soient ϕ1, ϕ2 et ϕ3 les formes linéaires dé�nies
par

f1(P ) =

∫ 1

0
P (t)dt, f2(P ) = P ′(1), f3(P ) = P (0),

où P ′ est la dérivée de P. Véri�er que {f1, f2, f3} est une base de V ∗. Trouver
la base {P1, P2, P3} de V telle que {f1, f2, f3} en soit la base duale.

EXERCICE 5. Soient les trois formes linéaires de V = R3 dé�nies par

f1(x, y, z) = x+ 2y − 3z, f2(x, y, z) = 5x− 3y, f3(x, y, z) = 2x− y − z.

Montrer que {f1, f2, f3} est une base de l'espace dual V ∗. Déterminer la base
de R3 dont {f1, f2, f3} est une base duale.

EXERCICE 6. Soient les trois formes linéaires de V = R3 dé�nies par

f1(x, y, z) = x+ y + z, f2(x, y, z) = x− y + z, f3(x, y, z) = x+ z.

Exprimer ces vecteurs dans la base {e∗1, e∗2, e∗3} duale de la base canonique
{e1, e2, e3} de R3.

2.3.2 Changement de bases duales

Soient {e1, · · · , en} une base de E et {e1, · · · , en} sa base duale, qui est une base de E∗. Considérons
une deuxième base {ε1, · · · , εn} de E et soit {ε1, · · · , εn} sa base duale. Soit P la matrice de passage de la
base {e1, · · · , en} à la base {ε1, · · · , εn}. Rappelons que cette matrice s'obtient en mettant en colonne les
composantes des nouveaux vecteurs de base exprimés dans l'ancienne base. Si

εj =
n∑
i=1

αijei

alors

P =


α1

1 α1
2 · · · α1

n

α2
1 α2

2 · · · α2
n

· · · · · ·
αn1 αn2 · · · αnn

 .

Proposition 3 Soient {e1, · · · , en} et {ε1, · · · , εn} deux bases de E. Si P est la matrice de pas-
sage de la base {e1, · · · , en} à la base {ε1, · · · , εn}, alors la matrice de passage de la base duale
{e1, · · · , en} à la base duale {ε1, · · · , εn} est

Q =tP−1

où tP désigne la transposée de la matrice P .
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Démonstration. Rappelons tout d'abord que

t(P−1) = (tP )−1

que l'on écrit pour simpli�er tP−1. Posons

εj =
n∑
i=1

βji e
i.

On a alors
εj(εk) =

∑n
i=1(βji e

i)(
∑n

l=1 α
l
kel)

=
∑n

i=1

∑n
l=1 β

j
iα

l
ke
i(el)

=
∑n

i=1 β
j
iα

i
k.

On en déduit
n∑
i=1

βjiα
i
k = δjk.

Ceci traduit le produit matriciel
Q ·tP = Id.

D'où
Q =tP−1.

2.4 L'espace bidual

Soit E un espace vectoriel et soit E∗ son espace dual. L'espace (E∗)∗ des formes linéaires sur E∗ est
appelé le bidual de E et il est noté E∗∗.

2.4.1 Cas de la dimension �nie

Considérons l'application
εE : E → E∗∗

dé�nie par
εE(v) : ϕ→ ϕ(v)

pour tout ϕ ∈ E∗. L'application v → εE(v)(ϕ) est une forme linéaire sur E. En e�et l'expression de ϕ(v)
comme fonction de ϕ avec v �xé est linéaire par rapport à ϕ. L'application εE : E → E∗∗ est linéaire. En
e�et l'expression de ϕ(v) comme fonction de v avec ϕ �xé est linéaire par rapport à v.

Proposition 4 Si E est de dimension �nie alors l'application εE est un isomorphisme linéaire entre
E et son bidual E∗∗.

En e�et, si {ei} est une base de E et si {ei} est la base duale, alors εE(ei) ∈ E∗∗ et on a

εE(ei)(e
j) = δji .

L'application linéaire εE transforme la base {ei} en la base duale de la base {ei} de E∗. C'est donc un
isomorphisme. Il est appelé l'isomorphisme canonique (car il ne dépend pas, dans sa dé�nition, du choix
d'une base) et il permet d'identi�er E et son bidual.
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Remarques. 1. Si E n'est pas de dimension �nie, l'application linéaire εE n'est pas nécessairement bijective.
Elle est toutefois toujours injective. Nous verrons ceci dans le paragraphe suivant.

2. Considérons l'application linéaire φ : E → E∗ dé�nie par φ(ei) = ei. Comme elle transforme une base
en une base, c'est un isomorphisme entre E et son dual. Mais cet isomorphisme n'est pas canonique. Ceci
signi�e que si on change de base de E, l'application φ change également. Par exemple, si E est de dimension
1, soit {e1} une base de E et soit {e1} sa base duale. Alors la base {a−1e1} est la base duale de {ae1},
a 6= 0. Mais les applications φ1 : e1 → e1 et φ2 : ae1 → a−1e1 sont di�érentes dès que a2 6= 1. Par contre εE
est canonique. Il ne dépend pas de la base choisie.

Proposition 5 Soit B = {e1, · · · , en} une base de E. Alors εE(B) est la base duale de B∗ =
{e1, · · · , en}, c'est-à-dire

εE(B) = B∗∗.

Démonstration. Si B = {e1, · · · , en} alors on a

εE(ek)(e
i) = 〈ei, ek〉 = δik.

ce qui est précisément la formule dé�nissant la base biduale.

On en déduit une formule explicite pour la base préduale, c'est-à-dire une base de E dont la base duale
est la base donnée. L'existence est assurée par le calcul matriciel.

Corollaire 2 Soit B1 une base de E∗. Alors la base B préduale de B1 est donnée par

B = ε−1
E (B∗1).

2.4.2 Cas de la dimension in�nie

Supposons à présent que E soit de dimension in�nie. Soit E∗∗ le bidual de E. Dans le paragraphe
précédent, nous avons dé�nie l'application linéaire

εE : E → E∗∗

avec

εE(v) : ϕ→ ϕ(v)

pour tout v ∈ E et ϕ ∈ E∗. Cette application est injective. En e�et soit v ∈ E tel que εE(v) = 0. On en
déduit

εE(v)(ϕ) = ϕ(v) = 0

pour tout ϕ ∈ E∗. Ainsi ϕ(v) = 0 pour tout forme linéaire et donc v = 0. Le noyau de εE(v) est réduit
à {0} et cette application est injective. Elle n'est pas surjective. Ceci est une conséquence du théorème
d'Erdös-Kaplansky, précisant qu'il n'existe aucun isomorphisme entre E est son bidual. Ainsi E apparaït
comme un sous espace propre du bidual E∗∗. L'image de εE est parfois appelé le bidual restreint.
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2.5 Applications duales

2.5.1 Dé�nition de l'application duale

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et soit

f : E → F

une application linéaire.

Proposition 6 Il existe une unique application linéaire

f∗ : F ∗ → E∗

dé�nie par
〈f∗(ϕ), v〉 = 〈ϕ, f(v)〉

pour tout ϕ ∈ F ∗ et pour tout v ∈ E.

Démonstration. 1. Montrons l'unicité de f∗. Soient f∗1 et f∗2 deux telles applications. Alors

〈f∗1 (ϕ), v〉 = 〈ϕ, f(v)〉 = 〈f∗2 (ϕ), v〉

pour tout ϕ ∈ F ∗ et pour tout v ∈ E. Ainsi

〈(f∗1 − f∗2 )(ϕ), v〉 = 0

Fixons ϕ et laissons varier v ∈ E. Alors l'application (f∗1 − f∗2 )(ϕ) qui pour tout vecteur v a pour image 0
est nulle. On en déduit f∗1 = f∗2 .

2. Montrons l'existence de f∗. Fixons ϕ ∈ F ∗ et regardons 〈ϕ, f(v)〉 comme une fonction sur E. Comme
f est linéaire, cette application est linéaire. Elle appartient donc à E∗. Notons la f∗(φ). Comme 〈ϕ, f(v)〉
est linéaire par rapport à φ, l'application f∗ est linéaire.

2.5.2 Cas de la dimension �nie : Matrice adjointe

Donnons nous {ei}1≤i≤n une base de E et {e′j}1≤j≤p une base de F . La matrice de f relative à ces bases
est donnée à partir de

f(ei) =

n∑
i=1

αji e
′
j .

Notons A = (αji ) cette matrice et cherchons la matrice de f∗ dans les bases duales. Par dé�nition,
f∗(e′j)(ei) = e′j(f(ei)). Ainsi

f∗(e′j)(ei) = e′j(f(ei)) = e′j(
n∑
i=1

αki e
′
k) = αji .

D'où

f∗(e′j) =

n∑
i=1

αji e
i.
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On en déduit que la matrice A∗ de f∗ relative aux bases duales est A∗ =tA la transposée de la matrice A.

Proposition 7 Soit f : E → F une application linéaire, E et F étant de dimension �nie. Si A est
la matrice de f relative aux bases {ei}1≤i≤n et {e′j}1≤j≤p de E et F , alors la matrice de l'application
duale f∗ : F ∗ → E∗ dans les bases duales est

A∗ =tA.

On en déduit

Corollaire 3 Soient f, g : E → F et h : F → G des applications linéaires

1. (f + g)∗ = f∗ + g∗,

2. (af)∗ = af∗, pour tout a ∈ K.
3. (h ◦ f)∗ = f∗ ◦ h∗.

Démonstration. Toutes ces identités résultent des relations matricielles suivantes

1. t(A+B) =tA+tB,

2. t(αA) = αtA,

3. t(A ·B) =tB ·tA.

Corollaire 4 Les applications linéaires f et f∗ ont même rang. En particulier f est un isomor-
phisme si et seulement si f∗ est un isomorphisme.

Démonstration. En e�et les matrices de f et f∗ sont reliées par A∗ =tA. Elles ont même rang. Comme
detA = dettA, alors A inversible si et seulement si tA est inversible. Rappelons que dans ce cas t(A−1) =
(tA)−1.

Comme E et F sont de dimension �nie, on peut identi�er les biduaux E∗∗ et F ∗∗ à E et F . Dans ce cas,
si f est une application linéaire de E dans F , alors f∗∗ est une application linéaire de E dans F et l'on a :

f∗∗ = f.

On dit que l'application linéaire

f → f∗

est involutive.
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EXERCICE 7. Soit E = Rn[X] l'espace des polynômes réels de degré au
plus n. Soient a1, ..., an des nombres réels distincts. On pose

A(X) = (X − a1)(X − a2)...(X − an), et Ei(X) =
A(X)

A′(ai)(X − ai)

pour i = 1, · · · , n.
1. Que vaut A′(ai) ?

2. Montrer que {E1, ..., En} est une base de E.
3. Soit Fi ∈ E∗ dé�nie par Fi(P ) = P (ai), i = 1, · · · , n. Que peut-on dire

de la famille {F1, ..., Fn} ?
4. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Soit F ∈ E∗ dé�nie par

F (P ) =

∫ 1

0
f(t)P (t)dt.

Exprimer F à l'aide de F1, ..., Fn. Traiter l'exemple suivant : n =
2, f(t) = sinwt, w 6= 0.
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Chapitre 3

Formes bilinéaires, formes quadratiques

On suppose dans tout ce chapitre que le corps de base K est le corps des nombres réels R ou le corps des
nombres complexes C.

3.1 Formes bilinéaires

3.1.1 Dé�nition

Dé�nition 15 Une application
ϕ : E × E → K

est appelée forme bilinéaire si elle véri�e : pour tout v1, v2, w1, w2, v, w ∈ E et a1, a2 ∈ K
1. ϕ(a1v1 + a2v2, w) = a1ϕ(v1, w) + a2ϕ(v2, w),

2. ϕ(v, a1w1 + a2w2) = a1ϕ(v, w1) + a2ϕ(v, w2).

Ceci est équivalent à dire que ϕ est linéaire en chacun de ses arguments et à valeurs dans K, c'est-à-dire
chacune des applications ϕ1

v : E → K et ϕ2
w : E → K dé�nie par

ϕ1
v(w) = ϕ(v, w), ϕ2

w(v) = ϕ(v, w)

appartient à E∗.

Exemples

1. Soit E = Kn. Si v = (x1, · · · , xn) et w = (y1, · · · , yn), l'application

ϕ(v, w) = x1y1 + · · ·+ xnyn

qui correspond au produit scalaire classique, est une forme bilinéaire.

31
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2. Soit E = R3. L'application dé�nie par

ϕ
(
(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)

)
= x1y2 − x2y1 + xsy3

est une forme bilinéaire.

3. Soit E = Rn[X] l'espace vectoriel des polynômes à coe�cients réels de degré inférieur ou égal à n. Si
P,Q ∈ E, alors l'application dé�nie par

ϕ(P,Q) =

∫ 1

−1
P (x)Q(x)dx

est une forme bilinéaire sur E.

3.1.2 L'espace L(E,E;K)

Soient L(E,E;K) l'ensemble des formes bilinéaires sur E à valeurs dans K. Si ϕ1 et ϕ2 sont dans
L(E,E;K), on dé�nit :

1. La somme ϕ1 + ϕ2 par (ϕ1 + ϕ2)(v, w) = ϕ1(v, w) + ϕ2(v, w) pour tous v, w ∈ E,
2. La multiplication externe par (aϕ1)(v, w) = aϕ1(v, w) pour tous v, w ∈ E et pour tout a ∈ K.

Ces deux opérations munissent L(E,E;K) d'une structure de K-espace vectoriel.

3.1.3 Formes bilinéaires symétriques, antisymétriques

Une forme bilinéaire
ϕ : E × E → K

est dite

� symétrique, si ϕ(v, w) = ϕ(w, v) pour tous v, w ∈ E,

� antisymétrique si ϕ(v, w) = −ϕ(w, v) pour tous v, w ∈ E,

Soit ϕ une forme bilinéaire sur E. Alors la forme biniléaire ϕs dé�nie par

ϕs(v, w) =
ϕ(v, w) + ϕ(w, v)

2

pour tous v, w ∈ E est symétrique.

La forme bilinéaire ϕa dé�nie par

ϕa(v, w) =
ϕ(v, w)− ϕ(w, v)

2

pour tous v, w ∈ E est antisymétrique.

Proposition 8 Toute forme bilinéaire sur E s'écrit de manière unique comme la somme d'une forme
bilinéaire symétrique et d'une forme bilinéaire antisymétrique.

Démonstration. Soient ϕs et ϕa les formes bilinéaires symétriques et antisymétriques dé�nies ci-dessus. On
a bien la décomposition

ϕ = ϕs + ϕa.
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Supposons que ϕ = ϕ1 + ϕ2 soit une deuxième décomposition, avec ϕ1 symétrique et ϕ2 antisymétrique.
Alors

ϕ(v, w) + ϕ(w, v) = 2ϕ1(v, w)

pour tous v, w ∈ E ce qui montre que ϕ1 = ϕs. De même,

ϕ(v, w)− ϕ(w, v) = 2ϕ2(v, w)

pour tous v, w ∈ E implique ϕ2 = ϕa. D'où la proposition.

3.1.4 Formes bilinéaires non dégénérées

On suppose dans ce paragraphe que K = R ou C.

Dé�nition 16 Une forme bilinéaire symétrique ϕ sur E est dite

1. non dégénérée si ϕ(v, w) = 0 pour tout w ∈ E implique v = 0.

2. dé�nie positive si ϕ(v, v) ∈ R+∗ pour tout v 6= 0 ∈ E.

On peut également parler de non dégénérescence pour une forme bilinéaire antisymétrique. Par contre la
notion de dé�nie positive est sans intérêt dans ce cas, car si ϕ est antisymétrique, alors ϕ(v, v) = 0 pour
tout v.

Proposition 9 Une forme bilinéaire symétrique dé�nie positive est non dégénérée.

Démonstration. En e�et, si ϕ était dégénérée, il existerait v 6= 0 ∈ E tel que ϕ(v, w) = 0 pour tout w ∈ E.
En particulier on aurait ϕ(v, v) = 0, ce qui est contraire à l'hypothèse.

EXERCICE 1. On considère dans R3 les formes bilinéaires suivantes

1. ϕ1(v, w) = x1y1 − x1y2 − x2y2 + 2x2y3 + x3y1 − 2x3y3

2. ϕ2(v, w) = x1y1 + x2y1 + x1y2 + x3y3

3. ϕ3(v, w) = x1y2 − x2y1 + x2y3 − x3y2

avec v = (x1, x2, x3) et w = (y1, y2, y3) ∈ R3. Ces formes sont-elles symé-
riques, antisymétriques, dégénérées, dé�nies positives ?

EXERCICE 2. Soit E un K-espace vectoriel et soient f1, f2 deux formes
linéaires sur E.

1. Montrer que l'application ϕ donnée par ϕ(v, w) = f1(v)f2(w) pour tous
v, w ∈ E est bilinéaire.

2. Exprimer les formes bilinéaires symétrique ϕs et antisymétrique ϕa
associées.

3. A quelle condition ϕs est non dégénérée ou dé�nie positive ?



34 CHAPITRE 3. FORMES BILINÉAIRES, FORMES QUADRATIQUES

3.1.5 Orthogonalité pour les formes bilinéaires symétriques

Dé�nition 17 Soit ϕ une forme bilinéaire symétrique sur E et v, w des vecteurs de E. On dit que v et
w sont orthogonaux relativement à ϕ si ϕ(v, w) = 0. Un vecteur est dit isotrope s'il est orthogonal à lui
même.

La relation d'orthogonlité est une relation symétrique. L'ensemble des vecteurs isotropes est appelé le
cône isotrope de ϕ. Ce n'est pas, en général, un sous-espace vectoriel de E. Prenons par exemple dans R3

la forme bininéaire symétrique

ϕ(v, w) = x1y1 + x2y2 − x3y3

où v = (x1, x2, x3) et w = (y1, y2, y3). Le vecteur v est isotrope si ses coordonnées véri�ent l'équation
algébrique :

(x1)2 + (x2)2 − (x3)2 = 0

qui est l'équation d'un cône algébrique dans R3. Ceci explique le vocabulaire "cône isotrope".

Dé�nition 18 Soit ϕ une forme bilinéaire symétrique sur E. On appelle noyau de ϕ, l'ensemble des
vecteurs orthogonaux à tous les vecteurs de E.

Le noyau de ϕ est un sous-espace vectoriel de E. Il est dé�ni par la relation

ϕ(v, w) = 0, ∀w ∈ E.

Il est réduit à {0} si et seulement si ϕ est non dégénérée.

Dé�nition 19 Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont orthogonaux
relativement à ϕ si tout vecteur de l'un est orthogonal à tous les vecteurs de l'autre, soit

ϕ(v, w) = 0, ∀v ∈ F,∀w ∈ G.

On appelle orthogonal de F , noté F⊥, l'ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux à tous les vecteurs
de F .

Par exemple, l'orthogonal de l'espace E en entier est le noyau de ϕ. L'orthogonal de F est donc dé�ni
par l'équation

ϕ(v, w) = 0, ∀w ∈ F.

On en déduit que F⊥ est un sous-espace vectoriel de E. En général F ∩ F⊥ n'est pas réduit à {0}. En
e�et si F contient un vecteur isotrope v non nul, alors ce vecteur appartient aussi à F⊥. On dit de F est
totalement isotrope s'il est inclu dans le cône isotrope. Dans ce cas tous les vecteurs de F sont orthogonaux
à F et F⊥ est un sous-espace de F . On a toutefois le résultat suivant :
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Proposition 10 Supposons l'espace vectoriel E de dimension �nie. Si ϕ est une forme bilinéaire symé-
trique non dégénérée sur E, alors pour tout sous-espace vectoriel F de E, on

dim(F ) + dim(F⊥) = dim(E).

De plus (F⊥)⊥ = F.

Démonstration. Soit {e1, · · · , ek} une base de F que l'on complète en une base de E. Un vecteur v =∑n
i=1 x

iei de E est orthogonal à F si ϕ(v, ej) = 0 pour j = 1, · · · , k, soit

n∑
i=1

xiϕ(ei, ej) = 0, j = 1, · · · , k.

Lemme 1 Soit {e1, · · · , en} une base de E et soit ϕ une forme bilinéaire non dégénérée sur E. Alors la
matrice M = (aji ) avec aji = ϕ(ei, ej) pour i, j = 1, · · · , n est inversible.

Démontrons ce lemme. Si v = (x1, · · · , xn) est un vecteur du noyau de M , alors

n∑
j=1

ϕ(ei, ej)x
j = 0

pour tout i = 1, · · · , n. On en déduit

n∑
j=1

ϕ(ei, ej)x
j =

n∑
j=1

ϕ(ei, ejx
j) = ϕ(ei, v) = 0

pour tout i = 1, · · · , n. Ainsi v est dans le noyau de ϕ, il est donc nul et M est inversible.

Reprenons notre démonstration. Comme la matrice (ϕ(ei, ej)) est inversible, le système linéaire

n∑
i=1

xiϕ(ei, ej) = 0, j = 1, · · · , k

est de rang k. L'orthogonal F⊥ correspondant à l'espace des solutions de ce système linéaire est donc de
dimension n− k et l'on a dim(F⊥) = dim(E)− dim(F ). Comme la relation d'orthogonalité est symétrique,
F est orthogonal à F⊥ c'est-à-dire F ⊂ (F⊥)⊥. D'après la relation précédente, ces espaces ont la même
dimension, ils sont donc égaux.

Si ϕ est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, sa restriction à un sous-espace vectoriel F de E
n'est pas nécéssairement non dégénérée. Prenons par exemple E = R2 et la forme bilinéaire ϕ(v, w) = x1y1−
x2y2. Soit F le sous-espace dé�ni par l'équation x1− x2 = 0. Si v, w ∈ F , alors v = (x1, x1), w = (y1, y1) et
on a ϕ(v, w) = 0. La restriction de la forme non dégénérée ϕ à F et ici nulle.

Dé�nition 20 Un sous-espace vectoriel de E sur lequel la restriction de ϕ est non dégénérée est appelé
sous-espace non dégénéré.
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Proposition 11 Soit ϕ une forme bilinéaire non dégénérée sur E. Alors un sous-espace F est non dégé-
néré si et seulement si

F ⊕ F⊥ = E.

De plus, dans ce cas, le sous-espace F⊥ est aussi non dégénéré.

Démonstration.On sait que dim(F )+dim(F⊥) = dim(E). Ainsi F⊕F⊥ = E si et seulement si F∩F⊥ = {0}.
Si F est non dégénéré, aucun vecteur de F n'est orthogonal à F et donc cette intersection est réduite à
{0}. Inversement, si F ∩ F⊥ = {0}, alors l'équation ϕ(v, w) = 0 pour tout vecteur w ∈ F implique v = 0
et F est non dégénéré.

3.1.6 Bases othogonales

Théorème 12 Soit ϕ une forme bilinéaire symétrique sur l'espace vectoriel de dimension �nie E. Il existe
une base de E formée de vecteurs deux à deux orthogonaux.

Démonstration Montrons ce résultat par récurrence sur la dimension de E. La propriété est vraie pour
n = 1. Supposons la vraie pour tout espace vectoriel de dimension n et soit E un espace vectoriel de
dimension n + 1. Soit ϕ une forme bilinéaire symétrique sur E. Si ϕ = 0, alors toute base de E est
orthogonale pour ϕ et toute base répond à la question. Supposons donc ϕ non nulle. Il existe au moins un
vecteur u 6= 0 tel que ϕ(u, u) 6= 0. En e�et il existe u1, u2 ∈ E tel que ϕ(u1, u2) 6= 0. Alors soit ϕ(u1, u1) 6= 0,
soit ϕ(u2, u2) 6= 0, soit ϕ(u1, u1) = ϕ(u2, u2) = 0 et on a ϕ(u1 +u2, u1 +u2) = 2ϕ(u1, u2) 6= 0. Soit F = u⊥

et soit ϕ1 la restriction de ϕ à F . Cette forme est bilinéaire symétrique. Comme ϕ(u, u) 6= 0, F est de
dimension strictement inférieure à n. On peut trouver une base BF de F formée de vecteurs orthogonaux
pour la restiction de ϕ à F .

Lemme 2 Les sous-espaces vectoriels Ru et F = u⊥ sont supplémentaires dans E.

Démonstration En e�et Soit v ∈ E, v /∈ F . Considérons le vecteur

v1 = v − ϕ(u, v)

ϕ(u, u)
u.

Il véri�e

ϕ(u, v1) = ϕ(u, v)− ϕ(u, v)

ϕ(u, u)
ϕ(u, u) = ϕ(u, v)− ϕ(u, v) = 0.

Ainsi v1 ∈ F et v = v1 +
ϕ(u, v)

ϕ(u, u)
u ∈ F + Ru. Calculons F

⋂
Ru. Si v ∈ F

⋂
Ru, alors v = αu et

0 = ϕ(v, u) = αϕ(u, u). Comme q(u) 6= 0, alors α = 0 et v = 0. Ainsi E = Ru⊕ F , d'où le lemme.

On en déduit dimF = n− 1. La base formée de la base BF et de u répond à la question.
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EXERCICE 3. On considère sur R3 la forme bilinéaire

ϕ(v, w) = x1y1+3x2y2+5x3y3+2(x1y2+x2y1)+3(x1y3+x3y1)+4(x2y3+x3y2)

où v = (x1, x2, x3), w = (y1, y2, y3) sont dans R3.

1. Montrer que ϕ est symétrique. Est-elle non dégénérée ?

2. Calculer son rang et son noyau.

3. Déterminer les vecteurs isotropes.

4. Soit u1 = (1, 0, 0). Déterminer l'espace u⊥ orthogonal à u.

5. Déterminer une base orthogonale pour ϕ.

EXERCICE 4. Soit ϕ une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur un
espace vectoriel de dimension n. Soit F = {e1, · · · , en} une famille de vecteurs
deux à deux othogonaux pour ϕ. Montrer que F est une base de E.

3.2 Matrices d'une forme bilinéaire

3.2.1 Matrice relative à une base donnée

Supposons dimE = n et soit B = {e1, · · · , en} une base de E. Si v et w sont deux vecteurs de E, ils se
décomposent de manière unique dans cette base :

v =

n∑
i=1

xiei, v =

n∑
i=1

yiei.

Soit ϕ une forme bilinéaire sur E. On a alors

ϕ(v, w) = ϕ

 n∑
i=1

xiei,

n∑
j=1

yjej

 =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjϕ(eiej).

Cette expression montre que l'expression analytique de ϕ(v, w) est entièrement déterminée dès que l'on
connait les valeurs ϕ(ei, ej) pour tout i, j = 1, · · · , n.

Dé�nition 21 Soit ϕ une forme bilinéaire sur E et soit {e1, · · · , en} une base de E. La matrice de ϕ
relative à cette base est la matrice

M(ϕ){e1,··· ,en} =



ϕ(e1, e1) ϕ(e1, e2) · · · ϕ(e1, en)
ϕ(e2, e1) ϕ(e2, e2) · · · ϕ(e2, en)

...
...

...
...

ϕ(ei, e1) ϕ(ei, e2) · · · ϕ(ei, en)
...

...
...

...
ϕ(en, e1) ϕ(en, e2) · · · ϕ(en, en)



Il est clair que si la matrice M de ϕ est
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� symétrique, c'est-à-dire tM = M si ϕ est symétrique,
� antisymétrique, c'est-à-dire tM = −M si ϕ est antisymétrique.

On a également

Proposition 12 La forme bilinéaire ϕ est non dégénérée si et seulement si sa matrice M relative à la
base donnée est non dégénérée, c'est-à-dire véri�e detM 6= 0.

Démonstration. En e�et, ϕ est dégénérée si et seulement s'il existe un vecteur v 6= 0, tel que ϕ(v, w) = 0 pour
tout vecteur w, ce qui est équivalent à dire que ϕ(v, ei) = 0 pour tout i = 1, · · · , n. Posons v =

∑n
j=1 x

jej .
Alors la non dégénérescence se traduit par

n∑
j=1

xjϕ(ej , ei) = 0

pour tout i = 1, · · · , n. Ceci est équivalent à dire que les colonnes de la matrice M sont linéairement
dépendantes et donc M n'est pas inversible.

On peut dès à présent remarquer que si on considère une base B′ de E complétée à partir du vecteur
v c'est-à-dire B′ = {v, ε2, · · · , εn}, la matrice M ′ de ϕ dans la base B′ à une colonne de 0 et est donc
dégénérée. On verra par la suite le lien entre ces deux matrices.

La donnée de la matriceM de ϕ relative à la base {e1, · · · , en} permet de retrouver directement l'écriture
analytique de ϕ. En e�et, soient v = (x1, · · · , xn) et w = (y1, · · · , yn) deux vecteurs de E décomposés dans
la base B donnée. Considérons les matrices des coordonnées

V =t (x1, · · · , xn), W =t (y1, · · · , yn).

On a alors

ϕ(v, w) =tVMW.

EXERCICE 5. Soit ϕ la forme bilinéaire de R3 dont la matrice dans la
base canonique est

M =

 1 1 3
1 3 4
2 4 1


1. Ecrire l'expression analytique de ϕ relative à la base canonique.

2. Est-ce-que ϕ est symétrique ? non dégénérée ?

3. Ecrire la matrice M ′ de ϕ relative à la base {v1 = (1, 1, 0), v2 =
(0, 1, 1), v3 = (0, 0, 1)}

4. Si P désigne la matrice de passage, véri�er la formule

M ′ =tPMP.
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EXERCICE 6. Soit E = Rn[X] l'espace vectoriel des polynômes à coe�-
cients réels de degré inférieur ou égal à n. Soit ϕ la forme bilinéaire sur E
dé�nie par

ϕ(P,Q) =

∫ 1

0
P (t)Q(t)dt

pour tout P,Q ∈ E. Déterminer la matrice de ϕ relative à la base
{1, X,X2, · · · , Xn} de E. Est-ce que ϕ est symétrique ? non dégénérée ?

EXERCICE 7. Soit ϕ une forme bilinéaire sur E.

1. Montrer que l'application ϕw : E → K donnée par ϕw(v) = ϕ(v, w)
pour tout v ∈ E est une forme linéaire. Montrer que l'application f :
w → ϕw de E dans le dual E∗ est linéaire.

2. Montrer que f est un isomorphisme si et seulement si ϕ est non dégéné-
rée. Conclure que dans ce cas, les espaces E et E∗ sont canoniquement
isomorphes.

3.2.2 Formule de changement de base

Si B′ = {e′1, · · · , e′n} est une autre base de E, et si P est la matrice de passage de B à B′, alors la matrice
M ′ϕ relative à cette nouvelle base véri�e

M ′ϕ =t PMϕP (3.1)

On véri�e facilement que si Mϕ est symétrique (respectivement antisymétrique, respectivement non dégé-
nérée), M ′ϕ est également symétrique (respectivement antisymétrique, respectivement non dégénérée).

On véri�e facilement que si Mϕ est symétrique (respectivement antisymétrique), M ′ϕ est également sy-
métrique (respectivement antisymétrique,).

Proposition 13 Les matrices Mϕ et M ′ϕ ont même rang.

Démonstration. Etant donnée la forme bilinéaire ϕ, on considère l'application

R(ϕ) : E → E∗

dé�nie par
R(ϕ)(w) : v ∈ E → ϕ(v, w).

L'application R(ϕ) est linéaire. Considérons une base {e1, · · · , en} de E et sa base duale. La matrice de
R(ϕ) relatives à ces bases est la matrice M de ϕ relative à la base {e1, · · · , en}. En e�et, on a

(R(ϕ)(ej))(ei) = ϕ(ei, ej).

Ainsi, si on pose R(ϕ)(ej) =
∑n

k=1 aije
i, la matrice de R(ϕ) est la matrice (aij) et on a

(R(ϕ)(ej))(ei) =

(
n∑
k=1

akje
k

)
(ei) = aij = ϕ(ei, ej).

Ainsi la matrice de R(ϕ) est bien M . Considérone une nouvelle base {e′1, · · · , e′n} de E et sa base duale.
Notons par M ′ la matrice de ϕ relative à {e′1, · · · , e′n}. Si P désigne la matrice de changement de bases de
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E, on a M ′ =tPMP. Mais M ′ est aussi la matrice de R(ϕ) relative aux bases {e′1, · · · , e′n} et sa duale. En
e�et, la matrice de changement de base duale est Q =tP−1. Ainsi M ′ = Q−1MP = (tP−1)−1MP =tPMP.
Donc M ′ est la matrice de l'endomorphisme R(ϕ) relative aux nouvelles bases. Elle a donc le même rang
que M .

EXERCICE 8. On considère sur R3 la forme bilinéaire

ϕ(v, w) = x1y1 + x2y2 + x3y3 + 2(x1y3 + x3y1) + 2(x2y3 + x3y2)

où v = (x1, x2, x3), w = (y1, y2, y3) sont dans R3.

1. Ecrire la matrice de ϕ dans la base canonique de R3.

2. Déterminer une base B orthogonale pour ϕ.

3. Ecrire la matrice de ϕ relative à la base B.
4. Véri�er la formule de changement de base.

EXERCICE 9. Soit ϕ une forme bilinéaire symétrique sur un espace vec-
toriel de dimension �nie. Soit B une base orthogonale pour ϕ. Montrer que
la matrice de ϕ relative à B est diagonale. Que peut-on en déduire ?

3.3 Formes quadratiques

3.3.1 Forme quadratique attachée à une forme bilinéaire symétrique

Soit ϕ une forme bilinéaire symétrique sur E.

Dé�nition 22 On appelle forme quadratique attachée à ϕ l'application

qϕ : E → R

dé�nie par
qϕ(u) = ϕ(u, u)

pour tout u ∈ E.

Cette application véri�e

qϕ(λu) = λ2qϕ(u)

pour tout u ∈ E et λ ∈ R.

Proposition 14 Si qϕ est la forme quadratique attachée à ϕ, alors

ϕ(u, v) =
1

2
[qϕ(u+ v)− qϕ(u)− qϕ(v)]

pour tout u, v ∈ E.
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Démonstration On a

qϕ(u+ v)− qϕ(u)− qϕ(v) = ϕ(u+ v, u+ v)− ϕ(u, u)− ϕ(v, v)
= ϕ(u, u) + ϕ(v, v) + 2ϕ(u, v)− ϕ(u, u)− ϕ(v, v)
= 2ϕ(u, v).

Ceci permet de donner une dé�nition générale d'une forme quadratique.

Dé�nition 23 On appelle forme quadratique de E toute application

q : E → R

telle que

1. q(λu) = λ2q(u).

2. l' application
ϕ : E × E → R

dé�nie par

ϕ(u, v) =
1

2
[q(u+ v)− q(u)− q(v)]

est une forme bilinéaire (symétrique).

La forme bilinéaire ϕ est appelée la forme polaire de q et l'on a

q(u) = ϕ(u, u)

pour tout u ∈ E. Si ϕ(u, v) = aijx
iyj est l'expression analytique de ϕ relative à la base {e1, · · · , en} de E,

alors la symétrie de ϕ est équivalente à
aij = aji.

On en déduit

q(u) = q(x1, · · · , xn) =
n∑
i=1

aii(x
i)2 + 2

∑
1≤i<j≤n

aijx
ixj .

Inversement, si la forme quadratique est donnée par un polynôme homogène de degré 2 en les variables
(x1, · · · , xn), la forme polaire s'obtient en polarisant chaque monôme de ce polynôme. Un monôme de la
forme a(xi)2 est polarisé en axiyi, et un monôme de la forme axixj est polarisé en a

2 (xyj+xjy). Considérons
par exemple la forme quadratique dans R3 :

q(x1, x2, x3) = (x1)2 + 3(x3)2 + 4x1x2.

Sa forme polaire est
ϕ(v, w) = x1y1 + 3x3y3 + 2(x1y2 + x2y1)

où v = (x1, x2, x3), w = (y1, y2, y3).

3.3.2 Rang et noyau d'une forme quadratique

Soit q une forme quadratique de E et B une base de E. La matrice de sa forme polaire est appelée
également la matrice de q et notée M = M(q;B). On appelle rang de q, noté rg(q), le rang de la matrice
M . Nous avons vu que ce rang ne dépend pas du choix de la base.
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Dé�nition 24 On appelle noyau de q le sous-espace vectoriel de E :

kerq = {u ∈ E;ϕ(u, v) = 0, ∀v ∈ E}

Le noyau de q est donc le noyau de sa forme polaire.

3.3.3 Le cône des vecteurs isotropes

Un vecteur isotrope u ∈ E est un vecteur orthogonal à lui même. Ceci signi�e que

q(u) = ϕ(u, u) = 0.

L'ensemble des vecteurs isotropes est donc un sous-ensemble de E dé�ni par l'équation

q(u) = 0.

Il est clair que si u est isotrope, tout vecteur αu est aussi isotrope. Par contre, si u et v sont isotropes, en
général u + v ne l'est pas. L'ensemble des vecteurs isotropes n'est pas en général un sous-espace vectoriel
de E.

Dé�nition 25 On appelle cône isotrope de la forme quadratique q, l'ensemble des vecteurs isotropes.

On notera le cône C(q). Dans un système de coordonnées, q(u) = 0 est une équation polynomiale homogène
de degré 2. Ainsi C(q) apparaît dans ce système comme une variété algébrique invariant par homothétie.
D'où le nom de cône.

Exemple historique On considère dans R3 la forme quadratique

q(x, y, z) = x2 + y2 − z2.

Sa forme polaire s'écrit

ϕ((x, y, z), (x′, y′, z′)) = xx′ + yy′ − zz′.

Le cône isotrope est dé�ni par l'équation

q(u) = x2 + y2 − z2 = 0.

C'est un cône de révolution d'axe Oz. Cet exemple, issu de la mécanique relativiste restreinte, est appelé
dans ce contexte, le cône des lumières.

3.4 Décomposition en carrés d'une forme quadratique

3.4.1 Diagonalisation

Soit ϕ une forme bilinéaire symétrique sur E. Considérons une base {e′1, · · · , e′n} formée de vecteurs deux
à deux orthogonaux. Cete base existe d'après le théorème (??). Comme ϕ(e′i, e

′
j) = 0 si i 6= j, la matrice de
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ϕ relative à cette base s'écrit :

M ′ϕ =


ϕ(e′1, e

′
1) 0 · · · 0

0 ϕ(e′2, e
′
2) · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · ϕ(e′n, e

′
n)


Elle est donc diagonale. On en déduit

Théorème 13 Soit M une matrice réelle symétrique. Il existe une matrice inversible P telle que
M ′ =t PMP soit diagonale.

La démonstration du Théorème (??) montre comment déterminer une telle base orthogonale. Lorsque
la forme bilinéaire est dé�nie positive, cette méthode est dite de Gram-Schmidt. C'est un algorithme qui
permet de construite à partir d'une base quelconque de E, une base orthogonale. Rappelons rapidement
cette méthode. Tout d'abord, soit un vecteur u non nul de E. On appelle projection d'un vecteur v sur le
sous-espace engendré par un vecteur u le vecteur

proju(v) =
ϕ(u, v)

ϕ(u, u)
u.

Rappelons que, comme ϕ est dé�nie positive, ϕ(u, u) > 0 pour tout vecteur u 6= 0. Ceci étant, soit
{e1, · · · , en} une base de E. Posons

u1 = e1,
u2 = e2 − proju1(e2),
u3 = e3 − proju1(e3)− proju2(e3),
· · ·
uk = ek −

∑k−1
j=1 projuj (ek)

Alors {u1, · · · , un} est une base orthogonale pour ϕ. Notons que la matrice de changement de base est une
matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale, et son déterminant est 1.

Si la forme bilinéaire symétrique est non dégénérée, et pas nécessairement dé�nie positive, on peut calquer
l'algorithme ci-dessus, mais en prenant soin de choisir des vecteurs non isotropes.

Ceci étant, soit u = Xie′i la décomposition d'un vecteur u de E dans la base orthogonale. Alors

q(u) = ϕ(u, u) =
n∑
i=1

aii(X
i)2 (3.2)

où aii = ϕ(ei, ei). L'expression (??) s'appelle une décomposition en carrés de q.

3.4.2 La méthode de Gauss

Cette méthode permet en partant de l'expression analytique de q de l'écrire sous forme de somme de
carrés. Soit

q(u) = q(x1, · · · , xn) =

n∑
i=1

αi(x
i)2 + 2

∑
1≤i<j≤n

αi,jx
ixj .
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1. Supposons qu'il existe un αi non nul. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer α1 6= 0. On
écrit

q(u) = α1

(
(x1)2 + 2

n∑
j=2

α1j

α1
x1xj

)
+

n∑
i=2

αi(x
i)2 + 2

∑
2≤i<j≤n

αijx
ixj

= α1

(
x1 +

n∑
j=2

α1j

α1
xj

)2

− 1
α1

(
∑n

j=2 α1jx
j)2 +

n∑
i=2

αi(x
i)2 + 2

∑
2≤i<j≤n

αijx
ixj

Posons

X1 = x1 +
n∑
j=2

α1j

α1
xj

et

q2(x2, · · · , xn) = − 1

α1
(
n∑
j=2

α1jx
j)2 +

n∑
i=2

αi(x
i)2 + 2

∑
2≤i<j≤n

αijx
ixj .

On en déduit
q(x1, · · · , xn) = α1(X1)2 + q2(x2, · · · , xn).

2. Supposons que αi = 0 pour tout i. Nous allons réduire la forme quadratique en utilisant l'identité
(babylonnienne)

4ab = (a+ b)2 − (a− b)2

qui montre que tout produit est somme de deux carrés. Supposons α12 6= 0. Ecrivons q sous la forme

q(x1, · · · , xn) = 2α12

x1 +
∑
j≥3

α2j

α12
xj

x2 +
∑
i≥3

α1i

α12
xi

+ q3(x3, · · · , xn)

où q3 est la forme quadratique des seules variables x3, x4, · · · , xn égale à :

q3(x3, · · · , xn) = 2α12

∑
j≥3

α1j

α12
xj

∑
i≥3

α2i

α12
xi

+ 2
∑

3≤i<j≤n
αijx

ixj .

Posons {
U1 = x1 +

∑
j≥3

α1i
α12

xj ,

U2 = x2 +
∑

j≥3
α2i
α12

xj .

Dans ce cas, q s'écrit
q(x1, · · · , xn) = 2α12(U1U2) + q3(x3, · · · , xn).

Mais, en utilisant l'identité de Babylonne, on obtient

q(x1, · · · , xn) =
1

2
α12((U1 + U2)2 − (U1 − U2)2) + q3(x3, · · · , xn).

Posons {
X1 = U1 + U2

X2 = U1 − U2.

Alors

q(x1, · · · , xn) =
1

2
α12(X1)2 − 1

2
α12(X2)2 + q3(x3, · · · , xn).
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3. Conclusion : Dans les deux cas, nous avons écrit q sous la forme d'une somme d'un ou deux carrés et
d'une forme quadratique dépendant seulement de n− 1 ou n− 2 variables. En réitérant la procédé ci-
dessus à cette nouvelle forme quadratique, on récupère une écriture de q sous la forme d'une somme de
carrés et d'une nouvelle forme quadratique dépendant d'un nombre moindre de variables. On termine
cette procédure lorsque cette dernière forme est nulle.

Les nouvelles variables X1, X2, · · · , Xp, p ≤ n ont la propriété fondamentale suivante :

Proposition 15 Considérons les formes linéaires données par

f1(x1, · · · , xn) = X1, f2(x1, · · · , xn) = X2, · · · , fp(x1, · · · , xn) = Xp.

Alors la famille {f1, f2, · · · , fp} est libre dans l'espace dual E∗.

Démonstration. En e�et, d'après la méthode de réduction ci-dessus, on a soit

f i(x1, · · · , xn) = xi + g(xi+1, · · · , xn)

avec g ∈ E∗, soit

f i(x1, · · · , xn) = xi + xi+1 + g(xi+2, · · · , xn), f i+1(x1, · · · , xn) = xi − xi+1 + h(xi+2, · · · , xn)

avec g, h ∈ E∗. On construit ainsi à chaque étape des nouvelle formes linéaires indépendantes avec les
précédentes.

Théorème 14 Soit q une forme quadratique sur E. Il existe une famille libre
{
f1, · · · , fp

}
de formes

linéaires sur E telle que
q = a1(f1)2 + a2(f2)2 + · · ·+ ap(f

p)2

où p est le rang de la forme polaire associée à q.

Démonstration. Le procédé de Gauss donne une telle décomposition. Bien entendu, la décomposition n'est
pas unique. Montrons que le nombre de carrés intervenant dans cette écriture est unique et correspond
au rang de ϕ, la forme polaire de q. Considérons la famille

{
f1, · · · , f1

}
. Comme elle est libre, on

a p ≤ n. Complétons cette famille en une base
{
f1, · · · , f1, gp+1, · · · , gn

}
de E∗. Considérons la base

{f1, · · · , fp, fp+1, · · · , fn} de E dont
{
f1, · · · , f1, gp+1, · · · , gn

}
est la base duale. On a alors

ϕ(fi, fj) = 0

dès que i 6= j. La base {f1, · · · , fp, fp+1, · · · , fn} est donc orthogonale pour ϕ. La matrice de ϕ relative à
cette base s'écrit 

a1 0 · · · · · · 0
...

... · · ·
... 0

0 · · · ap · · · 0
0 · · · 0 0 0
0 · · · · · · · · · 0


et est de rang p qui est le rang de ϕ.

Exemples.
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1. Soit q la forme quadratique sur R3 donnée par

q(x, y, z) = 2x2 − 2y2 − 6z2 + 7yz − 4xz + 3xy.

Décomposons-là sous forme d'une somme de carrés en utilisant le principe de Gauss. On a

q(x, y, z) = 2x2 + x(3y − 4z)− 2y2 − 7z2 + 7yz

= 2(x2 + 1
2x(3y − 4z))− 2y2 − 7z2 + 7yz

= 2(x+ 1
4(3y − 4z))2 − 1

8(3y − 4z)2 − 2y2 − 7z2 + 7yz

= 2(x+ 1
4(3y − 4z))2 − 25

8 y
2 + 10yz − 9z2.

Posons

X = x+
3

4
y − z.

Alors
q = 2X2 + q2(y, z).

Réduisons q2. On a
q2(y, z) = −25

8 y
2 + 10yz − 9z2

= −25
8 (y2 − 16

5 yz)− 9z2

= −25
8 (y − 8

5z)
2 − z2

Posons

Y = y − 8

5
z, Z = z.

Alors

q(x, y, z) = q(X,Y, Z) = 2X2 − 25

8
Y 2 − Z2.

On a bien une décomposition en somme de carrés telle que les formes linéaires
f1(x, y, z) = x+ 3

4y − z

f2(x, y, z) = y − 8
5z

f3(x, y, z) = z

soient indépendantes. Nous pouvons interpréter ces calculs de la façon suivante. Soit v = (x, y, z) ∈ R3.
Cette décomposition de v est relative à la base canonique {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)}.
Il existe une nouvelle base {e′1, e′2, e′3} de R3, par rapport à laquelle v a pour composnate (X,Y, Z)
soit

v = Xe′1 + Y e′2 + Ze′3.

La matrice de q ou de sa forme polaire relative à cette nouvelle base {e′1, e′2, e′3} est diagonale et s'écrit 2 0 0
0 −25

8 0
0 0 −1

 .

Ainsi {e′1, e′2, e′3} est une base orthogonale pour la forme polaire de q. Il nous reste à déterminer
cette base. Nous avons vu que

{
f1, f2, f3

}
est une base de E∗, et {e′1, e′2, e′3} est la base de R3 dont
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{
f1, f2, f3

}
en est la base duale. Mais la matrice de changement de bases dans le dual (R3)∗ de la

base canonique {e1, e2, e3} est

Q =

 1 0 0
3
4 1 0
−1 −8

5 1


car f1 = e1 + 3

4e
2 − e3, f2 = e2 − 25

8 e
3, f3 = e3. Si P est la matrice de passage de {e1, e2, e3} à

{e′1, e′2, e′3}, alors
Q =t P−1.

On en déduit

P =

 1 −3
4 −1

5
0 1 8

5
0 0 1


soit 

e′1 = e1

e′2 = −3
4e1 + e2

e′3 = −1
5e1 + 8

5e2 + e3

On aurait pu calculer autrement la matrice P en écrivant le changement de coordonnées
X = x+ 3

4y − z

Y = y − 8
5z

Z = z

On sait que les systèmes de coordonnées sont reliés par X
Y
Z

 = P−1

 x
y
z

 .

Ainsi

P−1 =

 1 3
4 −1

0 1 −8
5

0 0 1


d'où

P =

 1 −3
4 −1

5
0 1 8

5
0 0 1


2. Considérons la forme quadratique sur E = R3 dé�nie par

q(x, y, z) = (y − z)2 + (z − x)2 + (x− y)2.

Elle s'écrit comme somme de trois carrés mais les formes linéaires qui sont attachées à cette décom-
position 

f1(x, y, z) = y − z
f2(x, y, z) = z − x
f3(x, y, z) = x− y
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ne sont pas indépendantes. En e�et on a la relation de dépendance

f1 + f2 + f3 = 0.

Pour réduire la forme quadratique q, commençons par la développer :

q(x, y, z) = 2x2 + 2y2 + 2z2 − 2xy − 2xz − 2yz.

Utilisons le procédé de Gauss.

q(x, y, z) = 2
(
x2 − x(y + z)

)
+ 2y2 + 2z2 − 2yz.

= 2
(
x− 1

2(y + z)
)2 − 1

2(y + z)2 + 2y2 + 2z2 − 2yz
= 2X2 + 3

2(y2 + z2 − 2yz)
= 2X2 + 3

2(y − z)2

= 2X2 + 3
2Y

2

avec X = x− 1
2(y + z) et Y = y − z. Les formes linéaires associées sont

{
f1(x, y, z) = x− 1

2y −
1
2z

f2(x, y, z) = y − z.

Elles sont indépendantes et la forme polaire associée est de rang 2.

EXERCICE 9. Réduire les formes quadratiques suivantes et en déduire leur
rang :

1. q1(x, y, z) = x2 + y2 − z2 + 4xy − 2xz + yz,

2. q2(x, y, z) = xy + yz + 2xz.

3. En déduire, pour chacune d'elles, une base othogonale pour la forme
polaire associée.

EXERCICE 10. On considère dans R3 la forme quadratique

q(x, y, z) = x2 + 2y2 + z2 + 4xy − 4xz.

1. Ecrire la forme polaire et sa matrice M dans la base canonique.

2. Réduire la forme quadratique q.

3. Quel est son rang ? Quel est son noyau ?

4. Trouver une base qui diagonalise la matrice M .
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EXERCICE 11. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n muni d'un
produit scalaire ϕ, c'est-à-dire d'une forme bilinéaire dé�nie positive. Soit F
un sous-espace vectoriel de E. Un vecteur w ∈ F est appelé la projection
orthogonale d'un vecteur v ∈ E sur F si le vecteur v − w ∈ F⊥.

1. Montrer que pour tout vecteur v ∈ E, il existe une unique projection
orthogonale sur F .

2. Montrer que si w et w⊥ sont les projections orthogonales de v ∈ E sur
F et F⊥, alors v = w + w⊥.

3. Soit {e1, · · · , en} une base orthonormée de E. Si v est un vecteur uni-

taire, montrer que v =
n∑
k=1

cosαkek où αk est l'angle entre le vecteur v

et le vecteur ek. En déduire

n∑
k=1

cos2 αk = 1,
n∑
k=1

sin2 αk = n− 1.

4. Soit v ∈ E. On appelle angle entre v et le sous-espace F , l'angle de v
avec sa projection orthogonale sur F . Soit α cet angle. On considère
une base orthonormée de F notée {e′1, · · · , e′p}. Soit βi l'angle entre v
et e′i. Montrer

cos2 α =

p∑
k=1

cos2 βk.

5. On considère un ensemble de sous-espaces de E de dimension p tels
que l'intersection de deux quelconques d'entre eux soit de dimension
p − 1. Montrer que, soit tous ces sous-espaces contiennent un même
sous-espace de dimension p−1, soit tous ces sous-espaces sont contenus
dans un même sous-espace de dimension p+ 1.

EXERCICE 12. Soit E un espace vectoriel complexe de dimension n.

1. Montrer qu'une forme quadratique sur E est le carré d'une forme li-
néaire non nulle si et seulement si q est de rang 1.

2. Montrer qu'une forme quadratique sur E est le produit de 2 formes
linéaires indépendantes si et seulement si q est de rang 2.

3.5 Signature d'une forme quadratique réelle

Dans toute cette section, les espaces vectoriels considérés seront réels.
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3.5.1 Théorème d'inertie de Sylvester

Théorème 15 Soit q une forme quadratique sur E et soit ϕ sa forme polaire. Si on considère une base
orthogonale pour ϕ, la matrice de q est diagonale et admet p éléments diagonaux positifs et s éléments
diagonaux négatifs. Alors pour toute base orthogonale pour ϕ, la matrice diagonale de q a aussi p éléments
diagonaux positifs et s éléments diagonaux négatifs.

Démonstration. En e�et, si r est le rang de q, il existe des formes linéaires {f1, · · · , fp, fp+1, · · · , f r}
linéairement indépendantes dans E∗ telles que pour tout v ∈ E

q(v) = λ1(f1(v))2 + · · ·+ λp(f
p(v))2 − λp+1(fp+1(v))2 − · · · − λr(f r(v))2

les scalaires λi étant tous positifs. Complétons la famille libre {f1, · · · , fp, fp+1, · · · , f r} en une base de
E∗. Soit {f1, · · · , fp, fp+1, · · · , f r, · · · , fn} cette base. Il existe alors une unique base B = {e1, · · · , en} de
E telle que la base {f1, · · · , fn} de E∗ soit la base duale de B. Cette base est orthogonale pour ϕ et la
matrice est diagonale et la diagonale s'écrit

λ1, λ2, · · · , λp,−λp+1,−λp+2, · · · ,−λr, 0, · · · , 0.

Considérons à présent une autre base orthogonale B′ = {e′1, · · · , e′n} pour ϕ. La matrice de ϕ associée à
cette base est diagonale de rang r et nous pouvons toujours supposer, quitte à changer l'ordre des vecteurs
de cette base, que la diagonale de cette matrice est

λ′1, λ2, · · · , λ′s,−λ′s+1,−λ′s+2, · · · ,−λ′r, 0, · · · , 0

avec λ′i > 0 pour i = 1, · · · , r. La forme quadratique s'écrit alors

q(v) = λ′1(f ′1(v))2 + · · ·+ λ′s(f
′s(v))2 − λ′s+1(f ′p+1(v))2 − · · ·+ λ′r(f

′r(v))2

Supposons p > s. Soit F le sous espace de E engendré par les n− r + p vecteurs {e1, · · · , ep, er+1, · · · , en}
et F le sous espace de E engendré par les r− s vecteurs {e′s+1, · · · , e′r}. Comme dimF + dimG = n+p− s,
alors dimF + dimG > n et F

⋂
G 6= {0}. Soit X ∈ F

⋂
G, X 6= 0. Alors q(X) > 0 car X ∈ F et q(X) < 0

car X ∈ G. Ce qui est impossible, donc p ≤ s. On montre de même que s ≤ p et donc s = p. Ceci démontre
le théorème.

3.5.2 Signature d'une forme quadratique réelle

Le symbole

(p signes +, r − p signes −)

que l'on écrira pour abréger

(p, r − p)

qui précise que dans toute décomposition de q sous forme de somme de carrés, il y a p coe�cients positifs
et r − p coe�cients négatifs, r étant le rang de q, est appelé la signature de q.
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3.5.3 Classi�cation des formes quadratiques réelles

Etant donnée une forme quadratique q sur un espace vectoriel réel de dimension n, elle s'écrit dans une
base donnée comme un polynôme homogène du second degré en les composantes (x1, · · · , xn) des vecteurs
dans la base donnée. On peut donc considérer q comme une forme quadratique sur Rn.

Dé�nition 26 Deux formes quadratiques q1 et q2 sur Rn sont dites équivalentes, s'il existe un isomor-
phisme f de Rn tel que

q2(v) = q1(f(v))

pour tout v ∈ Rn.

Notons que cette condition est équivalente à écrire

ϕ2(v, w) = ϕ1(f(v), f(w))

pour tout v, w ∈ Rn. En e�et on a

ϕ1(f(v + w), f(v + w)) = q1(f(v + w)) = q1(f(v)) + q1(f(w)) + 2ϕ1(f(v), f(w)).

Mais q1(f(v+w)) = q2(v+w), q1(f(v)) + q1(f(w)) = q2(v) + q2(w). Mais q2(v+w) = ϕ2(v+w, v+w) =
q2(v) + q2(w) + 2ϕ2(v, w). On en déduit

ϕ2(v, w) = ϕ1(f(v), f(w)).

La réciproque est immédiate.

Théorème 16 Deux formes quadratiques q1 et q2 sur Rn sont isomorphes si et seulement si elles ont la
même signature.

Démonstration. Considérons une base B = {e1, · · · , en} de Rn. Soit M1 (respectivement M2) la matrice de
q1 (respectivement q2) relative à cette base. Soit P la matrice inversible de l'isomorphisme f relative à cette
base. Comme ϕ2(v, w) = ϕ1(f(v), f(w)), on a ; si V et W désigne les matrices des vecteurs v et w :

tVM2W =t(PV )M1PW =tV tPM1PW.

Ainsi
M2 =tPM1P

et les matrices M2 et M1 sont les matrices de q1 relatives aux bases {e1, · · · , en} et {f(e1), · · · , f(en)}.
Comme nous avons vu que la signature d'une forme quadratique correspondait au nombre de carrés positifs
et négatifs des coe�cients d'une quelconque matrice diagonale de cette forme quadratique, on en déduit
que la signature de q1 est égale à celle de q2. Inversement, supposons que q1 et q2 aient la même signature.
Il existe deux bases de Rn par rapport aux quelles la matrice de q1 est diagonale et égale à la matrice de
q2. En e�et il existe une décomposition en carrés de q1 qui s'écrit

q1(v) = λ1(f1(v))2 + · · ·+ λp(f
p(v))2 − λp+1(fp+1(v))2 − · · ·+ λr(f

r(v))2

et comme tous les coe�cients λi sont positifs, on peut se ramener à la forme

q1(v) = (X1)2 + · · ·+ (Xp)2 − (Xp+1)2 − · · · (Xr)2
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où (p, r− p) est la signature de q1. De même on peut ramener l'écriture de q2(v) relative à une autre base,
à

q1(v) = (Y 1)2 + · · ·+ (Y p)2 − (Y p+1)2 − · · · (Y r)2.

Ainsi q1 et q2 ont des matrices égales mais relatives à deux bases di�érentes. Soit M1 cette matrice. Si P
désigne la matrice de changement de bases, alors la matice q2 dans la base diagonalisant q1 s'écrit

M2 =tPM1P.

Nous avons vu que cette identité matricielle était équivalente à

ϕ2(v, w) = ϕ1(f(v), f(w))

où f est l'isomorphisme de matrice P . Ainsi q1 et q2 sont isomorphes.

EXERCICE 13. Soit El'espace vectoriel des matrices symétriques réelles
2× 2.

1. Montrer que l'application q : E → R donnée par q(A) = detA est une
forme quadratique. Quelle est sa signature ?

2. Soit F le sous-espace de E formé des matrices de trace nulle. Mon-
trer que la forme polaire associée à la restriction de q à F est dé�nie
négative.

EXERCICE 14. Soit A une matrice réelle n× 1. On note B = A.tA.

1. Déterminer le polynôme caractéristique de B.

2. Montrer que la forme bilinéaire associée à la matrice B est le carré
d'une forme linéaire. Quelle est sa signature ?

3.5.4 Classi�cation des formes quadratiques complexes

Théorème 17 Toute forme quadratique de rang r sur un espace vectoriel complexe E peut s'écrire sous
la forme

q = (f1)2 + · · ·+ (f r)2

où f1, · · · , f r sont des formes linéaires sur E linéairement indépendantes.

Démonstration. Considérons une base orthogonale {e1, · · · , en} pour la forme polaire de q. Quitte à réor-
donner les vecteurs de cette base, nous pouvons supposer que l'on a

q(v) = λ1(x1)2 + · · ·+ λr(x
r)2

où r est le rang de q et v = (x1, · · · , xn) la décomposition de v dans la base {e1, · · · , en}. Soit ρi un nombre
complexe tel que ρ2

i = λi. Soit la base orthogonale {e′1, · · · , e′n} avec e′i = ρ−1
i ei pour i = 1, · · · r et e′i = ei

pour i = r + 1, · · · , n. Relativement à cette base, on a

q(v) = (x1)2 + · · ·+ (xr)2.

D'où le théorème.



3.5. SIGNATURE D'UNE FORME QUADRATIQUE RÉELLE 53

Corollaire 5 Deux formes quadratiques complexes sur un espace vectoriel complexe sont équivalentes si
et seulement si elles ont le même rang.
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Chapitre 4

Espaces vectoriels euclidiens et

pseudo-euclidiens

Dans tout ce chapitre, nous ne considèrerons que des espaces vectoriels réels de dimension �nie.

4.1 Produits scalaires

4.1.1 Dé�nition

Dé�nition 27 On appelle produit scalaire pseudo-euclidien sur l'espace vectoriel réel E, toute forme
bilinéaire symétrique non dégénérée sur E. On appelle produit scalaire euclidien, tout produit scalaire
pseudo-euclidien dé�ni positif.

Rappelons qu'une forme bilinéaire est non dégénérée si sa matrice relative à une base quelconque est
inversible, ou bien, ce qui est équivalent, si son noyau est réduit à {0} et dans ce cas la forme quadratique
associée est de signature (p, n− p) avec n = dimE. La forme est dé�nie positive si elle véri�e

ϕ(v, v) > 0, ∀v 6= 0.

Dans ce cas la signature de la forme quadratique est égale à (n, 0).

Exemples.

1. Le produit scalaire canonique sur Rn donné par

ϕ(v, w) =

n∑
i=1

xiyi

où v = (x1, · · · , xn et w = (y1, · · · , yn) est un produit salaire euclidien. Sa forme quadratique s'écrit

q(v) =
n∑
i=1

(xi)2.

55
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2. Le produit scalaire sur R4 dont la forme quadratique est

q(v) = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2

de signature (3, 1) est pseudo-euclidien et non euclidien. L'intérêt de ce produit scalaire en physique
et plus particulièrement en mécanique relativiste a justi�é cette étude des produits scalaires pseudo-
euclidiens.

EXERCICE 1. Représenter dans le plan les courbes de niveau, c'est-à-dire
les courbes q(v) = a, a ∈ R donné, pour les formes quadratiques suivantes

1. q(v) = x2 + y2,

2. q(v) = x2 − y2.

EXERCICE 2. Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soit ϕ un produit sca-
laire euclidien sur un espace vectoriel réel E et soit q la forme quadratique
associée. Montrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(ϕ(v, w))2 ≤ q(v)q(w)

pour tous vecteurs v, w ∈ E.
A quelle condition, l'égalité a-t-elle lieu ?
Cette inégalité est-elle vraie pour des produits scalaires pseudo-euclidiens
non euclidiens ?

EXERCICE 3. Inégalité de Minkowski : Soit ϕ un produit scalaire
euclidien sur un espace vectoriel réel E et soit q la forme quadratique associée.
Montrer l'inégalité de Minkowski :√

ϕ(v + w) ≤
√
q(v) +

√
q(w)

pour tous vecteurs v, w ∈ E.
A quelle condition, l'égalité a-t-elle lieu ?
Cette inégalité est-elle vraie pour des produits scalaires pseudo-euclidiens
non euclidiens ?

4.1.2 Expression dans une base orthonormale

Rappelons qu'il existe une base orthogonale pour ϕ} c'est-à-dire composée de vecteurs deux à deux
orthogonaux pour ϕ. Nous connaissons deux procédés pour déterminer une telle base, soit le procédé de
Gram-Schmidt, soit l'algorithme de réduction de Gauss. Dans ce dernier cas, on détermine une base B∗ du
dual E∗ en considérant les formes linéaires dans la décompositions en carré de la forme quadratique q, la
base cherchée est la base de E dont la duale est la base B∗. Le procédé de Gram-Schmidt donne directement
la base orthogonale, faire attention dans la procédure, de ne considérer que des vecteurs non isotropes.

Dé�nition 28 Une base orthogonale pour le produit scalaire ϕ est dite orthonormale si les vecteurs de
cette base sont unitaires, c'est-à-dire véri�e q(v) = 1.
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Proposition 16 Tout produit scalaire ϕ pseudo-euclidien admet une base orthonormale.

Démonstration. Nous savons qu'il existe une base orthogonale B = {e1, · · · , en} formée de vecteurs non
isotropes q(ei) 6= 0 pour i = 1, · · · , n. Considérons les vecteurs

e′i =
ei√
q(ei)

si q(ei) > 0 ou

e′i =
ei√
−q(ei)

si q(ei) < 0. Alors {e′1, · · · , e′n} est orthonormale.

Dans une base orthonormée, quitte à réordonner l'ordre des vecteurs, la matrice de ϕ esr diagonale et
s'écrit (

Ip 0
0 −In−p

)
où (p, n−p) est la signature de q et Ip la matrice identité d'ordre p. Dans cette base, l'expression analytique
de q est

q(v) = (x1)2 + · · ·+ (xp)2 − (xp+1)2 − · · · − (xn)2.

4.1.3 Sous-espaces dégénérées

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n muni d'un produit scalaire ϕ pseudo-euclidien.

Dé�nition 29 Un sous espace vectoriel F de E est dit non dégénéré, si la restriction du produit scalaire
ϕ à F est non dégénérée. Il est dit dé�ni positif, si la restriction est dé�nie positive.

Un sous espace n'est pas nécessairement non dégénéré bien que ϕ le soit. Considérons par exemple le
produit scalaire dans R2 donné par

ϕ(v, w) = x1y1 − x2y2.

Sa forme quadratique est q(v) = (x1)2 − (x2)2. Le sous espace vectoriel d'équation f(x1, x2) = x1 + x2 = 0
est dégénéré. En e�et tout vecteur de F s'écrit v = (x1,−x1) et q(v) = 0. La restriction de ϕ à F est nulle.
Le sous espace G d'équation f(x1, x2) = x2 = 0 est non dégénéré. Par contre, on a

Proposition 17 Si le produit scalaire ϕ est euclidien, tout sous espace vectoriel est dé�ni positif.

Démonstration. En e�et, pour tout vecteur v ∈ F , v 6= 0, on a q(v) > 0 car q est dé�nie positive.

Cette proposition se généralise au cas pseudo-euclidien
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Proposition 18 Soit ϕ un produit scalaire pseudo-euclidien de signature (p, n−p). Alors tout sous espace
dé�ni positif est au plus de dimension p.

Démonstration. Considérons une base orthonormale {e1, · · · , en} par rapport à laquelle la matrice de ϕ est(
Ip 0
0 −In−p

)
.

Alors le sous espace engendré par {e1, · · · , ep} est dé�ni positif. Supposons qu'il existe un sous espace F
dé�nie positif de dimension p′ avec p′ > p. Considérons le sous espace G de E engendré par les vecteurs
{ep+1, · · · , en}. La restriction de ϕ à G est non dégénérée et de signature (0, n− p) (G est dé�ni négatif).
Comme p′ + (n − p) = n + (p′ − p) > n, on en déduit que F ∩ G 6= {0}. Ainsi, il existe un evcteur v non
nul tel que q(v) > 0 car v ∈ F , et q(v) < 0 car v ∈ G. Ceci est impossible, donc p′ ≤ p.

4.1.4 Cône isotrope

Soit ϕ un produit scalaire pseudo-euclidien sur E et soit q sa forme quadratique. Le cône isotrope de q
est l'ensemble

C(q) = {v ∈ E, q(v) = 0.

Rapportons nous à une base orthonormale. Alors , si q est de signature (p, n−p), l'équation du cône isotrope
est l'hypersurface algébrique qui a pour équation, l'équation polynomiale homogène du second degré :

(x1)2 + · · ·+ (xp)2 − (xp+1)2 − · · · − (xn)2 = 0.

Si le produit scalaire est euclidien, alors C(q) = {0}. Inversement C(q) = {0} implique que q est dé�nie
positive.

EXERCICE 4. On considère dans R2 la forme quadratique

q(v) = x2 − y2.

Représenter le cône isotrope.

EXERCICE 5. On considère dans R3 la forme quadratique

q(v) = x2 + y2 − z2.

Représenter le cône isotrope.

EXERCICE 6. Rappelons qu'un sous espace vectoriel de E est dit isotrope
si tous ses éléments sont isotropes. Il est donc contenu dans le cõne isotrope.
Si (p, n−p) est la signature de q, montrer que tout sous espace isotrope est au
plus de dimension d = inf(p, n − p). Montrer qu'il existe un espace isotrope
de dimension inf(p, n− p).
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4.2 Le groupe O(p, n− p)

4.2.1 Isométries d'un produit scalaire

Dé�nition 30 Soit ϕ un produit scalaire pseudo-euclidien sur l'espace vectoriel E. On appelle isométrie
de ϕ, tout endomorphisme f de E conservant le produit scalaire, c'est-à-dire

ϕ(f(v), f(w)) = ϕ(v, w)

pour tout v, w ∈ E.

Notons que tout isométrie est un isomorphisme de E. En e�et, soit f une isométrie et soit v ∈ Ker(f).
Alors, pour tout vecteur w ∈ E, on a

ϕ(v, w) = ϕ(f(v), f(w)) = ϕ(0, f(w)) = 0.

Ainsi v est dans le noyau de ϕ. Mais un produit scalaire est non dégénéré, donc v = 0. Ainsi f est un
endomorphisme injectif, il est bijectif.

Proposition 19 Soit f un endomorphisme de E. Alors f est une isométrie pour le produit scalaire ϕ si
et seulement si

q(f(v)) = q(v)

pour tout v ∈ E, où q est la forme quadratique associée à ϕ.

Démonstration. Si f est une isométrie, alors

q(f(v)) = ϕ(f(v), f(v)) = ϕ(v, v) = q(v)

pour tout v ∈ E. Réciproquement, soit f un endomorphisme de E tels que q(f(v)) = q(v) pour tout v ∈ E.
Alors

2ϕ(f(v), f(w)) = q(f(v) + f(w))− q(f(v))− q(f(w))
= q(f(v + w))− q(f(v))− q(f(w))
= q(v + w)− q(v)− q(w)
= 2ϕ(v, w).

Ainsi f est une isométrie.

EXERCICE 7. Déterminer les valeurs propres d'une isométrie.

EXERCICE 8. Montrer que l'ensemble des isométries de ϕ est un groupe,
que l'on notera O(E,ϕ), appelé le groupe orthogonal de E pour le produit
scalaire ϕ.
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4.2.2 Matrices d'une isométrie relatives à une base orthonormale

Soit B = {e1, · · · , en} une base orthonormale pour ϕ. Supposons que la signature de la forme quadratique
associée q soit égale à (p, n− p), n étant la dimension de E. Alors, relativement à cette base, la matrice de
ϕ est (

Ip 0
0 −In−p

)
.

Nous noterons cette matrice Ip,n−p. Dans cette base, l'expression analytique de ϕ est

ϕ(v, w) =tV Ip,n−pW

où V et W sont les matrices colonnes des coordonnées de v et w relatives à la base B. Soit f une isométrie
pour ϕ et notons par M la matrice de f relative à B. Alors

ϕ(f(v), f(w)) =t(MV )Ip,n−pMW =tV tMIp,n−pMW =tV Ip,n−pW.

On en déduit que M véri�e l'équation matricielle

tMIp,n−pM = Ip,n−p.

Proposition 20 L'ensemble des matrices carrées réelles d'ordre n véri�ant

tMIp,n−pM = Ip,n−p

est un groupe, que l'on notera O(p, n− p)

Démonstration. Comme toute isométrie est un isomorphisme, toute matrice de O(p, n − p) est inversible.
On véri�e sans peine que le produit de deux matrices de O(p, n − p) est encore dans O(p, n − p). Ainsi
O(p, n− p) est un sous groupe du groupe linéaire GL(n,R).

EXERCICE 9. Soit ϕ un produit scalaire sur E dont la forme quadratique
est de signature (p, n − p). Montrer que les groupes O(E,ϕ) et O(p, n − p)
sont isomorphes.

Remarque. Si ϕ est un produit scalaire euclidien, la signature de la forme quadratique associée est égale
à (n, 0) et O(E,ϕ) est alors isomorphe à O(n, 0) que l'on note classiquement O(n). Il est appelé le groupe
orthogonal. Il est constitué des matrices orthogonales, c'est-à-dire des matrices carrées d'ordre n véri�ant

tMM = I.

Théorème 18 Soit ϕ un produit scalaire pseudo-euclidien sur E. Alors un endomorphisme de E est une
isométrie de ϕ si et seulement si l'image par f d'une base orthonormale pour ϕ est une base orthonormale
pour ϕ respectant le carré des éléments.

Démonstration. Soit B = {e1, · · · , en} une base orthonormale pour ϕ. Si f est une isométrie, alors f est un
isomorphisme, {f(e1), · · · , f(en)} est une base de E véri�ant

ϕ(f(ei), f(ej)) = ϕ(ei, ej).
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Donc {f(e1), · · · , f(en)} est une base orthonormale. Réciproquement, si l'image de B par l'endomorphisme f
est une base orthonormale, alors f est un isomorphisme et la matriceM ′ de ϕ dans la base {f(e1), · · · , f(en)}
véri�e

M ′ =tPMP

où M est la matrice de ϕ relative à B. Nous pouvons supposer que M = Ip,n−p. Comme la nouvelle base
{f(e1), · · · , f(en)} reespectent le carré des éléments de {e1, · · · , en}, c'est-à-dire

q(f(ei)) = q(ei)

alors M ′ = Ip,q. On en déduit
tPIp,n−pP = Ip,n−p

et f est une isométrie.

4.2.3 La structure du groupe O(p, n− p)

Si M ∈ O(p, n− p) alors
tMIp,n−pM = Ip,n−p.

On en déduit
(detM)2 = 1.

Ainsi toute matrice de O(p, n− p) est de déterminant égal à +1 ou −1.

Proposition 21 Le sous ensemble SO(p, n− p) formé des matrices de O(p, n− p) de déterminant 1 est
un sous groupe de O(p, n− p).

Démonstration. Ceci est évident car le produit de deux matrices de déterminant 1 est de déterminant 1.

Remarque. Le groupe O(p, n − p) est un groupe topologique. Ceci signi�e que l'on peut mettre sur ce
groupe une topologie pour laquelle la multiplication des matrices que l'on peut voir comme une application
de O(p, n − p) × O(p, n − p) dans O(p, n − p) est contine. Les groupes O(p, n − p) ne sont pas connexes.
Il existe un sous groupe connexe remarquable qui est la composante connexe passant par l'identité. Cette
composante connexe ne contient que des matrices de déterminant 1 mais n'est pas nécessairement égale à
SO(p, n−p). On note ce sous groupe connexe par SO0(p, n−p) et est appelé parfois le groupe orthochrone,
vocabulaire issu de la mécanique relativiste. Dans ce qui suit, nous allons décrire ces composantes pour
n = 2, et donc des groupes O(2) et O(1, 1).

4.2.4 Le groupe O(2)

Soit M ∈ O(2). Posons

M =

(
a b
c d

)
la relation tMM = I est équivalente au système algébrique

a2 + c2 = 1
b2 + d2 = 1
ab+ cd = 0.
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Il existe θ1 et θ2 tels que {
a = cos θ1 c = sin θ1

b = cos θ2 d = sin θ2.

Il ne reste plus qu'à véri�er l'équation ab+ cd = 0. Elle est équivalente à

cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2 = 0

soit
cos(θ1 − θ2) = 0

Ainsi, on a

θ1 − θ2 =
π

2
+ 2kπ

ou bien
θ1 − θ2 = −π

2
+ 2kπ.

Dans le premier cas on obtient

b = cos(θ1 −
π

2
) = sin θ1, d = sin(θ1 −

π

2
) = − cos θ1

et

M =

(
cos θ1 sin θ1

sin θ1 − cos θ1

)
et dans le deuxième cas on obtient

b = cos(θ1 +
π

2
) = − sin θ1, d = sin(θ1 +

π

2
) = cos θ1

et

M =

(
cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1

)
.

Notons par SO(2) l'ensemble des matrices

SO(2) = {M =

(
cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1

)
}

et par 0−(2) l'ensemble des matrices

0−(2) = {M =

(
cos θ1 sin θ1

sin θ1 − cos θ1

)
}.

Alors
O(2) = SO(2)

⋃
0−(2)

et O(2) est un groupe non connexe contenant deux composantes connexes. la composantes connexes passant
par l'élément neutre est SO(2) et l'on a

SO(2) = {M ∈ O(2), detM = 1}.

Toute matrice de SO(2) est la matrice d'une rotation vectorielle, qui est bien une isométrie du plan pour
le produit scalaire euclidien canonique. La composnate O−(2) correspond à

O−(2) = {M ∈ O(2), detM = −1}
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Ceci n'est pas un sous groupe de O(2) mais une composnate connexe. Les éléments de O−(2) sont des
composés d'une rotation et d'une symétrie, ces deux transformantions commutant. En e�et, on peut écrire(

cos θ1 sin θ1

sin θ1 − cos θ1

)
=

(
cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1

)
·
(

1 0
0 −1

)

Remarque : le groupe O(n) On peut montrer que plus généralement O(n) est un groupe ayant deux
composantes connexes :

O(n) = SO(n)
⋃
O−(n)

avec

SO(n) = {M ∈ O(n), detM = 1}

et

O−(n) = {M ∈ O(n), detM = −1} .

Le sous groupe SO(n) est connexe et correspond à la composante connexe de O(n) passant par l'élément
neutre. Il est appelé le groupe spécial orthogonal.

4.2.5 Le groupe O(1, 1)

Soit M ∈ O(1, 1). Posons

M =

(
a b
c d

)
la relation tMI1,1M = I1,1 est équivalente au système algébrique

a2 − c2 = 1
b2 − d2 = −1
ab− cd = 0.

1. Premier cas : a ≥ 0, d ≥ 0.

Il existe α et β tels que {
a = coshα c = sinhα
d = coshβ b = sinhβ.

L'équation ab− cd = 0. est équivalente à

coshα sinhβ − sinhα coshβ = 0

soit

sinh(β − α) = 0.

Ainsi, on a

β = α

et

M =

(
coshα sinhα
sinhα coshα

)
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2. Deuxième cas : a ≥ 0, d ≤ 0.

Il existe α et β tels que {
a = coshα c = sinhα
d = − coshβ b = sinhβ.

L'équation ab− cd = 0. est équivalente à

coshα sinhβ + sinhα coshβ = 0

soit
sinh(β + α) = 0.

Ainsi, on a
β = −α

et

M =

(
coshα − sinhα
sinhα − coshα

)
3. Troisème cas : a ≤ 0, d ≥ 0.

Il existe α et β tels que {
a = − coshα c = sinhα
d = coshβ b = sinhβ.

L'équation ab− cd = 0. est équivalente à

− coshα sinhβ − sinhα coshβ = 0

soit
sinh(β + α) = 0.

Ainsi, on a
β = −α

et

M =

(
− coshα − sinhα
sinhα coshα

)
4. Quatrième cas : a ≤ 0, d ≤ 0.

Il existe α et β tels que {
a = − coshα c = sinhα
d = − coshβ b = sinhβ.

L'équation ab− cd = 0. est équivalente à

− coshα sinhβ + sinhα coshβ = 0

soit
sinh(α− β) = 0.

Ainsi, on a
β = α

et

M =

(
− coshα sinhα
sinhα − coshα

)
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Il est clair que toute matrice de O(1, 1) est de déterminant égal à +1 ou à −1. Notons par SO(1, 1)
l'ensemble des matrices de O(1, 1) de déterminant 1. C'est un sous groupe de O(1, 1) mais contrairement
au cas précédent, il n'est pas connexe. Il s'écrit

SO(1, 1) = SO0(1, 1)
⋃
SO1(1, 1)

avec

SO0(1, 1) = {M =

(
coshα sinhα
sinhα coshα

)
}

et

SO1(1, 1) = {M =

(
− coshα sinhα
sinhα − coshα

)
}.

La composante connexe passant par l'élément neutre est le sous groupe SO0(1, 1). Notons par O−(1, 1) le
sous ensemble de O(1, 1) constitué des matrices de O(1, 1) de déterminant −1. Ce n'est pas un sous groupe
de O(1, 1) mais il est constitué de deux composantes connexes :

O−(1, 1) = O−,0(1, 1)
⋂
O−,1(1, 1)

avec

O−,0(1, 1) = {M =

(
coshα − sinhα
sinhα − coshα

)
}

et

O−,1(1, 1) = {M =

(
− coshα − sinhα
sinhα coshα

)
}.

On en déduit que O(1, 1) admet quatre composantes connexes.

Remarque : le groupe O(p, n − p) Lorsque n = 4 et p = 3, ce groupe est appelé le groupe de Lorentz.
Dans tous les cas, il est composé de quatre composantes connexes et la composante passant par l'élément
neutre est un sous groupe de SO(p, n− p).

EXERCICE 10.Montrer que O(p, n−p) contient un sous groupe isomorphe
à O(p)×O(q) et que sa composante connexe passant par l'identité, SO0(p, q)
contient un sous groupe isomorphe à SO(p)× SO(q).
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Chapitre 5

Applications multilinéaires et tenseurs

5.1 Applications multilinéaires

5.1.1 Dé�nition

Soient E1, · · · , Em et F des espaces vectoriels sur K.

Dé�nition 31 Une application
Φ : E1 × · · · × Em → F

est multilinéaire si elle est linéaire sur chaque argument, c'est-à-dire si pour tout j = 1, · · · ,m

Φ(v1, · · · , αvj + βv′j , · · · , vm) = αΦ(v1, · · · , vj , · · · , vm) + βΦ(v1, · · · , v′j , · · · , vm)

pour tout vecteurs vi ∈ Ei, v′j ∈ Ej , α, β ∈ K.

On notera par L(E1, E2, · · · , Em;F ) l'ensemble de telles applications multilinéaires. Tout élément Φ ∈
L(E1, E2, · · · , Em;F ) ayant m argments sera aussi appelée application m-linéaire. Pour m = 2, on parlera
d'application bilinéaire, pour m = 3, on parlera aussi d'application trilinéaire.

Exemples

1. Supposons que chacun des espaces Ei soit égal à Km et soit F = K. Considérons l'application

Φ : (Kn)m → K

donnée par

Φ(v1, · · · , vm) = det(aji )

où vi = (a1
i , a

2
i , · · · , ami ). Cette application est multilinéaire.

67
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2. Soient E1,= E2 = · · · = Em = Kn avec m ≤ n. Soit ω une suite strictement croissante de longueur
m d'entiers compris entre 1 et n :

1 ≤ ω(1)n ≤ ω(2) ≤ · · · ≤ ω(m) ≤ n.

On note par Q(m,n) l'ensemble de ces suites et on l'ordonne par la relation d'ordre lexicographique.
Si X est une matrice àm lignes et n colonnes, considérons les sous-matrices sonstituées desm lignes et
des colonnes ω(1), · · · , ω(m). Une telle matrice sera notée X[1, · · · ,m;ω]. Ceci 'tant, soient v1, . . . , vm
des vecteurs de Kn. Notons par X la matrice n×m des coordonnées. L'application

Φ : (Km)n → KC(n,m)

où C(n,m) = n!
m!(n−m)! donnée par

Φ(v1, · · · , vm) = u

où u est le C(n,m)-uple dans KC(n,m) dont les coordonnées ordonnées lexicographiquement sont les
X[1, · · · ,m;ω], ω ∈ Q(m,n) est n-linéaire.

Proposition 22 L'ensemble L(E1, E2, · · · , Em;F ) est un K espace vectoriel. Si chacun des Ei est de
dimension �nie ni et si F est de dimension p, alors L(E1, E2, · · · , Em;F ) est de dimension �nie et on a

dimL(E1, E2, · · · , Em;F ) = pn1n2 · · ·nm.

Démonstration Posons dimEi = ni pour i = 1, · · · ,m. Considérons une base {e(i),1, ei,2, · · · , e(i),ni} une
base de Ei pour chaque i, i = 1, · · · ,m et soit {ε1, · · · , εp} une base de F . Nous avons écrit les vecteurs de
la base de Ei sous la forme e(i),j , l'indice parenthésé (i) n'est pas en fait un véritable indice, il indique le
numéro de l'espace vectoriel qui le contient.L'application Φ est donc déterminée par les composantes sur la
base {ε1, · · · , εp} des vecteurs Φ(e(1),i1 , e(2),i2 , · · · , e(m),im) lorsque 1 ≤ i1 ≤ n1, · · · , 1 ≤ im ≤ nm. En e�et
considérons des vecteurs vi ∈ Ei. Ils se décomposent

vi =

ni∑
ji=1

xji(i)e(i),ji .

On a donc

Φ(v1, · · · , vm) =

n1∑
j1=1

...

nm∑
jm=1

xj1(1) · · ·x
jm
(m)Φ(e(1),j1 , · · · , e(m),jm).

(On commence à comprendre ici l'intérêt de la convention d'Einstein et le fait que les indices parenthésés
ne sont pas de "véritables" indices. Dans l'écriture conventionnée on aurait

Φ(v1, · · · , vm) = xj1(1) · · ·x
jm
(m)Φ(e(1),j1 , · · · , e(m),jm)

qui est une écriture un peu moins lourde. Dès la �n de cette démonstration, nous ne garderons que l'écriture
conventionnée.) Chacun de ces vecteurs Φ(e(1),j1 , · · · , e(m),jm) est dans F , il a p composantes :

Φ(e(1),j1 , · · · , e(m),jm) =

p∑
k=1

αkj1,··· ,jmfk

où {f1, · · · , fp} est une base de F . et on a n1.n2 · · ·nm vecteurs. D'où la proposition.
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Notons que l'écriture analytique de Φ relative aux bases choisies est, dans une écriture conventionnée,

Φ(v1, · · · , vm) = xj1(1) · · ·x
jm
(m)α

k
j1,··· ,jmfk

et donc s'écrit comme un système de p polynômes homogènes de degré m en les composantes des vecteurs
vi et linéaire en les composantes de chacun des vecteurs.

EXERCICE 1. Montrer que les espaces vectoriels suivants

L(E1, E2;F ), L(E1,L(E2;F )), L(E2,L(E1;F ))

sont isomorphes, où L(E;F ) désigne l'espace des applications linéaires de E
dans F .

EXERCICE 2. Etant donnés deux espaces vectoriels E et F sur K, montrer
que l'application

Φ : L(E,F )× E → F

donnée par
Φ(f, v) = f(v)

est bilinéaire.

Théorème 19 Soient E1, · · · , Em, F des espaces vectoriels sur K de dimension �nie. Soit
{e(i),1, ei,2, · · · , e(i),ni} une base de Ei pour chaque i, i = 1, · · · ,m et soit {ε1, · · · , εp} une base de F .Pour
qu'une application

Φ : E1 × · · · × Ep → F

soit multilinéaire, il faut et il su�t qu'il existe des vecteurs cj1j2···jm de F avec 1 ≤ j1 ≤ n1 · · · 1 ≤ jm ≤ nm,
tels que l'on ait

Φ(v1, · · · , vm) = xj1(1) · · ·x
jm
(m)cj1j2···jm

quels que soient les vecteurs

v1 = xj1(1)e(1),j1 ∈ E1, · · · , vm = xjm(m)e(m),jm ∈ Em.

Démonstration. Nous avons vu précédemment que si Φ est multilinéaire, alors son expression analytique
dans les bases considérées était

Φ(v1, · · · , vm) = xj1(1) · · ·x
jm
(m)Φ(e(1),j1 , · · · , e(m),jm).

Posons
cj1j2···jm = Φ(e(1),j1 , · · · , e(m),jm).

On obtient l'expression désirée. Réciproquement, montrons que

Φ(v1, · · · , vm) = xj1(1) · · ·x
jm
(m)cj1j2···jm

représente une application multilinéaire. Considérons l'application

Πj1j2···jm : E1 × · · · × Em → K

donnée par
Πj1j2···jm(v1, · · · , vm) = xj1(1) · · ·x

jm
(m).
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Il est clair que cette application à valeur dans K est m-linéaire. Comme

Φ(v1, · · · , vm) = Πj1j2···jm(v1, · · · , vm)cj1j2···jm ,

l'application Φ est m-linéaire. De plus, on a

cj1j2···jm = Φ(e(1),j1 , · · · , e(m),jm).

Remarque. Les vecteurs cj1j2···jm de F s'appellent les coe�cients de Φ par rapport aux bases données
{e(i),1, ei,2, · · · , e(i),ni} de Ei. Ils dépendent, bien entendu, des bases choisies.

EXERCICE 3. On considère de nouvelles bases {e′(i),1, e
′
i,2, · · · , e′(i),ni} de

Ei. Soient c
′
j1j2···jm les coe�cients correspondants. Ecrire la relation entre les

coe�cients c′j1j2···jm et cj1j2···jm .

5.1.2 Formes multilinéaires

Une forme multilinéaire sur E1 × · · · × Em est une application multilinéaire à valeurs dans le corps de
base K.

Exemple fondamental. Soient E∗i les espaces vectoriels duaux des espaces Ei. Pour chaque i, i = 1, · · · ,m,
soit fi ∈ E∗i . Considérons l'application

Ψ : E1 × · · · × Em → K

dé�nie par
Ψ(v1, v2, · · · , vm) = f1(v1) · f2(v2) · · · fm(vm).

C' est une forme multilinéaire. On la notera
m∏
i=1

fi.

Notons par Ξ l'ensemble des m-uples d'entiers (l1, · · · , lm) tels que

1 ≤ l1 ≤ n1, 1 ≤ l2 ≤ n2, · · · , 1 ≤ lm ≤ nm.

Théorème 20 Soit {fi,1, fi,2, · · · , fi,ni} une base de l'espace vectoriel dual E∗i pour i = 1, · · · ,m. Alors
les formes linéaires

Ψλ =

m∏
i=1

fi,λ(i)

où λ ∈ Ξ et où λ(i) désigne l'entier placé en position i dans la suite λ forment une base de
L(E1, E2, · · · , Em;K).

Démonstration Soit {ei,1, · · · , ei,ni} la base de Ei dont {fi,1, fi,2, · · · , fi,ni} en est la base duale. On a alors

Ψλ(e1,λ(1), e2,λ(2), · · · , em,λ(m)) = 1

et
Ψλ(e1,λ′(1), e2,λ′(2), · · · , em,λ′(m)) = 0
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dès que λ 6= λ′ dans Ξ. Comme toute forme multilinéaire sur E1 × · · · × Em est entièrement déterminée
par ses images des vecteurs de bases, on en déduit que la famille des formes Ψλ, lorsque λ parcourt Ξ est
génératrice. Cette famille compte autant déléments que Ξ c'est à dire n1.n2 · · ·nm. Elle est donc minimale
et c'est une base.

EXERCICE 4 Dans chacun des cas ci-dessous, dire si l'application φ de
R3 × R3 × R3 dans R, est multilinéaire.

1. φ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3), (z1, z2, z3) = x1 + y2 + z3

2. φ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3), (z1, z2, z3) = x1y3 + y2z1 + z3x2

3. φ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3), (z1, z2, z3) = x1y2z3 + x2y3z1 + x3y1z2

4. φ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3), (z1, z2, z3) = x1x2x3 + y1y2y3 + z1z2z3

5. φ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3), (z1, z2, z3) = x1y1z1 + x2y2z2 + x3y3z3

6. φ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3), (z1, z2, z3) = (x1y1 + x2y2 + x3y3)(z1 + z3)

7. φ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3), (z1, z2, z3) = (x1 + 2x2)(z1 + z3)

EXERCICE 5 Une forme trilinéaire sur E ×E ×E est dite alternée si elle
véri�e

Φ(vσ(1), vσ(2), vσ(3)) = ε(σ)Φ(v1, v2, v3)

pour tout (v1, v2, v3) ∈ E3 et tout σ ∈ Σ3, le groupe symétrique de degré 3.
Dans cette formule ε(σ) désigne la signature de la permutation σ. Donner
toutes les formes trilinéaires alternées sur R2. Plus généralement, que dire des
formes m-linéaires alternées sur un espace de dimension n lorsque m > n ?

EXERCICE 6 Soit A ∈Mn,n(R). On considère l'application

ΦA : (Rn)n → R

dé�nie par
ΦA(C1, ..., Cn) = det(AM)

où M est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs C1, ..., Cn.

1. Montrer que ΦA est n-linéaire.

2. Montrer que ΦA est alternée.

3. Montrer que ΦA(M) = det(A) det(M).

4. En déduire que :

∀(A,B) ∈Mn,n(R), det(AB) = det(BA) = det(A) det(B).

5.2 Applications multilinéaires alternées sur E

5.2.1 Applications bilinéaires alternées

Soient E et F des K espaces vectoriels.
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Dé�nition 32 Une application bilinéaire

Φ : E × E → F

est dite alternée, si pour tout vecteur v ∈ E, on a

Φ(v, v) = 0.

La caractérisation suivante des applications bilinéaires alternées tient compte du fait que le corps K est
de caractéristique 0 (plus précisément di�érente de 2).

Proposition 23 Une forme bilinéaire φ : E × E → F est alternée si et seulement si elle véri�e

Φ(v, w) = 0

pour tout v, w ∈ E.

Démonstration. En e�et supposons que l'application bilinéaire Φ soit alternée. Comme Φ est bilnéaire, alors
pour tout vecteur v, w dans E, on a

Φ(v + w, v + w) = Φ(v, v) + Φ(w,w) + Φ(v, w) + Φ(w, v).

Comme Phi est alternée, on déduit

0 = Φ(v, w) + Φ(w, v).

Réciproquement, l'identité 0 = Φ(v, w) + Φ(w, v) implique

2Φ(v, v) = 0.

Comme K est de caractéristique 0, alors Φ(v, v) = 0 pour tout vecteur v ∈ E, et Φ est alternée.

EXERCICE 7

1. Soit E = R3. Montrer que l'application Φ : R3 × R3 → R3 donnée par

Φ(v, w) = v ∧ w

où v ∧ w désigne le produit vectoriel, est bilinéaire alternée.

2. Soit E un espace vectoriel et soient f, g ∈ E∗. Montrer que l'application
f ∧ g : E × E → K donnée par

f ∧ g(v, w) = f(v)g(w)− f(w)g(v)

pour tout v, w ∈ E est bilinéaire alternée.

Intéressons nous à l'expression analytique d'une application bilinéaire alternée relative à une base de E.
Soit B = {e1, · · · , en} une base de E. Si

v =

n∑
i=1

xiei, w =

n∑
j=1

yjej
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sont deux vecteurs de E, alors la forme bilinéaire alternée Φ s'écrit

ϕ(v, w) =

n∑
i,j=1

xiyjΦ(ei, ej).

Posons ci,j = Φ(ei, ej). Ces vecteurs de F sont les coe�cients de Φ et comme Φ est alternée, ils véri�ent{
cii = 0,
cij + cji = 0

pour tout i, j = 1, · · · , n. On en déduit

Φ(v, w) =
∑
i<j

(xiyj − xjyi)cij .

Application : cas où E = K2. Supposons que E soit de dimension 2 et soit

Φ : E × E → K

une forme (car Φ est à valeurs dans K) bilinéaire alternée. Soit B = {e1, e2} une base de E. Alors, relati-
vement à cette base, on a

Φ(v, w) = (x1y2 − x2y1)Φ(e1, e2).

Considérons la forme bilinéaire DB dé�nie par

DB(e1, e2) = 1

soit
DB(v, w) = x1y2 − x2y1.

On a alors
Φ = Φ(e1, e2)DB.

Ainsi toute forme bilinéaire alternéee sur E est proportionnelle à DmathcalB. On dira que DB est le déter-
minant de deux vecteurs de E relatif à la base DB. Si nous considérons le cas particulier E = K2, alors, si
B = {e1, e2} est la base canonique, on aura

D(e1, e2) = 1

et pour tout vecteur v(x1, x2) et w = (y1, y2) de K2,

D(v, w) = x1y2 − x2y1

c'est-à-dire D est le déterminant des vecteurs v et w de K2.

EXERCICE 8 Montrer que toute applicationsbilinéaires alternées sur un
espace de dimension 1 est nulle.

EXERCICE 9 Donner l'expression analytique d'une forme bilinéaire alter-
née sur R3 × R3 relative à la base orthonormée classique. En déduire pour
toute forme bilinéaire alternéee φ sur R3 × R3, il existe un vecteur u de R3

tel que
f(v, w) =< u, v ∧ w >

pour tout v, w ∈ R3, où < , > désigne le produit scalaire euclidien classique.
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5.2.2 Applications trilinéaires alternées

Soient E et F des K espaces vectoriels.

Dé�nition 33 Une application trilinéaire

Φ : E × E × E → F

est dite alternée, si Φ(v1, v2, v3) = 0 dès que deux vecteurs parmi v1, v2, v3 sont égaux.

Ceci signi�e que l'on a

Φ(v1, v1, v3) = Φ(v1, v2, v2) = Φ(v1, v2, v1) = 0

pour tout v1, v2 ∈ E. On en déduit

Φ(v1 + v2, v1 + v2, v3) = 0 = Φ(v1, v2, v3) + Φ(v2, v1, v3).

D'où les identités, lorqu'on procède de même sur chaque couple d'arguments :

Φ(v1, v2, v3) = −Φ(v2, v1, v3) = −Φ(v1, v3, v2) = −Φ(v3, v2, v1)

pour tout vecteurs v1, v2, v3 ∈ E. Ceci implique aussi

Φ(v2, v1, v3) = −Φ(v2, v3, v1) = −Φ(v3, v1, v2).

Pour résumer ces relations, considérons le groupe alterné Σ3 de degré 3. Ses éléments sont les permutations
de (1, 2, 3) :

Σ3 = {Id, τ12, τ13, τ23, c, c
2}

où τij est la transposition permutant les éléments i et j, c la permutation cyclique c(1) = 2, c(2) = 3, c(3) = 1
et c2 = c ◦ c. Les relations ci-dessus peuvent se résumer en écrivant

Φ(vσ(1), vσ(2), vσ(3)) = ε(σ)Φ(v1, v2, v3)

pour tout vecteurs v1, v2, v3 ∈ E

Proposition 24 Une application trilinéaire

Φ : E × E × E → F

est alternée si et seulement si

Φ(vσ(1), vσ(2), vσ(3)) = ε(σ)Φ(v1, v2, v3)

pour tout v1, v2, v3 ∈ E et pour tout σ ∈ Σ3, où ε(σ) désigne la signature de la permutation σ.

Remarque : Formes antisymétriques. Soit φ une forme trilinéaire sur E, ou plus généralement une
forme multilinéaire

Φ : En → K



5.2. APPLICATIONS MULTILINÉAIRES ALTERNÉES SUR E 75

sur E. Elle est appelée antisymétrique si

Φ(vσ(1), vσ(2), · · · , vσ(p)) = ε(σ)Φ(v1, v2, · · · , vp)

pour tout v1, · · · , vp ∈ E et pour tout σ ∈ Σp le groupe symétrique de degré p. Nous avons donc montré que
toute forme bilinéaire ou trilinéaire alternée est antisymétrique et réciproquement. Il n'y a pas lieu, à priori
de distinguer ces deux notions, mais ces deux notions ne sont plus équivalentes lorsque la caractériqtique
du corps de base est égale à 2. Donc nous conserverons les deux dé�nitions.

Proposition 25 Soit Φ une forme trilinéaire sur E. Alors la forme trilinéaire Φa dé�nie par

Φa(v1, v2, v3) =
∑
σ∈Σ3

ε(σ)Φ(vσ(1), vσ(2), vσ(3))

est ontisymétrique.

Démonstration. Ceci se voit immédiatement.

EXERCICE 10 Une forme p-linéaire est dite symétrique si

Φ(vσ(1), vσ(2), · · · , vσ(p)) = Φ(v1, v2, · · · , vp)

pour tout v1, · · · , vp ∈ E et pour tout σ ∈ Σp. Montrer que toute forme
bilinéaire est la somme d'une forme bilinéaire symétrique et d'une forme
bilinéaire antisymétrique.
En est-il de même pour les formes trilinéaires ?

EXERCICE 11 Soit φ une forme bilinéaire sur E et soit f ∈ E∗.
1. Montrer que la forme f ∧ φ donnée par

(f ∧ φ)(v1, v2, v3) = f(v1)φ(v2, v3) + f(v2)φ(v3, v1) + f(v3)φ(v1, v2)

est trilinéaire alternée.

2. On dé�nit de même φ ∧ f par

(φ ∧ f)(v1, v2, v3) = φ(v1, v2)f(v3) + φ(v2, v3)f(v1) + φ(v3, v1)f(v2).

Montrer que
f ∧ φ = Φ ∧ f.

Considérons une base B = {e1, · · · , en} de E. Soient

v1 = xiei, v2 = yiei, v3 = ziei

trois vecteurs quelconques de E écrits avec la convention d'Einstein. Soit φ une forme trilinéaire alternée
sur E. On a

Φ(v1, v2, v3) = xiyjzkΦ(ei, ej , ek).

Posons

cijk = Φ(ei, ej , ek).
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Comme Φ est alternée, on a

cijk = −cjik = −ckji = −cikj = cjki = ckij .

Ainsi
Φ(v1, v2, v3) =

∑
1≤i<j<k≤n

cijk(x
iyjzk − xjyizk − xkyjzi − xiykzj + xjykzi + xkyizj).

EXERCICE 12 Montrer que toute forme trilinéaire alternée sur un espace
vectoriel de dimension 2 est nulle.

Application : cas où E = K3 Soit Φ : K3×K3×K3 → K une forme trilinéaire sur K3. Si v1 = xiei, v2 =
yiei, v3 = ziei sont des vecteurs de K3, alors

Φ(v1, v2, v3) = (x1y2z3 − x2y1z3 − x3y2z1 − x1y3z2 + x2y3z1 + x3y1z2)Φ(e1, e2, e3).

Considérons la forme trilinéaire alternée D3 dé�nie par

D3(e1, e2, e3) = 1.

On en déduit

D3(v1, v2, v3) = (x1y2z3 − x2y1z3 − x3y2z1 − x1y3z2 + x2y3z1 + x3y1z2)

et par conséquent
Φ = Φ(e1, e2, e3)D3.

L'expression
D3(v1, v2, v3) = (x1y2z3 − x2y1z3 − x3y2z1 − x1y3z2 + x2y3z1 + x3y1z2)

est le déterminant des vecteurs (v1, v2, v3) par rapport à la base canonique {e1, e2, e3}.

EXERCICE 13

1. Déterminer la dimension de l'espace vectoriel des formes trilinéaires
alternées sur K3. Décrire une base.

2. Déterminer la dimension de l'espace vectoriel des formes trilinéaires
alternées sur K4. Décrire une base.

5.2.3 Applications multilinéaires alternées

Soient E et F des K espaces vectoriels.

Dé�nition 34 Une application p-linéaire
Φ : Ep → F

est dite alternée, si Φ(v1, v2, · · · , vp) = 0 dès que deux vecteurs parmi les v1, v2, · · · , vp sont égaux.

Soit Σp le groupe symétrique de degré p, c'est-à-dire que le groupe des permutations de (1, 2, · · · , p). Une
application p-linéaire Φ est dite antisymérique si elle véri�e

Φ(vσ(1), vσ(2), · · · , vσ(p)) = ε(σ)Φ(v1, v2, · · · , vp)
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pour tout v1, v2, · · · , vp ∈ E et pour tout σ ∈ Σp, où ε(σ) désigne la signature de la permutation σ.

Proposition 26 Une application p-linéaire

Φ : Ep → F

est dite alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

Démonstration. Supposons que Φ soit antisymétrique. Considérons une famille de vecteurs {v1, · · · , vp} tels
qu'il existe deux indices i et j pour lesquels vi = vj . Considérons la transposition σ = τij permutant les
deux indices i et j. Alors

Φ(vσ(1), · · · , vσ(i), · · · , vσ(j), · · · , vσ(p)) = −Φ(v1, · · · , vi, · · · , vj , · · · , vp).

Mais

Φ(vσ(1), · · · , vσ(i), · · · , vσ(j), · · · , vσ(p)) = Φ(v1, · · · , vj , · · · , vi, · · · , vp)

et comme vi = vj ,

Φ(v1, · · · , vi, · · · , vj , · · · , vp) = −Φ(v1, · · · , vi, · · · , vj , · · · , vp) = 0

et Φ est alternée. Réciproquement, supposons que la forme φ soit alternée. Pour montrer que Φ est antisy-
métrique, il su�t de montrer l'identité

Φ(vσ(1), vσ(2), · · · , vσ(p)) = ε(σ)Φ(v1, v2, · · · , vp)

pour toutes les transpositions. Considérons donc la transposition τij . Comme

Φ(v1, · · · , vi + vj · · · , vi + vj , · · · , vp) = 0

on en déduit

Φ(v1, · · · , vi · · · , vj , · · · , vp) + Φ(v1, · · · , vj · · · , vi, · · · , vp)

et par conséquent

Φ(v1, · · · , vj · · · , vi, · · · , vp) = −Φ(v1, · · · , vi · · · , vj , · · · , vp) = ε(τij)Φ(v1, · · · , vi · · · , vj , · · · , vp).

La forme est donc antisymétrique.

Proposition 27 Soit Φ une application p-linéaire sue l'espace vectoriel E. Alors la forme p-linéaire Φa

dé�nie par :

Φa(v1, · · · , vp) =
∑
σ∈Σp

ε(σ)Φ(vσ(1), · · · , vσ(p))

où Σp désigne le groupe symétrique de degré p. est antisymétrique.

Démonstration. La démonstration est immédiate.
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EXERCICE 14 On considère le groupe symétrique Σp. Soient m et n deux
entiers tels que m+ n = p. On appelle (m,n)-shu�e, une permutation σ de
Σp telle que

σ(1) < σ(2) < · · · < σ(m)

et
σ(m+ 1) < σ(m+ 2) < · · · < σ(m+ n).

On note par Sh(m,n) le sous-ensemble de Σp constitué des (m,n)-shu�es.
Soit Φ une application p-linéaire sur E. Que peut-on dire de l'application
p-linéaire Φm,n dé�nie par :

Φm,n(v1, · · · , vp) =
∑

σ∈Sh(m,n)

ε(σ)Φ(vσ(1), · · · , vσ(p)).

EXERCICE 15 Montrer que toute application p-linéaire altérnée sur une
espace de dimension n > p est nulle.

Application : formes p-linéaires alternées sur Kp.

Soit Φ : Kp → K un forme p-linéaire alternée. Considérons p vecteurs de Kp v1, · · · , vp et soit

vi = xjiej

leur décomposition dans la base canonique. Alors

Φ(v1, · · · , vp) = xi11 x
i2
2 · · ·x

ip
p Φ(ei1 , ei2 , · · · , eip)

Comme Φ est alternée si Φ(ei1 , ei2 , · · · , eip) 6= 0 il existe une permutation σ qui a (σ(1), σ(2), · · · , σ(p)) =
(i1, i2, · · · , ip) ainsi

Φ(v1, · · · , vp) = xi11 x
i2
2 · · ·x

ip
p Φ(eσ(1), eσ(2), · · · , eσ(p))

mais

Φ(eσ(1), eσ(2), · · · , eσ(p)) = ε(σ)Φ(e1, e2, · · · , ep)

donc

Φ(v1, · · · , vp) = ε(σ)xi11 x
i2
2 · · ·x

ip
p Φ(e1, e2, · · · , ep).

Il existe une unique forme p-linéaire alternée sur Kp telle que Dp(e1, e2, · · · , ep) = 1. On en déduit que pour
toute forme p-linéaire alternée Φ on a :

Φ = Φ(e1, e2, · · · , ep)Dp.

Ceci montre en particulier que l'espace des formes p-linéaires alternées sur Kp est un espace vectoriel de
dimension 1. La forme Dp est appelée le déterminant de p vecteurs relatifs à la base canonique {e1, · · · , ep}.
Il véri�e :

D(v1, v2, · · · , vp) = ε(σ)xi11 x
i2
2 · · ·x

ip
p .

EXERCICE 16 Donner l'expression analytique de D4 et véri�er la for-
mule classique donnant le déterminant d'ordre 4 en fonction de déterminants
d'ordre 3 en développant suivant une ligne (ou une colonne) par la méthode
des cofacteurs.
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5.3 Formes multilinéaires sur Ep × (E∗)q et tenseurs

5.3.1 Formes multilinéaires sur Ep × (E∗)q

On s'intéresse dans ce paragraphe aux formes n linéaires sur Ep × (E∗)q avec n = p + q, où E est
un K espace vectoriel de dimension �nie m. On va noter par Lqp(E) l'espace vectoriel initialement noté
L(Ep, (E∗)q;K) dont les éléments sont ces applications. Supposons ici que E est de dimension m, alors
dimE∗ = m et

dimLqp(E) = mn.

On va appeler une telle forme linéaire un tenseur p-fois contravariant et q-fois covariant ou plus simplement
un tenseur de type (p,q). Cette dénomination est ici un abus de language qui se justi�era à posteriori dans
les chapitres suivants ou la notion de tenseurs sera introduite de manière axiomatique après avoir dé�ni la
notion de produit tensoriel entre espaces vectoriels et d'applications linaires sur ces espaces vectoriels.

Exemples.

1. Toute forme p-linéaire sur E est un tenseur de type (p, 0).

2. Un élément du bidual (E∗)∗ est un tenseur de type (0, 1).Mais comme nous supposons E de dimension
�nie les espaces E et (E∗)∗ sont canoniquement isomorphes ainsi chaque vecteur v ∈ E s'identi�e à
un tenseur de type (0, 1), c'est-à-dire à une forme linéaire sur E∗ à savoir la forme linéaire

f ∈ E∗ → f(v) ∈ K.

3. Tout produit scalaire sur E est un tenseur de type (2, 0).

5.3.2 Ecriture dans une base d'un tenseur de type (p, q)

Soit {e1, · · · , em} une base de E et soit {e1, · · · , em} sa base duale. Si Φ ∈ Lqp(E) est un tenseur de type
(p, q), il est entièrement déterminé par la suite des constantes

Φ(ei1 , · · · , eip , ej1 , · · · , ejq) = C
j1,j2,··· ,jq
i1,i2,···ip

avec i1, · · · , ip ∈ {1, · · · ,m} et j1, · · · , jq ∈ {1, · · · ,m}. Les constantes C
j1,j2,··· ,jq
i1,i2,···ip sont appelées constantes

de structures de Φ relatives à la base {e1, · · · , em}.
Considérons un changement de base

e′j = αkj ek

si e′s = βske
k est le changement de base duale, rappelons que l'on a

Q =t P−1

où P est la matrice P = (αkj ) et Q = (βkj ). Les constantes de structures

D
j1,j2,··· ,jq
i1,i2,···ip = Φ(e′i1 , · · · , e

′
ip , e

′j1 , · · · , e′jq)

de Φ relative à la base e′1, · · · , e′m sont données par

D
j1,j2,··· ,jq
i1,i2,··· ,ip = αk1i1 · · ·α

kp
ip
βj1l1 · · ·β

jq
lq
C
k1,k2,··· ,kp
l1,l2,··· ,lq
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pour tous i1, · · · , ip ∈ {1, · · · ,m} et j1, · · · , jq ∈ {1, · · · ,m}.

Exemple. Considérons l'application
Φ : E × E∗ → K

donnée par
Φ(v, f) = f(v)

pour tout v ∈ E et f ∈ E∗. Cette application est bilinéaire. Sa matrice dans une base {e1, · · · , em} de E et
sa base duale est la matrice identité. L'application bilinéaire Φ considérée comme un tenseur de type (1, 1)
a pour constantes de structures relative à la base {e1, · · · en}

Cji = Φ(ei, e
j) = ej(ei) = δji

le symbole de Kronecker. Considérons une autre base {e′1, · · · , e′m} de E, on a

Dj
i = Φ(e′i, e

′j) = αki β
j
l C

l
k = αki β

j
k = δji .

EXERCICE 17 On considère dans R3 le produit vectoriel.

1. Montrer que l'application bilinéaire sur R3 µ : R3 × R3 → R3 donnée
par µ(u, v) = u ∧ v dé�nit de manière naturelle un tenseur sur R3 de
type (2, 1).

2. Considérer les constantes de structures dans la base canonique

EXERCICE 18 Considérons l'application

Φ : E2 × (E∗)2 → K

donnée par
Φ(v1, v2, f1, f2) = f1(v1)f2(v2)

pour tout v1, v2 ∈ E et f1, f2 ∈ E∗ est 4-linéaire. Calculer les constantes de
structures.

5.3.3 Produit tensoriel de tenseurs

Considérons un tenseur Φ1 sur E de type (p1, q1) et un tenseur Φ2 sur E de type (p2, q2).

Dé�nition 35 On appelle produit tensoriel de Φ1 par Φ2 que l'on note Φ1 ⊗Φ2 le tenseur sur E de type
(p1 + p2, q1 + q2) dé�ni par

Φ1 ⊗ Φ2(v1, · · · , vp1+p2 , f
1, · · · , f q1+q2) = Φ1(v1, · · · , vp1 , f1, · · · , f q1)Φ2(vp1+1, · · · , vp2 , f q1+1, · · · , f q2).

Remarque. Notons que le produit tensoriel n'est pas commutatif. Prenons par exemple deux tenseurs Φ1

et Φ2 de type (1, 0) c'est-à-dire deux formes linéaires sur E. Alors Φ1 ⊗ Φ2 et Φ2 ⊗ Φ1 sont deux tenseurs
de type (2, 0) donnés par

Φ1 ⊗ Φ2(v1, v2) = Φ1(v1)Φ2(v2)

et
Φ2 ⊗ Φ1(v1, v2) = Φ2(v1)Φ1(v2)
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et ces deux expressions ne sont pas identiques.

Proposition 28 Le produit tensoriel de tenseur est associatif c'est-à-dire

(Φ1 ⊗ Φ2)⊗ Φ3 = Φ1 ⊗ (Φ2 ⊗ Φ3)

Démonstration. La démonstration découle directement de la dé�nition.

EXERCICE 19 On considère deux tenseurs Φ1 et Φ2 de type (1, 1) dans R2.
On note par A1 et A2 les matrices de Φ1 et Φ2 relatives à la base canonique
{ei, ej} de R2 × R2∗. Ecrire en fonction de A1 et A2 la matrice de Φ1 ⊗ Φ2

relative à la base canonique de R4 ×R4∗ identi�é à R2 × R2 × R2∗ × R2∗.
EXERCICE 20 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. On considère
φ une application p-linéaire de Ep à valeurs dans E et ψ une application
q-linéaire de Eq à valeurs dans E. On dé�nit l'application φ ◦1 ψ de Ep+q−1

dans E par

φ ◦1 ψ(v1, · · · , vp+q−1) = φ(ψ(v1, · · · , vq), vq+1, · · · , vp+q−1).

1. Montrer que cette application est (p+ q − 1)-linéaire.

2. Déterminer le symétrisé et l'antisymétrisé de cette application.
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Chapitre 6

Structures d'algèbres sur un espace vectoriel

6.1 Algèbres

6.1.1 Dé�nition

Rappelons que les espaces vecoriels considérés sont sur des corps commutatifs de caractéristique 0.

Dé�nition 36 On appelle algèbre sur le corps K tout couple (E,µ) formé d'un K-espace vectoriel E et
d'une application bilinéaire µ : E × E → E à valeur dans E.

Ecrivons tout simplement µ(v, w) = v · w. Alors la bilinéarité de µ se traduit par :
v · (w1 + w2) = v · w1 + v · w2,
(v1 + v2) · w = v1 · w + v2 · w,
(av) · w = v · (aw) = a(v · w),

pour tous v, v1, v2, w, w1, w2 ∈ E et a ∈ K. Ainsi µ(v, w) = v · w dé�ni une loi de composition interne,
c'est-à-dire une multiplication, qui est distributive à gauche et à droite par rapport à l'addition.

Exemples.

1. Dans R3 la forme bilinéaire :
µ(v, w) = v ∧ w

où v ∧ w est le produit vectoriel de v par w. Ce produit muni l'espace vectoriel R3 d'une structure
d'algèbre.

2. Considérons dans R3 l'application biliéaire alternée dé�nie par :
µ(e1, e2) = e3,
µ(e2, e3) = 0,
µ(e1, e3) = 0.

Cette strucutre d'algèbre sur R3 est appelé algèbre de Heisenberg.

83
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3. Soit E un espace vectoriel et µ l'application bilinéaire nulle :

µ(v, w) = 0

pour tous v, w ∈ E. La structure d'algèbre ainsi dé�nie est appelée algèbre abélienne.

6.1.2 Quelques exemples classiques

L'algèbre des matrices Mn(K) sur le corps K

Cette algèbre est constituée des matrices n× n à coe�cients dans K. On sait queMn(K) est un espace
vectoriel de dimension n2 sur K. Comme loi multiplicative, on prend la multiplication ordinaire

µ(A,B) = AB

pour tous A,B ∈ Mn(K). Cette multiplication n'est pas commutative ce qui équivalent à dire que l'appli-
cation bilinéaire µ n'est pas symétrique. Cette multiplication est associative

(AB)C = A(BC)

ce qui est équivalent à

µ(µ(A,B), C) = µ(A,µ(B,C)).

Dans le chapitre précédent nous avons dé�ni la notion de compi opération. L'associativité de µ est donc
équivalente à

µ ◦1 µ = µ ◦2 µ.

L'algèbre des polynômes K[X] à une indéterminée à coe�cients dans K

Les éléments de K[X] sont les polynômes

f(X) =
n∑
i=0

aiX
i

avec ai ∈ K, le degré n'étant pas �xé. L'ensemble K[X] est un espace vectoriel de dimension in�nie, la
multiplication d'algèbre estla multiplication ordinaire des polynômes

µ(P1(X), P2(X)) = P1(X)P2(X).

Cette multiplication est commutative et associative.

L'algèbre des quaternions

Considérons un espace vectoriel Q de dimension 4 sur R dont une base est donnée par les symboles
{1, i, j, k}. Tout vecteur de Q s'écrit donc

v = a11 + a2i+ a3j + a4k

avec ai ∈ R.
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On dé�nit une multiplication sur Q en posant
1 · 1 = 1, 1 · i = i · 1 = i, 1 · j = j · 1 = j, 1 · k = k · 1 = k,

i · i = −1, i · j = −ji̇ = k, i · k = −ki̇ = −j,
j · j = −1 j · k = −kj̇ = i,
k · k = −1.

Ainsi, si v1 = a11 + a2i+ a3j + a4k et v2 = b11 + b2i+ b3j + b4k sont deux vecteurs de Q

µ(v1, v2) = v1 · v2 = (a1b1 − a2b2 − a3b3 − a4b4)1 + (a1b2+a2b1 + a3b4 − a4b3)i
+(a1b3 + a3b1 − a2b4 + a4b2)j + (a1b4 + a4b1 + a2b3 − a3b2)k

Cette algèbre n'est pas commutative mais associative.

EXERCICE 1 Soit f = a11(x1)2+a12x
1x2+a22(x2)2 une forme quadratique

sur R2. Considérons un espace vectoriel dont une base est formée des mots
1, e1, e2, e1e2. On considère la multiplication dé�nie par

1 · ei = ei, pour i = 1, 2; 1 · e1e2 = e1e2,
e1 · e2 = e1e2,
etei · ej + ej · ei = 2aij1.

Cette algèbre est appelée l'algèbre de Cli�ord de f et notée Cl(2, f).
� Déterminer Cl(2, f) pour f = (x1)2 + (x2)2.
� Déterminer Cl(2, f) pour f = (x1)2 − (x2)2.
� Déterminer Cl(2, f) pour f = x1x2.

6.1.3 Sous-algèbres - homomorphismes - Isomorphismes

Soit A = (E,µ) une K-algèbre. On appelle sous-algèbre de A un sous-espace vectoriel F de E tel que µF ,
la restriction de µ à F, véri�e

µF (v, w) ∈ F pour tous v, w ∈ F.

Dans ce cas AF = (F, µF ) est aussi une K-algèbre.
Un idéal à gauche de A est une sous-algèbre I = (F, µF ) véri�ant

µ(v, w) ∈ I ∀v ∈ I et w ∈ E.

On dé�nit de manière analogue la notion d'idéal à droite. Un idéal bilatère est une sous-algèbr qui est à la
fois un idéal à droite et à gauche. Si la multiplication µ est commutative, ces trois notions coincident.

Proposition 29 Si I = (F, µF ) est un idéal bilatère de A = (E,µ) alors l'espace vectoriel quotient E/F
est muni d'une structure d'algèbre telle que la surjection linéaire canonique π : E → E/F véri�e

π(µ(v, w)) = µE/F (π(v), π(w)).

Démonstration. Soit v̄, w̄ ∈ E/F où v̄ est la classe d'équivalence du vecteur v :

v̄ = {v + u,∀u ∈ F}
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Soient v1 ∈ v̄ et w1 ∈ w̄. Alors il existe u1, u2 ∈ F tels que v1 = v + u1 et w1 = w + u2. On a alors

µ(v1, w1) = µ(v + u1, w + u2) = µ(v, w) + u3

avec u3 = µ(v1, u2) + µ(u1, w) + µ(u1, u2) ∈ F car I est un idéal bilatère. On en déduit

π(µ(v1, w2)) = π(µ(v, w)).

La multiplication dans E/F est alors dé�nie par µE/F (v̄, w̄) = π(µ(v, w)).

Dé�nition 37 Soient A1 = (E1, µ1) et A2 = (E2, µ2) deux K-algèbres. Une application linéaire f : E1 →
E2 est appellée un morphisme d'algèbres si

f(µ1(v, w)) = µ2(f(v), f(w))

pour tous v, w ∈ E1. On écrira alors f : A1 → A2.

Ainsi, dans la proposition précédente, la structure d'algèbre sur l'espace quotient E/F est telle que la
projection linéaire canonique π : E → E/F soit un morphisme d'algèbre.

Si le morphisme d'algèbres f : A1 → A2 est un isomorphisme linéaire, on dira que c'est un isomorphisme
d'algèbres.

Deux algèbres A1 et A2 sont dites isomorphes s'il existe un isomorphisme d'algèbres f : A1 → A2.

Un isomorphisme f : A1 → A1 de A1 dans elle-même est appelé un automorphisme de A1.

Proposition 30 Soit A une K-algèbre. Alors l'ensemble des automorphismes de A, noté Aut(A) est un
groupe pour la composition.

EXERCICE 2

� Démontrer que Aut(A) est un groupe.
� Calculer Aut(A) lorsque A est l'algèbre de dimension 2 sur R dé�nie par{

µ(e1, e1) = µ(e2, e2) = 0
µ(e1, e2) = µ(e2, e1) = e1

où {e1, e2} est une base de R2.

6.2 Algèbres de dimension �nie

6.2.1 Constantes de structures

Soit A = (E,µ) une K-algèbre de dimension �nie, ce qui signi�e que l'espace vectoriel sous-jacent E est
de dimension �nie. Soit {e1, · · · , en} une base de l'espace vectoriel E. Posons

µ(ei, ej) =

k∑
ij

ek.
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Les scalaires Ckij pour 1 ≤ i, j ≤ n et k = 1, · · · , n sont appelés les constantes de structure de la mul-
tiplication de A ou plus simplement de A relatives à la base {e1, · · · , en}. Considérons une nouvele base
{e′1, · · · , e′n} et soit P = (αij) la matrice de passage dé�nie par

ej = αijei.

Considérons la famille de constantes de structure {Dk
ij} relative à la base {e′1, · · · , e′n}. Dans un écriture

conventionnée
µ(e′i, e

′
j) = Dk

ije
′
k.

On a alors
µ(αliel, α

s
jes) = αliα

s
jC

r
lser = αliα

s
jC

r
lsβ

k
r e
′
k

où (βrk) = P−1. Ainsi nous obtenons la formule de changement de base

Dk
ij = αliα

s
jC

r
lsβ

k
r

Exemple. Toute algèbre A de dimension 2 dont la multiplication est antisymétrique est dé�nie par sa
multiplication µ dont les constantes de structure relatives à une base {e1, e2} véri�ent{

µ(e1, e1) = µ(e2, e2) = 0,
µ(e1, e2) = −µ(e2, e1) = C1

12e1 + C2
12e2.

Dans une nouvelle base {e′1, e′2} avec {
e′1 = ac1 + be2,
e′2 = ce1 + de2

on aura µ(e′i, e
′
i) = 0 pour i = 1, 2 et

µ(e′1, e
′
2) = µ(ae1 + be2, ce1 + de2) = (ad− bc)µ(e1, e2) = (ad− bc)(C1

12e1 + C2
12e2).

Mais P−1 = 1
ad−bc

(
d −b
−c a

)
d'où

µ(e′1, e
′
2) = C1

12(de′1 − ce′2) + C2
12(−be′1 + ae′2) = (C1

12d− C2
12b)e

′
1 + (−C1

12c+ aC2
12)e′2.

Ainsi (
D1

12

D2
12

)
=

(
d −b
−c a

)(
C1

12

C2
12

)
.

On peut toujours choisir A, b, c, d tels que ad − bc 6= 0 et D1
12 = 1, D2

12 = 0. Ainsi la multiplication de A
s'écrit dans la base {e′1, e′2} correspondante{

µ(e′i, e
′
i) = 0, i = 1, 2

µ(e′1, e
′
2) = −µ(e′2, e

′
1) = e′1

6.2.2 Sur la classi�cation des K-algèbres sur Kn

Soit A = (E,µ) une algèbre de dimension n. Soit f : E → Kn un isomorphisme (non canonique) dé�ni
par exemple en se donnant une base {ε1, · · · , εn} de E, la base canonique de Kn {e1, · · · , en} et f(εi) = ei.
Dé�nissons sur Kn la multiplication

µ̃(v1, v2) = µ(f−1(v1), f−1(v2))
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avec v1, v2 ∈ Kn. On détermine ainsi une algèbre Ã = (Kn, µ̃) isomorphe à A = (E,µ). Comme nous nous
intéressons dans ce paragraphe à la classi�cation à isomorphisme près des K-algèbres de dimension �nie,
nous pouvons nous limiter à la classe des K-algèbres dont l'espace vectoriel sous-jacent est Kn.

Deux K-algèbres A1 = (Kn, µ1) et A2 = (Kn, µ2) sont isomorphes s'il existe f ∈ GL(n,K) tel que

µ2(f(v), f(w)) = fµ1(v, w)

pour tous v, w ∈ Kn, GL(n,K) désignantle groupe des isomorphismes linéaires de Kn. Comme f est inver-
sible, on déduit

µ1(v, w) = f−1µ2(f(v), f(w)) (?)

Soit Bil(Kn,Kn) l'espace vectorieldes applications bilinéaires ϕ : Kn×Kn → Kn sur Kn à valeurs dans Kn.
La relation (?) s'interprète comm une action du groupe GL(n,K) sur Bil(Kn,Kn) :

GL(n,K)× Bil(Kn,Kn)→ Bil(Kn,Kn)

donnée par

(f, µ)→ f ? µ

où f ? µ(v, w) = f−1µ(f(v), f(w)) pour tous v, w ∈ Kn.

Soit µ ∈ Bil(Kn,Kn). On note par O(µ) son orbite sous l'action de GL(n,K) :

O(µ) = {f ? µ/f ∈ GL(n,K)}.

Proposition 31 Une K-algèbre A1 = (Kn, µ1) est isomorphe à A = (Kn, µ) si et seulement si µ1 ∈
O(µ).

Démonstration. C'est une traduction directe de la notion d'isomorphisme.

Ainsi la classi�cation à isomorphisme près des Kn est équivalente à la détermination de toutes les orbites
de Bil(Kn,Kn). Ce problème est extrèmement di�cile on n'a pas de réponse générale.

EXERCICE 3 Soit Alt(K2,K2) l'espace des applications alternées sur K2

à valeurs dans K2.

1. Montrer que si µ ∈ Alt(K2,K2) alors O(µ) ⊂ Alt(K2,K2).

2. Déterminer toutes les orbites.

EXERCICE 4 Soit Sym(K2,K2) l'espace des applications bilinéaires sy-
métriques de K2 à valeurs dans K2.

1. Montrer que si µ ∈ Sym(K2,K2) alors O(µ) ⊂ Sym(K2,K2).

2. On considère le sous-espace vectoriel F de Sym(K2,K2) dont les élé-
ments véri�ent

µ(µ(v1, v2), v3) = µ(v1, µ(v2, v3))

pour tous v1, v2, v3 ∈ K2. Déterminer toutes les orbites O(µ) pour
µ ∈ F.
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6.2.3 Quelques classes remarquables d'algèbres

1. Les algèbres associatives

Une K-algèbre A = (E,µ) est dite associative si la multiplication µ véri�e

µ(µ(v1, v2), v3) = µ(v1, µ(v2, v3))

pour tous v1, v2, v3 ∈ E. En terme de comp-i opération, ceci se traduit par

µ ◦1 µ− µ ◦2 µ = 0.

Par exemple, l'algèbre des matricesMn(K) et l'algèbre des polynômes sont des algèbres associatives.

EXERCICE 5 Soit G un groupe �ni multiplicatif G = {e = g0, g1, · · · , gp}
où e est l'élément neutre de groupe. On considère le K-espace vectoriel, noté
KG, dont une base est {e, g1, · · · , gp}. On dé�nit sur KG la multiplication µ
dont les images des vecteurs de base sont

µ(gi, gj) = gigj

où gigj est le produit dans G.

1. Montrer que (KG,µ) est une algèbre associative de dimension �nie.

2. Soit G = Σ3 le groupe symétrique de degré 3. Ecrire les constantes de
structures de (KΣ3, µ).

3. Soit I = {
∑
αigi/

∑
αi = 0} . Est-ce un ideal de (KΣ3, µ).

Soit (A = (E,µ) une algèbre associative de dimension �nie. Soit {e1, e2, · · · en} une base de E. Les
relations d'associativité

µ(µ(ei, ej)ek) = µ(ei, µ(ej , ek))

impliquent que les constantes de structures Ckij relatives à cette base véri�ent le système d'équations

∑
l

γlijγ
s
lk =

∑
l

γsilγ
l
jk

pour tous i, j, k, s ∈ {1, 2, · · · , n}.

La classi�cation à isomorphisme près des algèbres associatives réelles ou complexes n'est connue que pour
les petites dimensions. La raison est que ce problème de classi�cation est du point de vue calculatoire très
di�cile. Pour se faire une idée de ces di�cultés, on pourra démontrer le résultat suivant :
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Proposition 32 Toute algèbre associative réelle commutative A = (R2, µ) sur R2 de dimension 2 est
isomorphe à l'une des algèbres dont la multiplication est

1. µ1 = 0 (cas trivial)

2.


µ2(e1, e1) = e1

µ2(e2, e2) = e2

µ2(e1, e2) = µ2(e2, e1) = e2

3.

{
µ3(e1, e1) = e1

µ3(e1, e2) = µ3(e2, e1) = e2

4.


µ4(e1, e1) = e2

µ4(e2, e2) = −e1

µ4(e1, e2) = µ4(e2, e1) = e2

5.
{
µ5(e2, e1) = e2

6.
{
µ6(e1, e1) = e1

où {e1, e2} est une base de R2, les produits de vecteurs non écrits sont considérés comme nuls.

Il existe en dimension in�nie une classe d'algèbres associatives, dite libres, permettant de retrouver toutes
les algèbres associatives par passage au quotient. Soit X un ensemble dénombrable non vide. On regarde
les éléments de X comme des lettres dans un alphabet. On forme des mots avec ces lettres. Ainsi un mot
de longueur n est un n-uple ordonné d'éléments de X. On désigne par Xn l'ensemble des mots de longueur
n et soit X∗ =

⋃
n≥1X

n. Soit AX l'espce vectoriel sur K de base X∗. On dé�nit sur AX la multiplication
suivante que l'on dé�nit sur les éléments de base :

µ(x1 · · ·xn, y1 · · · yp) = x1 · · ·xny1 · · · yp

(juxtaposition des mots). Il est clair que ce produit est associatif (et non commutatif). Si X est un ensemble
�ni contenant r éléments alors AX est appelé l'algèbre libre associative sur K à r générateurs. Notons que
si Y est aussi un ensemble �ni à n éléments alors AX est isomorphe à AY .

EXERCICE 6 Soit X = {a, b, c}.
1. Ecrire X1, X2, X3.

2. Combien d'éléments a Xn ?

3. Soit AX l'algèbre libre sur X. Montrer que

AX = ⊕AnX

où AnX est l'espace vectoriel engendré par les mots de longueur n et que
AnX ·AmX ⊂ A

n+m
X .
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2. Les algèbres de Lie

Dé�nition 38 Une algèbre A = (E,µ) sur K est appelée algèbre de Lie si la multiplication µ véi�e les
deux conditions suivantes :

1. µ(v, w) = −µ(w, v) pour tous v, w ∈ E
2. µ(µ(v1, v2), v3) + µ(µ(v2, v3), v1) + µ(µ(v3, v1), v2) = 0 pour tous v1, v2, v3 ∈ E.

La condition 1 n'est autre que l'antisymétrie de µ. L'identité concernant la condition 2 est appelée
l'identité de Jacobi. On note classiquement la multiplication µ(v, w) par le crochet [v, w] appelé crochet de
Lie.

Exemples

1. Si µ = 0, l'algèbre de Lie A = (E, 0) est dite algèbre de Lie abélienne sur E.

2. Soit M une variété di�érentielle. Sur l'espace vectoriel T (M) des champs de vecteurs di�erentiables
sur M , on dé�nit le crochet de Lie [X,Y ] comme étant le champ de vecteurs véri�ant

[X,Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f))

pour toute fonction f : R → R di�érentiable. En particulier si M = Rn et si X =
∑
Xi

∂
∂xi

et

Y =
∑
Yi

∂
∂xi

sont deux champs de vecteurs sur M , alors

[X,Y ] =
∑

1≤i,j≤n

(
Xi
∂Yi
∂xi
− Yi

∂Xi

∂xi

)
∂

∂xj
.

Muni de ce crochet T (M) est une algèbre de Lie.

Proposition 33 Soit A = (E,µ) une algèbre associative. Alors l'algèbre AL = (E,µL) où la multipli-
cation µL est dé�nie par

µL(v, w) = µ(v, w)− µ(w, v)

est une algèbre de Lie, dite associée à l'algèbre associative A.

Démonstration. Il est clair que µL est antisymétrique. L'identité de Jacobi relative à µL se démontrera en
exercice.

EXERCICE 7 Montrer que si µ est une multiplication associative, alors
son antisymétrisé µL véri�e l'identité de Jacobi.

Exemple SoitMn(R) l'espace vectoriel des matrices carrées réelles. C'est une algèbre associative pour le
produit

µ(A,B) = AB.

Ainsi (Mn(R), µL où µL(A,B) = [A,B] = AB−BA est une algèbre de Lie. On la note en général gl(n,R).

Il serait toutefois faux de croire que toute algèbre de Lie se déduit d'une algèbre associative. On peut
néanmoins construire à partir d'une algèbre de Lie g une algèbre associative de dimension in�nie, appelée
l'algèbre enveloppante de g. Comme sa construction est facilitée par l'usage du produit tensoriel, nous y
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reviendrons lorsque cette notion aura été développée. A titre d'exemple, si E = K et g = (K, µ) est l'algèbre
de Lie abélienne de dimension 1, alors son algèbre enveloppante U(g) est isomorphe à l'algèbre associative
K[X] des polynômes à une indéterminée à coe�cients dans K.

Soit g = (Kn, µ) une algèbre de Lie de dimension n sur E = Kn. Si {e1, · · · , en} est une base de Kn,les
constantes de structures Ckij dé�nies par µ(ei, ej) = Ckij , véri�ant

1. Ckij = −Ckji, ∀i, j, k = 1, · · · , n

2.
∑n

l=1C
l
ijC

s
lk + C ljkC

s
li + C lkiC

s
lj = 0 pour tous i, j, k, s = 1, · · · , n

Ici aussi, la classi�cation à isomorphisme près est un problème ardu. Il n'est résolu que pour les dimensions
inférieures à 6. A titre d'exemple, on a les résultats suivants.

Proposition 34 Toute algèbre de Lie complexe g = (C2, µ) de dimension 2 est isomorphe à l'une des
algèbres dont la multiplication est donnée dans la base {e1, e2}par

1. µ1(ei, ej) = 0 pour tous i, j = 1, 2

2. µ2(e1, e2) = e1 = −µ(e2, e1)

Proposition 35 Toute algèbre de Lie complexe g = (C3, µ) de dimension 3 est isomorphe à l'une des
algèbres dont la multiplication est donnée dans la base {e1, e2, e3} par

1. µ1(ei, ej) = 0 pour tous i, j = 1, 2, 3

2.


µ2(e1, e2) = −µ2(e2, e1) = e3,
µ2(e1, e3) = −µ2(e3, e1) = 0
µ2(e2, e3) = −µ2(e3, e2) = 0.

3.


µ3(e1, e2) = −µ3(e2, e1) = e2,
µ3(e1, e3) = −µ3(e3, e1) = e2 + e3,
µ3(e2, e3) = −µ3(e3, e2) = 0.

4.


µ4(e1, e2) = −µ4(e2, e1) = e2,
µ4(e1, e3) = −µ4(e3, e1) = αe3 α ∈ [−1, 1],
µ4(e2, e3) = −µ4(e3, e2) = 0.

5.


µ5(e1, e2) = −µ5(e2, e1) = 2e2,
µ5(e1, e3) = −µ5(e3, e1) = −2e3,
µ5(e2, e3) = −µ5(e3, e2) = e1.

Comme dans le cas associatif, il existe une notion d'algèbre de Lie libre sur K permettant de construire
par passage au quotient toutes les algèbres de Lie sur K. Soit {a1, · · · , ar} un alphabet de r lettres et soit
A l'algèbre associative libre à r générateurs construite sur X. On considère AL l'algèbre de Lie associée à
l'algèbre associative A. Soit L la sous-algèbre de AL engendrée par X. Alors L est l'algèbre de Lie libre
sur X à r générateurs. Les éléments de L sont appelés les polynômes de Lie sur X. Un telpolynôme est dit
homogène si chacun de ses termes a la même degré. Par exemple, si X = {a1, a2} alors les polynômes

a1, a2, [a1, a2] = a1a2 − a2a1, [a1, [a1, a2]] = a1a1a2 − 2a1a2a1 + a2a1a1

sont homogènes.
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Si Ln est le sous-espace vectoriel de An constitué des polynômes de Lie de degré n, alors

L = ⊕Ln

et [Ln, Lm ⊂ Ln+m].

La dimension de composantes Ln est donnée par la formule de Witt

dimLn =
1

n

∑
d/n

µ(d)rn/d

où la somme est e�ectuée sur tous les diviseurs d de n et µ(d) est la fonction de Mobius

µ(d) =


1 si d = 1
(−1)k si d = p1 · · · pk les pi tous distincts
0 si d a des facteurs carrés

EXERCICE 8 Décrire l'algèbre libre à 1 générateur.

EXERCICE 9 A quelle condition le crochet de Lie est-il associatif.

3. Algèbres de Jordan

Dé�nition 39 Une algèbre A = (E,µ) est dite de Jordan si la multiplication µ véri�e

1. µ(v, w) = µ(w, v),

2. µ(v, µ(w, µ(v, v))) = µ(µ(v, w), µ(v, v)) pour tous v, w ∈ E.

Pour simpli�er cette écriture, posons v · w = µ(v, w). Alors les conditions de Jordan s'écrivent{
v · w = w · v
v · (w · v2) = (v · w) · v2

La seconde condition peut s'interpréter comme une condition d'associativité mais ne portant uniquement
que sur les vecteurs v, w et v2. Une algèbre de Jordan n'est donc pas en général associative.

Proposition 36 Soit A = (E,µ) une K-algèbre associative. Alors l'algèbre J = (E,µJ) dé�nie sur E
par la multiplication µJ donné par

µJ(v, w) =
1

2
(µ(v, w) + µ(w, v))

est une K-algèbre de Jordan.

Démonstration. La multiplication µJ , qui est le symétrisé de µ est commutative. Posons pou simpli�er
µ(v, w) = vw et µJ(v, w) = v · w. Alors v · w = 1

2(vw + wv). Alors

v · (w · v2)− (v · w) · v2 = 1
2 [v · (wv2 + v2w)− (vw + wv) · v2]

= 1
4 [v(wv2 + v2w) + (wv2 + v2w)v − (vw + wv)v2 − v2(vw + wv)]

= 1
4 [v(wv2) + v(v2w) + (wv2)v + (v2w)v

−(vw)v2 + (wv)v2 − v2(vw)− v2(wv)]
= 1

4 [v(v2w) + (wv2)v + (wv)v2 − v2(vw)]
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mais v(v2w) = (vv2)w = v3w = (v2v)w = v2(vw) et (wv2)v = wv3 = w(vv2) = (wv)v2. Ainsi v · (w · v2)−
(v · w) · v2 = 0.

Exemple. Considérons l'algèbre associativeMn(K) des matrices carrées d'ordre n sur K. C'est une algèbre
associative pour le produit

µ(A,B) = AB.

C'est aussi une algèbre de Jordan muni du produit

µJ(A,B) =
1

2
(AB +BA)

EXERCICE 9 Montrer que la relation v ·(w ·v2)−(v ·w) ·v2 est équivalente
à sa polarisation

((v2 · v3) · v4) · v1 + ((v3 · v1) · v4) · v2 + ((v1 · v2) · v4) · v3

= (v2 · v3) · (v4 · v1) + (v3 · v1) · (v4 · v2) + (v1 · v2) · (v4 · v3)

EXERCICE 10 Soit J = (E,µ) une algèbre de Jordan. On dit qu'un élé-
ment e ∈ E est un idempotent de J s'il véri�e µ(e, e) = e. Soit v ∈ E et soit
Rv l'endomorphisme de E dé�ni par

Rvw = µ(w, v).

Montrer que Re véri�e
2R3

e − 3R2
e +Re = 0.

En déduire les valeurs propres λ0, λ1, λ2 de Re. Soit E = A0 ⊕ A1 ⊕ A2 la
décompostion de E en espaces caractéristiques de Re. Calculer les produits
Ai ·Aj pour i, j ∈ {0, 1, 2}.

Remarque. Comme pour les algèbres de Lie, il existe des algèbres de Jordan qui ne sont pas obtenues
comme des symétrisées d'algèbres associatives.

6.2.4 Algèbres non associatives

Lorsqu'on parle d'algèbres non associatives on parle en général de classes d'algèbres dont l'associativité
n'est pas nécessairement véri�ée.

Le terme non associatif n'est là que pour préciser que la muliplication de l'algèbre véri�e certaines relations
plus générale que la notion d'associativité (et pouvant inclure la relation d'associativité).

Quelques classes particulièrement d'algèbres non associatives

1. Les algèbres de Lie

2. Les algèbres de Jordan

3. Les algèbres G-associatives. Considérons le groupe symétrique Σ3 d'odre 3. Ses sous-groupes sont
G1 = {Id}, G2 = {Id, τ12}, G3 = {Id, τ13}, G4 = {Id, τ23}, G5 = {Id, c, c2}, G6 = Σ3 où τij est la
transposition (ij) échangeant i et j, c le cycle (123) d'ordre 3 et c2 = (132). Soit µ une multiplication
sur l'espace vectoriel E. On note par Aµ son associateur c'est-à-dire

Aµ(a1, a2, a3) = µ(µ(a1, a2), a3)− µ(a1, µ(a2, a3))
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Dé�nition 40 L'algèbre A = (E,µ) est dite G-associative si∑
σ∈G

Aµ(aσ(1), aσ(2), aσ(3)) = 0

où G est un sous-groupe de Σ3.

Notons que toutes ces algèbres G-associatives sont Lie-admissibles

Dé�nition 41 L'algèbre A = (E,µ) est dite Lie-admissible si µL(v, w) = µ(v, w)−µ(w, v) dé�ni
un crochet de Lie.

4. Les algèbres alternatives

Dé�nition 42 L'algèbre A = (E,µ) est dite alternative si Aµ véri�e{
Aµ(v, v, w) = 0,
Aµ(w, v, v) = 0.

5. Les algèbres de Poisson

Dans ce cas la loi µ véri�e :

3Aµ(x, y, z) = µ(µ(x, z), y) + µ(µ(y, z), x)− µ(µ(y, x), z)− µ(µ(z, x), y). (6.1)

Si A = (E,µ) est une algèbre de Poisson alors

µA(u, v) =
1

2
(µ(u, v)− µ(v, u))

est une loi d'algèbre associative et

µL(u, v) =
1

2
(µ(u, v)− µ(v, u))

est une loi d'algèbre de Lie. Notons u•v = µA(u, v) le produit assocaitif et [u, v] = µL(u, v) le crochet
de Lie. On peut véri�er que les produits associatif et de Lie véri�e la règle de Leibniz :

[u • v, w] = u • [v, w] + [u,w] • v

pour tous u, v, w ∈ E.

On termine ici cette liste qui est loin d'être exhaustive.

6.3 Algèbres n-aires

La notion d'algèbre n-aire généralise celle d'algèbre, la multiplication agissant ici sur n arguments.
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6.3.1 Dé�nition

Soit E un K-espace vectoriel. Une structure de K-algèbre n-aire sur E est donnée par une multiplication
n-aire c'est-à-dire une application n-linéaire

µ : En → E.

Comme pour le cas ordinaire des K-algèbres sur E correspondant à n = 2 on notera par A = (E,µ) l'algèbre
n-aire dé�nie par la multiplication µ sur E.

Exemple. SoitM(n,m,K) l'espace vectoriel des matrices d'ordre n ×m avec n 6= m. Alors l'application
trilinéaire

µ :M(n,m,K)3 →M(n,m,K)

donnée par
µ(A,B,C) = A tBC

avec A,B,C ∈ M(n,m,K) et où tB désigne la transposée de la matrice B, dé�nit sur M(n,m,K) une
structure d'algèbre ternaire.

6.3.2 Quelques algèbres ternaires classiques

1. L'algèbre de Lie ternaire de Filippov ou de Nambu. Elle est dé�nie par la multiplication
ternaire µ : E3 → E satisfaisant

(a) µ(vσ(1), vσ(2), vσ(3)) = ε(σ)µ(v1, v2, v3) pour tout σ ∈ Σ3, et où ε(σ) est la signature de la
permutation σ.

(b) µ(µ(v1, v2, v3), w1, w2) = µ(µ(v1, w1, w2), v2, v3)+µ(v1, µ(v2, w1, w2), v3)+µ(v1, v2, µ(v3, w1, w2))
pour tous v1, v2, v3, w1, w2 ∈ E.

La première identité signi�e que µ est anticommutative, la deuxième identité est souvent appelée
l'identité de Filippov-Jacobi.

EXERCICE 11. Soit E un espace vectoriel de dimension 4 et soit
{v1, v2, v3, v4} une base de E.Montrer que la multiplication anticommutative
ternaire sur E donnée par

µ(v1, v2, v3) = −v4

µ(v1, v2, v4) = v3

µ(v1, v3, v4) = −v2

µ(v2, v3, v4) = v1

munit E d'une structure d'algèbre ternaire de Filippov.

EXERCICE 12. Soit E = K[X1, · · · , Xn] l'espce vectoriel des polynômes
à n-indéterminées sur K. On considère le produit n-aire

µ(P1, · · · , Pn) = Jac(P1, · · · , Pn)

où Jac(P1, · · · , Pn) est le déterminant de la matrice jacobienne des dérivées
partielles d'odre 1 de P1, · · · , Pn.
(a) Montrer que µ est antisymétrique.

(b) Montrer que µ véri�e l'identité de Filippov-Jacobi
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Le crochet de Nambu a relevé l'intérêt d'étudier ces algèbres pour généraliser certaines équations de la
mécanique. On considère l'espace vectoriel C∞(R3) des fonctions di�érentiables sur R3. On considère
dans C∞(R3) le produit ternaire

µ(f1, f2, f3) = Jac(f1, f2, f”) = det


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f1
∂x3

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

∂f2
∂x3

∂f3
∂x1

∂f3
∂x2

∂f3
∂x3


Ce produit muni C∞(R3) d'une structure d'algèbre ternaire de Filipov.

2. Les 3-algèbres de Lie, appelées aussi les sh-3 algèbres de Lie Cette notion généralise la
précédente. Une algèbre ternaire A = (E,µ) est appelée une 3-algèbre de Lie de Lie si le produit
ternaire véri�e

(a) µ est antisymétrique.

(b)
∑

σ∈Σ5
ε(σ)µ(µ(vσ(1), vσ(2), vσ(3))vσ(4), vσ(5)) = 0 où Σ5 est le groupe syétrique de degré 5.

EXERCICE 13. On appelle Shu�e-(3, 2) le sous-ensemble noté Sh(3, 2) de
Σ5 constitué des permutations véri�ant

σ(1) < σ(2) < σ(3)et σ(4) < σ(5).

Montrer qu'une multiplication ternaire antisymétrique dé�ni un produit de
3-algèbre de Lie si et seulement si∑

σ∈Sh(3,2)

ε(σ)µ(µ(vσ(1), vσ(2), vσ(3))vσ(4), vσ(5)) = 0

pour tous v1, v2, v3, v4, v5 ∈ E.

EXERCICE 14. Montrer qu'une algèbre ternaire de Filippov est une 3-
algèbre de Lie.

3. Les algèbres partiellement et totallement associatives. Une algèbre ternaire A = (E,µ) est
dite partiellement associative si la multiplication ternaire µ véri�e

µ(µ(v1, v2, v3), v4, v5) + µ(v1, µ(v2, v3, v4), v5) + µ(v1, v2, µ(v3, v4, v5)) = 0

pour tout v1, v2, v3, v4, v5 dans E.

L'algèbre A est dite totallement associative si

µ(µ(v1, v2, v3), v4, v5) = µ(v1, µ(v2, v3, v4), v5) = µ(v1, v2, µ(v3, v4, v5))

pour tout v1, v2, v3, v4, v5 dans E.

6.4 Coalgèbres : version allégée

Une structure d'algèbre sur un espace vectoriel est donnée par une application bilinéaire sur l'espace
vectoriel E et à valeurs dans E. Une structure de cogèbre sera dé�nie en quelque sorte d'une manière duale,
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mais ceci n'aura de sens que lorsque la notion de produit tensoriel sera présentée. Dans ce cas la donnée
d'une application bilinéaire sur E sera équivalente à la donnée d'une application linéaire sur le produit
tensoriel de E par E à valeurs dans E. On pourra alors dualiser cette application. Pour l'instant contentons
nous de dé�nir la notion de coalgèbre allégée par la donnée d'una application linéaire

∆ : E → E × E.

On peut donc écrire
∆(v) = (∆1(v),∆2(v))

où chacune des applications ∆i est un endomorphisme de E.

Au chapitre précédent, nous avons dé�ni la notion de produit tensoriel d'applications multilinéaires.
Utilisons la pour présenter la notion de coassociativité. La coalgèbre allégée A = (E,∆) est dite coassociative
si

1. On a (Id⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ Id) ◦∆,

2. Il existe une application linéaire ε : E → K telle que

ε(∆1(v))∆2(v) = ε(∆2(v))∆1(v)

pour tout v ∈ E.
La première condition est donc équivalente à

(∆1(v),∆1 ◦∆2(v),∆2
2(v)) = (∆2

1(v),∆2 ◦∆1(v),∆2(v))

pour tout v ∈ E. Ainsi les endomorphismes ∆1 et ∆2 véri�ent
∆2

1 = ∆1,
∆2

2 = ∆2,
∆1 ◦∆2 = ∆2 ◦∆1.

L'exemple le plus simple est donné en prenant ∆(v) = (v, v) et ε(v) = 1. Supposons E de dimension
�nie. Les applications ∆1 et ∆2 sont simultanément diagonalisables car leurpolynôme minimal n'a que des
racines simples et ces endomorphismes commutent. Considérons une base commune de vecteurs propres
{e1, · · · , en}. On peut supposer, comme les valeurs propres sont 0 ou 1, que

∆1(ei) = ei, i = 1, · · · , p, ∆1(ei) = 0, i = p = 1, · · · , n.

Si nous supposons ∆1 non nul, il existe bien un tel indice p, avec 1 ≤ p ≤ n. Posons ∆2(ei) = λiei avec
λi = 0 ou 1. On a donc {

∆(ei) = (ei, λiei), i = 1, · · · , p,
∆(ei) = (0, λiei), i = p+ 1, · · · , n.

La forme linéaire ε véri�e, pour i = 1, · · · , p

ε(∆1(ei))∆2(ei) = λiε(ei)ei = ε(∆2(v))∆1(v) = λiε(ei)ei

ce qui est toujours vrai, et pour i = p+ 1, · · · , n,

ε(∆1(ei))∆2(ei) = 0 = ε(∆2(v))∆1(v) = λiε(ei)ei

ce qui est aussi véri�é. On décrit ainsi toutes les coalgèbres allégées coassociatives de dimension �nie sur K.



Chapitre 7

Produit tensoriel de deux espaces vectoriels

7.1 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels

7.1.1 Dé�nition du produit tensoriel E ⊗K F

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps commutatif K. On note KE×F le K-espace vectoriel
dont une base est donnée par tous les couples (v, w) où v ∈ E et w ∈ F . Ainsi

KE×F =

{∑
finie

ai(vi, wi), vi ∈ E, wi ∈ F, ai ∈ K

}
.

Si le corps K est in�ni et si E ou F est non nul, c'est un espace de dimension in�nie qu'il ne faut pas
confondre avec l'espace produit E × F . Soit W le sous-espace de KE×F engendré par les vecteurs{

(av + bv′, w)− a(v, w)− b(v′, w)
(v, aw + bw′)− a(v, w)− b(v, w′)

a, b ∈ K, v, v′ ∈ E,w,w′ ∈ F.

Dé�nition 43 Le produit tensoriel E ⊗K F est l'espace vectoriel quotient

E ⊗K F =
KE×F

W
.

Soit

π : KE×F → E ⊗K F

99
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la projection canonique qui à un vecteur
∑
i
ai(vi, wi) de KE×F fait correspondre sa classe d'équivalence

dans l'espace vectoriel quotient E ⊗K F . Comme π est une application linéaire, on a

π(
∑
i

ai(vi, wi)) =
∑
i

aiπ(vi, wi)

et l'espace vectoriel quotient E ⊗K F est engendré par les classes π(v ⊗w) avec (v, w) ∈ E × F . On notera
v ⊗ w la classe d'équivalence du couple (v, w). Ainsi

v ⊗ w = π(v, w) = {(v, w) + z, z ∈W}.

Ainsi tout vecteur de E ⊗K F s'écrit comme une somme �nie∑
i∈I

aivi ⊗ wi

avec vi ∈ E,wi ∈ F et où I est un ensemble �ni d'indices.

Exemple. Considérons le cas où E = F = K = R. Dans R⊗ R, on a

1

2
⊗ 2 = 1⊗ 1.

En e�et le vecteur
1

2
(1, 2)− (

1

2
, 2)) est dans W . Donc

π(
1

2
, 2) = π((

1

2
, 2) + (

1

2
(1, 2)− (

1

2
, 2))) = π(

1

2
(1, 2)).

Comme le vecteur (1, 2)− 2(1, 1) est dans W , on a

π(
1

2
, 2) = π(

1

2
(1, 2)) = π(

1

2
((1, 2)− (1, 2) + 2(1, 1))) = π(1, 1).

Ainsi
1

2
⊗ 2 = 1⊗ 1.

Soit

π : KE×F → E ⊗K F =
KE×F

W

la projection linéaire canonique et soit i : E × F → KE×F l'injection naturelle ensembliste (elle n'est pas
linéaire). La composée

t = i ◦ π : E × F → E ⊗K F

est dé�nie par
t(v, w) = v ⊗ w.

Elle est appelée application canonique.

Théorème 21 L'application canonique

t : E × F → E ⊗K F

dé�nie par
t(v, w) = v ⊗ w

est bilinéaire.
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Démonstration. Calculons t(av + bv′, w). Par dé�nition de t, on a

t(av + bv′, w) = (av + bv′)⊗ w = π(av + bv′, w).

Mais

(av + bv′, w)− a(v, w)− b(v′, w) ∈W.

Ainsi

π(av + bv′, w) = π((av + bv′, w)− (av + bv′, w) + a(v, w) + b(v′, w)) = π(a(v, w) + b(v′, w)).

Ainsi

π(av + bv′, w) = aπ(v, w) + bπ(v′, w)

et

(av + bv′)⊗ w = av ⊗ w + bv′ ⊗ w.

On démontre de même que

v ⊗ (aw + bw′) = av ⊗ w + bv ⊗ w′

et le théorème s'en déduit. ♣

7.1.2 Propriété universelle du produit tensoriel

Pour simpli�er l'écriture, nous noterons E⊗F à la place de E⊗K F si la précision du corps de base n'est
pas utile.

Les théorèmes suivants sont la clef de ce chapitre. Ils montrent le caractère unique du produit tenso-
riel permettant de transposer les propriétés de bilinéarité dans la catégorie des espaces vectoriels et des
applications linéaires.

Théorème 22 Pour tout espace vectoriel M sur K et toute application bilinéaire

φ : E × F →M

il existe une unique application linéaire
f : E ⊗ F →M

telle que
φ(v, w) = f(v ⊗ w)

pour tout v ∈ E et w ∈ F.

Nous traduisons cette propriété en disant que le diagramme suivant :

E × F t //

φ %%

E ⊗ F
f
��
M
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est commutatif.

Démonstration. Montrons l'existence de f . Considérons l'application linéaire

g : KE×F →M

dé�nie par

g(
∑

ai(vi, wi)) =
∑

aiφ(vi, wi).

Comme φ est bilinéaire on a
W ⊂ Ker(g).

En e�et, comme φ est bilinéaire,

g((av + bv′, w)− a(v, w)− b(v′, w)) = φ(av + bv′, w)− aφ(v, w)− bφ(v′, w).
= 0

De même, on a
g((v, aw + bw′)− a(v, w)− b(v, w′)) = 0.

Donc tous les générateurs de W sont dans Kerg et donc W est un sous espace vectoriel de Kerg. Le
théorème de factorisation implique qu'il existe une application linéaire f tel que le diagramme suivant soit
commutatif :

KE×F π //

g
%%

E ⊗ F

f
��
M

L'application linéaire f véri�e
f(v ⊗ w) = g(v, w) = φ(v, w).

On a donc démontré l'éxistence de f . L'unicité de f résulte directement de la formule

f(v ⊗ w) = φ(v, w)

et du fait que les vecteurs v ⊗ w engendrent E ⊗ F . ♣

Théorème 23 (Propriété universelle du produit tensoriel) Soit V un K-espace vectoriel et

t′ : E × F → V

une application bilinéaire surjective. Supposons que pour toute application bilinéaire

φ : E × F →M

on ait la factorisation

E × F t′ //

φ ##

V

f ′

��
M

avec f ′ linéaire. Alors V est isomorphe au produit tensoriel E ⊗ F .



7.1. PRODUIT TENSORIEL DE DEUX ESPACES VECTORIELS 103

Démonstration. Prenons pour M , dans le Théorème ?? , l'espace E ⊗ F et pour application bilinéaire φ,
l'application t. On a le diagramme suivant :

E × F t′ //

t %%

V

f ′

��
E ⊗ F

et donc f ′(t′(v, w)) = v ⊗w. De même, en prenant pour M l'espace vectoriel V , on récupère le diagramme
commutatif :

E × F t //

t′ %%

E ⊗ F
f”
��
V

et f”(v ⊗ w) = t′(v, w). D'où f ′(f”(v ⊗ w)) = v ⊗ w et f”(f ′(t′(v, w)) = t′(v, w). Comme t′ est surjective,
on en déduit que f” ◦ f ′ = IdV . ♣

Conséquence. La détermination du produit tensoriel de deux espaces vectoriels peut donc se faire soit
en utilisant la dé�nition, soit en utilisant la propriété universelle.

EXERCICE 1. Montrer que K⊗K K est isomorphe à K.

EXERCICE 2. . Soit E un K-espace vectoriel. Montrer que les espaces
vectoriels E ⊗K F et F ⊗K E sont isomorphes à E.

EXERCICE 3.Montrer que Rn⊗RRm est isomorphe à l'espace des matrices
réelles d'ordre n×m.

Proposition 37 Soient E,F , et M des K-espaces vectoriels. Il existe un isomorphisme linéaire

Ψ : L(E ⊗ F,M)→ L(E,F ;M)

entre l'espace des applications linéaires de E⊗F à valeurs dans M et l'espace des applications bilinéaires
de E × F dans M .

Démonstration. Cet isomorphisme résulte du diagramme commutatif

E × F t //

φ %%

E ⊗ F
f
��
M

Considérons une application linéaire f ∈ L(E ⊗ F,M). Posons

Ψ(f)(v, w) = f(t(v, w))

pour tout (v, w) ∈ E × F . L'application Ψ(f) est bilinéaire et le diagramme précédent montre que Ψ est
surjective. Supposons Ψ(f) = 0. Alors f(v ⊗ w) = 0 pour tout (v, w) ∈ E ⊗ F. Comme les vecteurs v ⊗ w
engendrent E ⊗ F , on en déduit que f est l'application nulle. Ainsi Ψ est un isomorphisme. ♣
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7.1.3 Ecriture d'un vecteur de E ⊗ F

Nous avons vu que les vecteurs v ⊗ w de E ⊗ F , v ∈ E,w ∈ F , engendraient l'espace E ⊗ F . Ainsi, tout
vecteur z ∈ E ⊗ F s'écrit :

z =
∑
i∈I

vi ⊗ wi

avec I �ni. Nous pouvons toutefois simpli�er cette écriture.

Proposition 38 Soient v et w deux vecteurs non nuls de E et F respectivement. Alors v ⊗ w 6= 0.

Démonstration. En e�et, comme v et w sont non nuls, il existe des formes linéaires non nulles, f ∈ E∗,
g ∈ F ∗, telles que

f(v) 6= 0, g(w) 6= 0.

Soit φ : E × F → K la forme bilinéaire

φ(v, w) = f(v)g(w).

D'après le Théorème ??, il existe une unique application linéaire

h : E ⊗K F → K

telle que

h(v ⊗ w) = φ(v, w) = f(v)g(w).

Comme φ(v, w) 6= 0, on en déduit h(v ⊗ w) 6= 0 et le vecteur v ⊗ w est non nul. ♣

Corollaire 6 Soient les vecteurs v ∈ E et w ∈ F . Alors l'équation

v ⊗ w = 0

implique v = 0 ou w = 0.

Proposition 39 Tout vecteur z 6= 0 de E ⊗ F s'écrit sous le forme

z =

r∑
i=1

vi ⊗ wi

où les vecteurs {v1, · · · , vr} sont linéairement indépendants dans E et les vecteurs {w1, · · · , wr} sont
linéairement indépendants dans F .

Démonstration. Choisissons une écriture de z, z =
r∑
i=1

vi⊗wi, où r est minimal. Si r = 1,z = v⊗w. Comme

z 6= 0, d'après le Corollaire ??, on a v 6= 0 et w 6= 0 et donc ces vecteurs sont libres. Supposons r ≥ 2. Si
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la famille {v1, · · · , vr} est liée, il existe une combinaison linéaire de ces vecteurs, que nous pouvons écrire
sans restreindre la généralité :

vr =
r−1∑
i=1

αivi.

Ainsi

z =

r−1∑
i=1

vi ⊗ wi + vr ⊗ yr =

r−1∑
i=1

vi ⊗ wi +

r−1∑
i=1

αivi ⊗ wr =

r−1∑
i=1

vi ⊗ (wi − αiwr).

et cette écriture contredit la minimalité de r. Ainsi les vecteurs {v1, · · · , vr} sont linéairement indépendants
dans E. Supposons à présent que la famille de vecteurs de F , {w1, · · · , wr} soit liée. Un raisonnement
analogue au précédent conduirait à une contradiction sur la minimalité de r. Ainsi la famille {w1, · · · , wr}
est libre dans F . ♣

Remarque. Tout vecteur de la forme z =
r∑
i=1

vi ⊗ wi, où les vecteurs {v1, · · · , vr} sont linéairement

indépendants ainsi que les vecteurs {w1, · · · , wr}, est non nul. En e�et, supposons

z =

r∑
i=1

vi ⊗ wi = 0.

Comme les vecteurs {v1, · · · , vr} et {w1, · · · , wr} sont linéairement indépendants, il existe des formes li-
néaires {f1, · · · , fr} indépendantes sur E et des formes linéaires {g1, · · · , gr} indépendantes sur F telles
que fj(vi) = gj(wi) = δji . Considérons la forme bilinéaire

ψ : E × F −→ K

telle que

ψ(v, w) =
r∑
i=1

fi(v)gi(w).

D'après le Théorème ??, cette application se factorise en une application linéaire f : E ⊗ F → K véri�ant

f(z) =
r∑
i=1

r∑
j=1

fi(vj)gi(wj).

Ainsi
f(z) = r.

Or z = 0 donc r = 0. La décomposition choisie du vecteur nul est donc impossible. On en déduit, en
utilisant les résultats de l'exercice 1, que

0 = 0⊗ w = v ⊗ 0

sont les seules décompositions (réduites) de 0.

Proposition 40 Soit {w1, · · · , wr} une famille libre de vecteurs de F . Alors l'équation dans E ⊗ F :

r∑
i=1

vi ⊗ wi = 0

avec v1, · · · , vr ∈ E est équivalente à vi = 0, i = 1, · · · , r.
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Démonstration. Comme les vecteurs wi sont indépendants, il existe des formes linéaires {g1, · · · , gr} sur F
telles que

gi(wj) = δji .

Soient f1, · · · , fr une famille de formes linéaires sur E. Considérons la forme bilinéaire ψ sur E×F donnée
par

ψ(v, w) =
r∑
i=1

fi(v)gi(w),

avec (v, w) ∈ E × F . D'après le heorème ??, il existe une forme linéaire h : E ⊗ F −→ K telle que
h(v ⊗ w) = ψ(v, w). On a alors

h(
r∑
i=1

vi ⊗ wi) = 0 =
∑
i,j

fj(vi)gj(wi) =
r∑
i=1

fi(vi).

Ainsi
∑r

i=1 fi(vi) = 0 quelles que soient les formes linéaires fi. Considérons un indice i0 et choisissons fi = 0
pour tout i 6= i0. On obtient fi0(vi0) = 0 quelle que soit la forme linéaire fi0 . Ceci implique vi0 = 0 pour
tout indice i0. Ainsi vi = 0 pour tout i = 1, · · · , r. ♣

7.2 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels de dimension �nie

7.2.1 Dimension de E ⊗ F

On suppose dans tout ce paragraphe que les espaces vectoriels E et F sont de dimension �nie.

Théorème 24 Si E et F sont des espaces de dimension �nie, il en est de même de E ⊗ F et l'on a

dimE ⊗ F = dimE.dimF.

Si {ei}i=1,...,n est une base de E et {fj}j=1,...,m une base de F alors {ei⊗ fj}i=1,..,n j=1,...,m est une base
de E ⊗ F .

Démonstration Soit M un K-espace vectoriel de dimension �nie. D'après la Proposition ??, l'espace vec-
toriel L(E,F ;M) des applications bilinéaires de E × F dans M et l'espace vectoriel L(E ⊗ F ;M) des
applications linéaires de E ⊗ F dans M sont isomorphes. Comme la dimension de L(E,F ;M) est égale à
dimE.dimF.dimM , on en déduit que dimL(E ⊗ F ;M) = dimE.dimF.dimM , d'où

dimE ⊗ F = dimE.dimF.

Considérons une base {ei}i=1,...,n de E et une base {fj}j=1,...,m de F . Par dé�nition du produit tensoriel
les vecteurs ei ⊗ fj engendrent E ⊗ F , comme il y en a autant que la dimension de E ⊗ F , ils forment une
base de cet espace. ♣

EXERCICE 4. Déterminer une base de R2 ⊗ R3.

EXERCICE 5. Soit E un espace vectoriel réel de dimension �nie n. Quelle
est la dimension de l'espace vectoriel E⊗RC ? Montrer que E⊗RC peut être
muni d'une structure d'espace vectoriel complexe. Quelle est sa dimension ?
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7.2.2 Isomorphisme entre End(E) et E∗ ⊗ E

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension �nie. Notons L(E;F ) l'espace vectoriel des appli-
cations linéaires de E dans F . Considérons l'application

ψ : E∗ × F → L(E;F )

dé�nie ainsi : soit f ∈ E∗, v ∈ E et w ∈ F . Alors

ψ(f, w)(v) = f(v)w.

Cette application est bilinéaire. D'après le Théorème ??, l'application ψ se factorise en une application
linéaire

ψ1 : E∗ ⊗ F → L(E;F )

dé�nie par

ψ1 : (f ⊗ w) = f(v)w.

Soient {e1, ..., en} une base de E, {e1, ..., en} sa base duale et {v1, ..., vm} une base de F . Alors ψ(ei, vj)(ek) =
δikvj . Ainsi ψ1 envoie la base {ei ⊗ vj} de E∗ ⊗ F dans la base {gij , i = 1, ..., n, j = 1, ...,m} de L(E;F )
où gij est donnée par gij(ek) = δki vj . Ainsi ψ1 est un isomorphisme. On a donc montré

Théorème 25 Soient E et F des espaces de dimension �nie. Alors E∗ ⊗ F est isomorphe à L(E;F ).
En particulier

E∗ ⊗ E = End(E).

EXERCICE 6. Soit En identi�ant E∗⊗E à End(E), comment s'écrit dans
E∗ ⊗ E l'application identique de End(E) ? On considère la forme linéaire
tr : End(E) → K qui à un endomorphisme de E fait correspondre sa trace.
Ecrire l'application linéaire correspondante tr : E∗ ⊗ E → K.

7.3 Sous-espaces et espaces quotients

Dans ce paragraphe, on s'intéresse au comportement du produit tensoriel par rapport aux sous-espaces
vectoriels ou aus espaces vectoriels quotient.

7.3.1 Produit tensoriel de sous-espaces vectoriels

Soient E1 et F1 deux sous-espaces vectoriels respectivement de E et F . Les générateurs v ⊗ y, v ∈
E1, w + ++ ∈ F1 de E1 ⊗ F1 sont dans E ⊗ F . On en déduit que E1 ⊗ F1 est un sous-espace vectoriel de
E ⊗ F.

7.3.2 Produit tensoriel d'espaces vectoriels quotient

Considérons deux sous-espaces vectoriels E1 ⊂ E et F1 ⊂ F respectivement de E et F . Les produits
tensoriels E1 ⊗ F et E ⊗ F1 sont des sous-espaces vectoriels de E ⊗ F .
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Proposition 41 Les espaces vectoriels
E

E1
⊗ F

F1
et

E ⊗ F
E1 ⊗ F ⊕ E ⊗ F1

sont isomorphes.

Démonstration. Considérons l'application bilinéaire

ψ : E × F → E ⊗ F
E1 ⊗ F ⊕ E ⊗ F1

donnée par
ψ(v, w) = π(v ⊗ w)

où

π : E ⊗ F → E ⊗ F
E1 ⊗ F ⊕ E ⊗ F1

est la projection canonique. Il est clair que ψ(v, w) = 0 pour toutes les paires (v1, w) ∈ E1 ×F et (v, w1) ∈
E × F1. Ainsi ψ induit une application bilinéaire

ψ :
E

E1
× F

F1
→ E ⊗ F

E1 ⊗ F ⊕ E ⊗ F1

donnée par
ψ(v, w) = ψ(v, w)

où v et w désigne les classes des vecteurs v et w dans les espaces quotient respectifs
E

E1
et

F

F1
. D'après le

Théoreme ??, il existe une application linéaire

f :
E

E1
⊗ F

F1
→ E ⊗ F

E1 ⊗ F ⊕ E ⊗ F1

telle que
f(v ⊗ w) = ψ(v, w) = ψ(v, w).

D'après sa dé�nition, ψ est surjective. On en déduit que f est surjective. Pour montrer que f est bijective,
nous allons construire l'application inverse. Soit

φ : E × F → E

E1
⊗ F

F1

donnée par
φ(v, w) = v ⊗ w.

Comme elle est bilinéaire, il existe une application linéaire

h : E ⊗ F → E

E1
⊗ F

F1

telle que h(v⊗w) = φ(v, w). Comme φ(v, w) = 0 pour toutes les paires (v1, w) ∈ E1×F et (v, w1) ∈ E×F1,
on en déduit que

E1 ⊗ F ⊕ E ⊗ F1 ⊂ Kerh.

D'après le théorème de factorisation, il existe une application linéaire

h :
E ⊗ F

E1 ⊗ F ⊕ E ⊗ F1
→ E

E1
⊗ F

F1
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telle que
h(v ⊗ w) = h(v ⊗ w) = φ(v, w).

Comme on a
h(f(v ⊗ w) = φ(ψ(v, w)) = φ(π(v ⊗ w)) = v ⊗ w

et
f(h(v ⊗ w) = ψ(φ(v, w)) = v ⊗ w

on en déduit que h est l'application réciproque de f et f est bijective. ♣

Remarque. Considérons un vecteur de
E

E1
⊗ F

F1
de la forme v ⊗ w. Si f(v ⊗ w) = 0, alors

ψ(v, w) = ψ(v, w) = π(v ⊗ w) = 0

et v ⊗ w ∈ E1 ⊗ F ⊕ E ⊗ F1. Ainsi v ⊗ w = 0. Mais ceci n'est pas su�sant pour conclure à l'injectivité de

f car
E

E1
⊗ F

F1
ne possède pas à priori un système de générateurs du type v ⊗ w.

EXERCICE 7. Soient E1 et E2 deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer
qu'il existe un isomorphisme

E

E1
⊗ E

E2
' E1 ⊗ E2

E12 ⊗ E2 ⊕ E1 ⊗ E12

où E12 = E1 ∩ E2.

7.3.3 Produit tensoriel de sommes directes

Proposition 42 Soient deux familles �nies (Ei)i∈I et (Fj)j∈J de K-espaces vectoriels. Alors les espaces
vectoriels suivants sont isomorphes

(
⊕
i∈I

Ei)⊗ (
⊕
j∈J

Fj) '
⊕

(i,j)∈I×J

(Ei ⊗ Fj).

Démonstration. Rappelons que les vecteurs d'une somme directe externe
⊕

i∈I Ei d'espaces vectoriels sont
les suites �nies (vi)i∈I avec vi ∈ Ei. L'application

ψ : (
⊕
i∈I

Ei)× (
⊕
j∈J

Fj)→
⊕

(i,j)∈I×J

(Ei ⊗ Fj)

dé�nie par
ψ((vi)i∈I , (wj)j∈J) = (vi ⊗ wj)(i,j)∈I×J

est bilinéaire et dé�nit par factorisation une application linéaire

f : (
⊕
i∈I

Ei)⊗ (
⊕
j∈J

Fj)→
⊕

(i,j)∈I×J

(Ei ⊗ Fj)

telle que
f((vi)i∈I ⊗ (wj)j∈J) = (vi ⊗ wj)(i,j)∈I×J .
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Cette application est surjective. Montrons qu'elle est injective. Si (vi)i∈I ⊗ (wj)j∈J est dans le noyau de f ,
alors (vi ⊗ wj)(i,j)∈I×J = 0. Supposons que l'un des wj soit non nul. Alors vi = 0 pour tout i ∈ I. Ainsi
(vi)i∈I ⊗ (wj)j∈J = 0 et f est injective. L'application f dé�nit l'isomorphisme cherché. ♣

EXERCICE 8. Soient E et F deux K-espaces vectoriels, E1 et E2 deux
sous-espaces vectoriels de E et F1 et F2 deux sous-espaces vectoriels de F.

1. Montrer que

(E1 ⊗ F ) ∩ (E2 ⊗ F ) = (E1 ∩ E2)⊗ F.

2. Montrer que
(E1 ⊗ F ) ∩ (E ⊗ F1) = E1 ⊗ F1.

3. Montrer que

(E1 ⊗ F1) ∩ (E2 ⊗ F2) = (E1 ∩ E2)⊗ (F1 ∩ F2).

7.4 Les produits tensoriels E ⊗ F et F ⊗ E

Etant donnés deux K-espaces vectoriels E et F , on peut construire les espaces produit tensoriel E ⊗ F
et F ⊗ E. Ils ne sont évidemment pas égaux. Toutefois, on a le résultat suivant :

Théorème 26 Etant donnés deux espaces vectoriels E et F sur K, les espaces E ⊗ F et F ⊗ E. sont
isomorphes. L'application linéaire

τ : E ⊗ F → F ⊗ E

dé�ni par
τ(v ⊗ w) = w ⊗ v

pour tout v ∈ E et w ∈ F est un isomorphisme.

Démonstration. L'application

ψ : E × F → F ⊗ E

donnée par

ψ(v, w) = w ⊗ v

est bilinéaire. Elle induit une application linéaire

τ : E ⊗ F → F ⊗ E

véri�ant

τ(v ⊗ w) = w ⊗ v.

Cette application admet une application inverse

φ : F ⊗ E → E ⊗ F
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donnée par

φ(w ⊗ v) = v ⊗ w.

Ainsi τ est l'isomorphisme cherché. ♣

7.5 Produit tensoriel d'applications linéaires

7.5.1 Dé�nition

Soient E1, E2, F1 et F2 des K-espaces vectoriels. Considérons des applications linéaires

f1 : E1 → F1

f2 : E2 → F2.

L'application

ψ : E1 × E2 → F1 ⊗ f2

dé�nie par

ψ(v1, v2) = f1(v1)⊗ f2(v2)

est bilinéaire. D'après le Théorème ??, il existe une unique application linéaire g : E1 ⊗ E2 → F1 ⊗ F2

dé�nie par

g(v1 ⊗ v2) = ψ(v1, v2) = f1(v1)⊗ f(v2).

Dé�nition 44 Etant données des applications linéaires

f1 : E1 → F1 et f2 : E2 → F2,

on appelle produit tensoriel de f1 et f2, que l'on note f1 ⊗ f2, l'application linéaire

f1 ⊗ f2 : E1 ⊗ E2 → F1 ⊗ F2

dé�nie par (f1 ⊗ f2)(v1 ⊗ v2) = f1(v1)⊗ f2(v2) pour tout v1 ∈ E1 et v2 ∈ E2.

Remarque. Cette dé�nition pose, à priori, un problème par rapport à la dé�nition d'un produit tensoriel
de deux vecteurs. Si (v, w) ∈ E × F, nous avons posé

v ⊗ w = π(v, w)

la classe du couple (v, w) dans E ⊗ F. Si f1 ∈ L(E1, F1) et f2 ∈ L(E2, F2), suivant cette dé�nition, f1 ⊗ f2

est la classe du couple (f1, f2) dans l'espace L(E1, F1)⊗L(E2, F2). La Dé�nition ?? présente plutôt f1⊗ f2

comme un élément de L(E1 ⊗ E2, F1 ⊗ F2). Les propositions suivantes vont lever cette ambigüité.

Nous avons dé�ni en début de paragraphe l'application linéaire

g : E1 ⊗ E2 → F1 ⊗ F2

(v1 ⊗ v2) 7→ f1(v1)⊗ f2(v2).
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Comme g est dé�nie par les applications linéaires f1 et f2, nous allons la noter gf1,f2 . Soit

Ψ : L(E1, F1)× L(E2, F2)→ L(E1 ⊗ E2, F1 ⊗ F2)

l'application bilinéaire donnée par

Ψ(f1, f2) = gf1,f2 .

D'après le Théorème ??, il existe une application linéaire

h : L(E1, F1)⊗ L(E2, F2)→ L(E1 ⊗ E2, F1 ⊗ F2)

qui est dé�ni par h(f1 ⊗ f2) = gf1,f2 .

Proposition 43 L'application linéaire

h : L(E1, F1)⊗ L(E2, F2)→ L(E1 ⊗ E2, F1 ⊗ F2)

est injective.

Démonstration. Soit U ∈ L(E1, F1) ⊗ L(E2, F2) un vecteur de Kerh. Le vecteur U s'écrit comme une
combinaison linéaire �nie de vecteurs générateurs du produit tensoriel :

U =

p∑
i=1

l1i ⊗ l2i

où l1i ∈ L(E1, F1) et l2i ∈ L(E2, F2). D'après la Proposition ?? , nous pouvons supposer que les applications
{l11, · · · , l1p} sont indépendantes dans L(E1, F1) et {l21, · · · , l2p} indépendantes dans L(E2, F2). Alors

h(U) =

p∑
i=1

h(l1i ⊗ l2i ) =

p∑
i=1

gl1i ,l2i
.

Comme h(U) = 0, l'application linéaire
∑p

i=1 gl1i ,l2i
est nulle. Donc pour tout (v1 ⊗ v2) ∈ E1 ⊗ E2

p∑
i=1

gl1i ,l2i
(v1 ⊗ v2) = 0.

D'où
p∑
i=1

f1
i (v1)⊗ f2

i (v2) = 0.

Supposons U 6= 0. Considérons la famille de F1 constituée des vecteurs

{l11(v1), · · · , l1p(v1)}.

Nous pouvons supposer que v1 a été choisi tel que au moins l'un des vecteurs l1i (v1) soit non nul. De la
famille {l1i (v1)}i∈I nous pouvons extraire une famille libre maximale. Supposons que cette famille soit

{l11(v1), · · · , l1r(v1)}.
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Alors l1i (v1) =
∑r

j=1 a
j
i l

1
j (v1), i = r + 1, · · · , p. Ainsi∑p

i=1 l
1
i (v1)⊗ l2i (v2) =

∑r
i=1 l

1
i (v1)⊗ l2i (v2) +

∑p
i=r+1 l

1
i (v1)⊗ l2i (v2)

=
∑r

i=1 l
1
i (v1)⊗ l2i (v2) +

∑p
i=r+1(

∑r
j=1 a

j
i l

1
j (v1))⊗ l2i (v2)

=
∑r

i=1 l
1
i (v1)⊗ (l2i (v2) +

∑p
k=r+1 a

i
kl

2
k(v2)).

Comme h(U) = 0, alors
r∑
i=1

l1i (v1)⊗ (l2i (v2) +

p∑
k=r+1

aikl
2
k(v2)) = 0.

Mais la famille {l11(v1), · · · , l1r(v1)} est libre. Donc, d'après la Proposition ?? on a pour i = 1, · · · , r :

l2i (v2) +

p∑
k=r+1

aikl
2
k(v2) = 0

Ceci étant vrai pour tout vecteur v2 ∈ E2, les applications linéaires suivantes sont nulles :

l2i +

p∑
k=r+1

aikl
2
k = 0.

Mais nous avons supposé que les applications linéaires l11, · · · , l2p étaient indépendants. Nous avons donc une
contradiction et l'hypothèse de départ U 6= 0 ne peut être faite. Ainsi U = 0 et l'application h est injective.

Proposition 44 Si les espaces vectoriels E1, E2, F1, F2 sont de dimension �nie, alors h est un isomor-
phisme.

Démonstration. En e�et

h : L(E1, F1)⊗ L(E2, F2)→ L(E1 ⊗ E2, F1 ⊗ F2).

Or

dim(L(E1, F1)⊗ L(E2, F2)) = dimE1 dimF1 dimE2 dimF2

et

dimL(E1 ⊗ E2, F1 ⊗ F2) = dimE1 dimF1 dimE2 dimF2.

Les deux espaces ont même diemsnion. Comme h est injective, elle est donc bijective.

Corollaire 7 Sous les hypothèses de la Proposition ?? , on peut identi�er les espaces vectoriels L(E1, F1)⊗
L(E2, F2) et L(E1⊗E2, F1⊗F2). Dans ce cas, le produit tensoriel f1⊗ f2 des applications linéaires dé�ni
comme un vecteur de L(E1⊗E2, F1⊗F2) peut être considéré comme un vecteur de L(E1, F1)⊗L(E2, F2).

Dans ce cas l'abus de langage est justi�é. Si en enlève l'hypothèse de la dimension �nie, l'application
injective h n'est pas en général surjective et L(E1, F1)⊗ L(E2, F2) s'identi�e à un sous-espace vectoriel de
L(E1 ⊗ E2, F1 ⊗ F2). Dans ce cas il faudra faire très attention à cet abus.
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7.5.2 Quelques propriétés

Proposition 45 Soient les applications linéaires

f1 : E1 → F1; g1 : F1 → G1

f2 : E2 → F2; g2 : F2 → G2

où E1, E2, F1, F2, G1, G2 sont des K-espaces vectoriels. Alors

(g1 ⊗ g2) ◦ (f1 ⊗ f2) = (g1 ◦ f1)⊗ (g2 ◦ f1)⊗ (g2 ◦ f2).

Démonstration. Ceci découle directement de la dé�nition du produit tensoriel d'applications linéaires. Soient
v1 ∈ E1 et v2 ∈ E2. Alors

(g1 ◦ f1)⊗ (g2 ◦ f2)(v1 ⊗ v2) = (g1 ◦ f1)(v1)⊗ (g2 ◦ f2)(v2)

= g1(f1(v1))⊗ g2(f2(v2))

= (g1 ⊗ g2)(f1(v1)⊗ f2(v2))

= (g1 ⊗ g2) ◦ (f1 ⊗ f2)(v1 ⊗ v2)

Les deux applications linéaires (g1 ◦ f1) ⊗ (g2 ◦ f2) et (g1 ⊗ g2) ◦ (f1 ⊗ f2) coincident sur des vecteurs
générateurs de E1 ⊗ E2. Elles sont donc égales.

EXERCICE 9.

1. Soit ϕ : E → F une application linéaire. Montrer que ϕ est injective si
et seulement s'il existe une application linéaire ϕ1 : F → E telle que
ϕ1 ◦ ϕ = idE .

2. En déduire que si les applications linéaires f1 : E1 → F1 et f2 : E2 → F2

soient injectives alors f1 ⊗ f2 est aussi injective.

Proposition 46 Soient E1, E2, F1, F2 des K-espaces vectoriels et soient f1 : E1 → F1 et f2 : E2 → F2

des applications linéaires. On a alors

1. Im(f1 ⊗ f2) = Imf1 ⊗ Imf2

2. Ker(f1 ⊗ f2) = Kerf1 ⊗ F2 + E1 ⊗Kerf2

Démonstration.

1. Soit v un vecteur de Im(f1 ⊗ f2). Il existe un vecteur u ∈ E ⊗ F tel que

(f1 ⊗ f2)(u) = v

Or u =
∑p

i=1 vi ⊗ wi avec vi ∈ E1 et wi ∈ E2. Ainsi

(f1 ⊗ f2)(u) =

p∑
i=1

(f1 ⊗ f2)(vi ⊗ wi) =

p∑
i=1

f1(vi)⊗ f2(wi)
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et ce dernier vecteur appartient à Imf1 ⊗ Imf2. Réciproquement si v ∈ Imf1 ⊗ Imf2, alors v se
décompose

v =
s∑
i=1

f1(vi)⊗ f2(wi) =
s∑
i=1

(f1 ⊗ f2)(vi ⊗ wi) = (f1 ⊗ f2)(
s∑
i=1

vi ⊗ wi).

etv ∈ Imf1 ⊗ f2.

2. Soient π1 et π2 les projections canoniques

π1 : E1 → E1/Kerf1

π2 : E2 → E2/Kerf2

Les applications linéaires f1 et f2 se factorisent

E1
f1 //

π1
��

F1

E1/Kerf1

f̄1

:: E2
f1 //

π2
��

F2

E2/Kerf2

f̄2

::

et les applications linéaires f̄1 et f̄2 véri�ent

f̄1(π1(v1)) = f1(v1)
f̄2(π2(v2)) = f2(v2)

avec v1 ∈ E1 et v2 ∈ E2, et sont injectives. D'après l'exercice ??, on endéduit que

f̄1 ⊗ f̄2 :
E1

Kerf1
⊗ E2

Kerf2
→ F1 ⊗ F2

est aussi une application linéaire injective.

Proposition 47 Soient E′1, E
′
2 des sous-espaces vectoriels respectivement des espaces E1 et E2. Alors

l'application linéaire

h :
E1

E′1
⊗ E2

E′2
→ E1 ⊗ E2

E1 ⊗ E′2 + E′1 ⊗ E2

donnée par h : π1(v1) ⊗ π2(v2) = π3(v1 ⊗ v2) où π1 : E1 → E1/E
′
1, π2 : E2 → E2/E

′
2, π3 : E1 ⊗ E2 →

E1⊗E2
E1⊗E′2+E′1⊗E2

sont les projections canoniques, est un isomorphisme.

On en déduit donc de ce lemme que

h :
E1

Kerf1
⊗ E2

Kerf2
→ E1 ⊗ E2

E1 ⊗Kerf2 + Kerf1 ⊗ E2

donnée par h(π(v1)⊗ π2(v2)) = π3(v1 ⊗ v2) est un isomorphisme. Considérons l'application linéaire

g :
E1 ⊗ E2

E1 ⊗Kerf2 + Kerf1 ⊗ E2
→ F1 ⊗ F2

dé�ni par g(π3(v1 ⊗ v2)) = (f̄1 ⊗ f̄2) ◦ h−1(π3(v1 ⊗ v2)). On a alors

g(π3(v1 ⊗ v2)) = (f̄1 ⊗ f̄2)(h−1(h(π1(v1)⊗ π2(v2))
= f̄1 ⊗ f̄2(π1(v1)⊗ π2(v2))
= f1(v1)⊗ f2(v2)
= (f1 ⊗ f2)(v1 ⊗ v2.)
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Ainsi g ◦ π3 = f1 ⊗ f2. Mais g est injective, donc

Kerf1 ⊗ f2 = Kerπ3 = E1 ⊗Kerf2 + Kerf1 ⊗ E2.

Il ne reste plus qu'à démontrer le lemme. On laisse ceci en exercice.

EXERCICE 10. Démontrer le lemme ??.

7.5.3 Les espaces E∗1 ⊗ E∗2 et (E1 ⊗ E2)
∗

Considérons le cas particulier F1 = F2 = K. Ainsi L(E1, F1) = E∗1 et L(E2, F2) = E∗2 . La Proposition ??
s'énonce alors

Proposition 48 Soient E1 et E2 deux K-espaces vectoriels de dimension �nie. Alors l'application linéaire

h : E∗1 ⊗ E∗2 → (E1 ⊗ E2)∗

dé�nie par h(f1, f2)(v1 ⊗ v2) = f1(v1)⊗ f2(v2) est un isomorphisme.

Supposons à présent que E1 = E2 = E. Alors si E est de dimension �nie les espaces E∗⊗E∗ et (E⊗E)∗

sont isomorphes. Lorsque E est de dimension in�nie nous savons qu'en général l'application h n'est pas
bijective, mais elle est toutefois injective et h(E∗ ⊗ E∗) est un sous-espace vectoriel de (E ⊗ E)∗.

Soit ϕ ∈ (E ⊗ E)∗ une forme linéaire sur E ⊗ E non nulle. Notons par Eϕ le sous-espace vectoriel de E
dé�ni par

Eϕ = {v ∈ E / ϕ(v ⊗ w) = 0, ∀w ∈ E}.

Supposons que ϕ appartienne à Imh = h(E∗ ⊗ E∗). Il existe des formes linéaires fi et gi sur E telles que

ϕ = h(

p∑
i=1

fi ⊗ gi).

Si v est un vecteur véri�ant
fi(v) = 0, i = 1, · · · , p

c'est-à-dire si v ∈ ∩pi=1Kerfi alors

ϕ(v ⊗ w) = h(

p∑
i=1

fi ⊗ gi)(v ⊗ w) =

p∑
i=1

fi(v)⊗ gi(w) = 0

pour tout w ∈ E. Ainsi v ∈ Eϕ ce qui montre que, dans ce cas,

∩pi=1Kerfi ⊂ Eϕ.

On en déduit alors

dim
E

Eϕ
≤ p.

Proposition 49 Il existe une forme linéaire ψ sur E ⊗ E n'appartenant pas à Imh.
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Considérons une base {ei}i∈I de E (I étant un ensemble d'indices in�ni). Soient v, w ∈ E. Ils se désom-
posent de manière unique

v = xiei, w = yiei.

Soit ψ la forme linéaire sur E ⊗ E dé�nie par

ψ(v ⊗ w) =
∑

xiyi,

cette somme est bien entendu �nie. Pour cette forme, on a

Eψ = {v ∈ E / ψ(v ⊗ w) = 0 ∀w ∈ E} = {0},

ce qui implique dim E
Eψ

=∞. Or pour les formes ϕ de h(E∗⊗E∗) on a dim E
Eψ

<∞. Ainsi ψ /∈ h(E∗⊗E∗).

7.5.4 Cas de la dimension �nie. Produit tensoriel de matrices

Supposons à présent que les espaces vectoriels E1, E2, F1, F2 soient de dimension �nie. Posons

n1 = dimE1, n2 = dimE2, p1 = dimF1; p2 = dimF2.

Nous savons que dimE1 ⊗ E2 = n1n2 et dimF1 ⊗ F2 = p1p2. On en déduit que

dimL(E1 ⊗ E2, F1 ⊗ F2) = (n1n2)(p1p2)
dimL(E1F1)⊗ L(E2 ⊗ F2) = (n1p1)(n2p2).

Les deux espaces vectoriels L(E1 ⊗ E2, F1 ⊗ F2) et L(E1F1)⊗ L(E2 ⊗ F2) sont donc de même dimension.
On en déduit que l'application injective, dé�nie dans la Proposition ?? est bijective. Il n'y a pas lieu de
distinguer f1 ⊗ f2 comme application linéaire de E1 ⊗ E2 à valeurs dans F1 ⊗ F2 du produit tensoriel des
vecteurs f1 et f2, avec f1 ∈ L(E1, F1) et f2 ∈ L(E2, F2). Comme toutes les applications linéaires opèrent
sur des espaces vectoriels de dimension �nie, nous pouvons développer le calcul matriciel associé.

Soient {e1, · · · , en1} une base deE1, {ε1, · · · , εn2} une base deE2, {e′1, · · · , e′p1} une base de F1, {ε′1, · · · , ε′p2}
une base de F2. Une base de E1 ⊗E2 est alors donnée par la famille B1 = {ei ⊗ εj}i=1,··· ,n1;j=1,··· ,n2 et une
base de F1⊗F2 est donnée par la famille B2 = {e′i⊗ε′j}i=1,··· ,p1;j=1,··· ,p2 . Pour écrire la matrice de l'applica-
tion linéaire f1⊗f2 il est nécessaire de choisir un ordre dans l'écriture des vecteurs de base. Rappelons qu'il
n'y a pas dans R2 (ou dans Z2) des relations d'ordre homogène par rapport aux deux coordonnées, ce qui
signi�e qu'il n'y a pas d'ordre privilégié. Nous allons donc choisir un ordre, l'ordre lexicographique, que nous
adopterons pour tout calcul matriciel relatif à des produits tensoriels d'applications linéaires. Ordonnons
donc la base de E1 ⊗ E2 sous forme lexicographique :

B1 = {e1 ⊗ ε1, e1 ⊗ ε2, · · · e1 ⊗ εn2 , e2 ⊗ ε1, · · · e2 ⊗ εn2 , en1 ⊗ ε1, · · · , en1 ⊗ εn2}

et ordonnons de même la base B2 de F1 ⊗ F2 :

B2 = {e′1 ⊗ ε′1, e′1 ⊗ ε′2, · · · e′1 ⊗ ε′p2 , e
′
2 ⊗ ε′1, · · · e′2 ⊗ ε′p2 , e

′
p1 ⊗ ε

′
1, · · · , e′p1 ⊗ ε

′
p2}.

Soit A1 = (aji )) la matrice de f2 relative aux bases {ε1, · · · , εn2} et {ε′1, · · · , ε′p2} soit

f2(εj) =

p2∑
k=1

bkj ε
′
k.
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On a alors
f1 ⊗ f2(ei ⊗ εj) = f1(ei)⊗ f2(εj)

=
∑p1

k=1

∑p2
l=1 a

k
i b
l
je
′
k ⊗ ε′l.

Ainsi les composantes du vecteur f1 ⊗ f2(ei ⊗ εj) dans la base ordonnée B2 est le vecteur :

(a1
i b

1
j , a

1
i b

2
j , · · · , a1

i b
p2
j , a

2
i b

1
j , · · · , a2

i b
p2
j , · · · , a

p1
i b

1
j , · · · , a

p1
i b

p2
j ).

On en déduit la matrice de f1 ⊗ f2 relatives aux bases ordonnées B1 et B2 :

a1
1b

1
1 a1

1b
1
2 · · · a1

1b
1
n2

· · · a1
n1
b11 a1

n1
b12 · · · a1

n1
b1n2

...
a1

1b
p2
1 a1

1b
p2
2 · · · a1

1b
p2
n1 · · · a1

n1
bp21 a1

n1
bp22 · · · a1

n1
bp2n2

a2
1b

1
1 a2

1b
1
2 · · · a2

1b
1
n2

· · · a2
n1
b11 a2

n1
b12 · · · a2

n1
b1n2

...
a2

1b
p2
1 a2

1b
p2
2 · · · a2

1b
p2
n2 · · · a2

n1
bp21 a2

n1
bp22 · · · a2

n1
bp2n2

...
ap11 b

1
1 ap11 b

1
2 · · · ap11 b

1
n2
· · · ap1n1b

1
1 ap1n1b

1
2 · · · ap1n1b

1
n2

...
ap11 b

p2
1 ap11 b

p2
2 · · · ap11 b

p2
n2 · · · ap1n1b

p2
1 ap1n1b

p2
2 · · · ap1n1b

p2
n2



.

Cette matrice peut s'écrire symboliquement
a1

1B a1
2B · · · a1

n1
B

a2
1B a2

2B · · · a2
n1
B

...

...
ap11 B ap12 B · · · ap1n1B

 .

Nous noterons cette matrice A⊗B.

EXERCICE 11 Soit f1 : R2 → R2 et f2 : R2 → R3 les applications linéaires
suivantes

f1(x, y) = (x+ y, 2x− y)
f2(x, y) = (x− y, x+ 2y, 3x).

Soient A1 et A2 les matrices de f1 et f2 relatives aux bases canoniques de R2

et R3. Calculer A1 ⊗A2.

EXERCICE 12

On considère dans les bases B1 et B2 de E1 ⊗ E2 et F1 ⊗ F2 l'ordre lexico-
graphique inverse

(n1, n2), (1, 1).

Ecrire la matrice de f1, f2 relative aux bases B1 et B2 ainsi ordonnées.

Proposition 50 Le produit tensoriel A⊗B des matrices A et B véri�ent

1. t(A⊗B) =tA⊗ tB

2. (A⊗B)(̇C ⊗D) = AC ⊗BD (on suppose que les produits sont bien dé�nis).
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Démonstration.

1. Si A⊗B =

 a1
1B · · · a1

n1
B

...
...

...
ap11 B · · · ap1n1B

 alors t(A⊗B) =

 a1
1
tB · · · ap11

tB
...

...
...

a1
n1

tB · · · ap1n1
tB

 et donc

t(A⊗B) =tA⊗ tB.

2. Soient f1 : E1 → F2, f1 : E2 → F2, f3 : F1 → G1, f4 : F2 → G2 des applications linéaires correspon-
dant aux matrices A1, A2, A3, A4. Nous savons que

(f3 ⊗ f4) ◦ (f1 ⊗ f2) = (f3 ◦ f1)⊗ (f4 ◦ f2)

On en déduit l'écriture matricielle

(A3 ⊗A4) · (A1 ⊗A2) = A3A1 ⊗A4A2.

Corollaire 8 1. Si A et B sont des matrices inversibles, alors A⊗B est inversible et

(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.

2. Si A et B sont des matrices orthogonales, alors A⊗B est aussi une matrice orthogonale.

Démonstration.

1. Supposons que les matrices A et B sont des matrices carrées d'ordre respectivement n et p et inver-
sibles. D'après la proposition précédente

(A⊗B) · (A−1 ⊗B−1) = AA−1 ⊗BB−1 = In ⊗ Ip = Inp.

De même (A−1 ⊗B−1) · (A⊗B) = Inp. On en déduit (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.

2. Les matrices A et B étant orthogonales, elles véri�ent tA = A−1,tB = B−1. Comme

t(A⊗B) =tA⊗tB et (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1

on en déduit
t(A⊗B) =tA⊗tB = A−1 ⊗B−1 = (A⊗B)−1

et A⊗B est aussi orthogonale.

Proposition 51 Soient A et B des matrices carrées complexes d'ordre n et p respectivement. Soient
{λ1, · · · , λn} les valeurs propres de A et {ρ1, · · · , ρp} celles de B. Alors

1. les valeurs propres de A⊗B sont les produits {λiρj}, i = 1, · · · , n, j = 1, · · · , p, des valeurs propres
de Aet de B

2. les valeurs propres de A⊗ Ip + In ⊗B sont les sommes {λi + ρj}.

Démonstration.
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1. Comme toute matrice complexe peut se réduire sous forme triangulaire, il existe une matrice inversible
P d'ordre n et une matrice inversible Q d'ordre p telle que les matrices

A′ = P−1AP,B′ = Q−1BQ

soient des matrices triangulaires supérieures. Alors

A′ ⊗B′ = P−1AP ⊗Q−1BQ = (P−1 ⊗Q−1) · (AP ⊗BQ) = (P−1 ⊗Q−1) · (A⊗B) · (P ⊗Q)

et donc

A′ ⊗B′ = (P ⊗Q)−1 · (A⊗B) · (P ⊗Q).

La matrice A′ ⊗B′ est donc semblable à A⊗B. Mais

A′ =


λ1 c1

2 · · · c1
n

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . cn−1
n

0 · · · 0 λn

 , B′ =


ρ1 d1

2 · · · d1
p

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . dp−1
p

0 · · · 0 ρp


D'où

A′ ⊗B′ =


λ1B

′ c1
2B
′ · · · c1

nB
′

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . cn−1
n B′

0 · · · 0 λnB
′


Comme

λiB
′ =


λiρ1 λid

1
2 · · · λid

1
p

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . λid
p−1
p

0 · · · 0 λiρp


la matrice A′ ⊗B′ est triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont les éléments

{λ1ρ1 · · ·λ1ρp, · · ·λnρ1, · · · , λnρp}

de la diagonale.

2. On a également

A′ ⊗ Ip + In ⊗B′ = (P−1AP )⊗ Ip + In ⊗ (Q−1BQ)
(P−1AP )⊗ (Q−1IpQ) + (P−1InP )⊗ (Q−1BQ)
(P ⊗Q)−1) · (A⊗ Ip + In ⊗B) · (P ⊗Q),

et A′ ⊗ Ip + In ⊗ B est semblable à A ⊗ Ip + In ⊗ B et ces matrices ont les mêmes valeurs propres.
Mais

A′ ⊗ Ip =


λ1Ip c1

2Ip · · · c1
nIp

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . cn−1
n Ip

0 · · · 0 λnIp

 , In ⊗B′ =


B′ 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 B′


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et donc A′ ⊗ Ip + In ⊗B′ =


λ1Ip +B′ c1

2Ip · · · c1
nIp

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . cn−1
n Ip

0 · · · 0 λnIp +B′

 .

Comme λiIp +B′ =


λi + ρ1 d1

2 · · · d1
p

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . dp−1
p

0 · · · 0 λiρp

 , les valeurs propres de A′ ⊗ Ip + In ⊗B′ sont les

sommes {λi + ρj}.

Corollaire 9 Pour toutes matrices carrées A et B réelles ou complexes d'ordre respectif n et p, on a

det(A⊗B) = (detA)p(detB)n.

Démonstration. Considérons, dans tous les cas A et B comme des matrices complexes. Soient {λ1, · · · , λn}
les valeurs propres de A et {ρ1, · · · , ρp} celles de B. On sait que

detA = λ1 · · ·λn, detB = ρ1 · · · ρp.

Les valeurs propres de A⊗B étant les produits λiρj , i = 1, · · · , n et j = 1, · · · , p, on a alors

det(A⊗B) = Πn
i=1Πp

j=1λiρj = (Πn
i=1λi)

p(Πp
j=1ρj)

n

= (detA)p · (detB)n.

EXERCICE 13 Soient A,B et C des matrices carrées d'ordre n. On se
propose de résoudre l'équation matricielle

AX −XB = C.

1. Montrer que L(Kn,Kn) est isomorphe à (Kn)∗ ⊗ Kn. En déduire que
toute équation du type

MXN = P

où M,N,P sont des matrices carrrées d'ordre n est équivalent à

(N∗ ⊗M)X = P.

2. Montrer que l'équation AX −XB = C est équivalente à

(I ⊗A−B ⊗ I)X = C.

3. On suppose que les valeurs propres de A et B existent et que A et
B n'ont pas de valeurs propres communes. Résoudre alors l'équation
AX −XB = C.
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Chapitre 8

Produit tensoriel de plusieurs espaces

vectoriels

8.1 Le produit tensoriel E1 ⊗ E2 ⊗ · · · ⊗ Ek

On suppose dans tout ce paragraphe que chaque Ei, i = 1, · · · , k, est un espace vectoriel sur K.

8.1.1 Dé�nition

Soit V = KE1×···×Ek l'espace vectoriel sur K dont une base est donnée par tous les k-uples (v1, v2, · · · , vk)
où vi ∈ Ei. Un élément de V s'écrit donc sous la forme d'une somme �nie∑

�nie

ai1i2···ik(vi1 , · · · , vik).

Considérons le sous espace W de V engendré par les vecteurs de la forme{
(v1, · · · , vi−1, vi + v′i, vi+1, · · · , vk)− (v1, · · · , vi−1, vi, vi+1, · · · , vk)− (v1, · · · , vi−1, v

′
i, vi+1, · · · , vk),

(v1, · · · , vi−1, avi, vi+1, · · · , vk)− a(v1, · · · , vi−1, vi, vi+1, · · · , vk)

où a ∈ K et vi, v
′
i ∈ Ei et ceci pour i = 1, · · · , k.

Notons, que comme K est un corps in�ni et si l'un des espaces vectoriels Ei n'est pas de dimension zéro,
alors V est un espace vectoriel de dimension in�nie.

Dé�nition 45 Le produit tensoriel E1⊗E2⊗· · ·⊗Ek des K-espaces vectoriels E1, · · · , Ek est le K-espace
vectoriel V/W .

123
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On notera v1 ⊗ · · · ⊗ vk la classe d'équivalence, dans V/W de (v1, · · · , vk) c'est-à-dire si

π : V = KE1×···×Ek → V/W

est la projection linéaire canonique, alors

v1 ⊗ · · · ⊗ vk = π(v1, · · · , vk).

Comme la famille des (v1, · · · , vk) est une base de V , les vecteurs v1⊗· · ·⊗vk engendrent le produit tensoriel
V/W = E1 ⊗ E2 ⊗ · · · ⊗ Ek. Ainsi tout vecteur de E1 ⊗ E2 ⊗ · · · ⊗ Ek s'écrit comme une somme �nie :

X =
∑
�nie

λi1···ikvi1 ⊗ · · · ⊗ vik .

Un vecteur du type v1 ⊗ · · · ⊗ vk sera dit factorisable.

EXERCICE 1 On dit qu'une fonction

f : E1 × · · · × Ek → K

est à support �ni si elle est nulle sur tous les éléments (v1, · · · , vk) ∈ E1 ×
· · · × Ek sauf sur un nombre �ni d'entre eux. On noteM l'ensemble de ces
fonctions.

1. Montrer queM est un K-espace vectoriel.
2. Montrer qu'une base consiste de toutes les fonctions

δv1,··· ,vk

égale à 1 au point (v1, · · · , vk) et 0 ailleurs.

3. Montrer queM est isomorphe à V = KE1×···×Ek .

4. Montrer que si K est in�ni et si l'un des espaces Ei est non nul, alor
M est de dimension in�ni.

8.1.2 Propriété caractéristique du produit tensoriel

Notons

t : E1 × · · · × Ek → E1 ⊗ E2 ⊗ · · · ⊗ Ek

l'application linéaire composée de l'injection linéaire de E1 × · · · × Ek dans V et de la projection linéaire
canonique π : V → V/W . Cette application véri�e

t(v1, · · · , vk) = v1 ⊗ · · · ⊗ vk

pour tout (v1, · · · , vk) ∈ E1 × · · · × Ek. Il est clair que les vecteurs {v1 ⊗ · · · ⊗ vk} lorsque (v1, · · · , vk)
parcourent l'espace vectoriel produit (v1, · · · , vk), engendrent le produit vectoriel E1 ⊗E2 ⊗ · · · ⊗Ek mais
sont en général liés.
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Proposition 52 L'application

t : E1 × · · · × Ek → E1 ⊗ E2 ⊗ · · · ⊗ Ek

dé�nie par
t(v1, · · · , vk) = v1 ⊗ · · · ⊗ vk

est k-linéaire

Démonstration. On a, pour tout vi, v
′
i ∈ Ei et a, b ∈ K :

t(v1, ., vi−1, avi + bv′i, vi+1, .., vk) = π(v1, ., vi−1, avi + bv′i, vi+1, .., vk)

D'après la dé�nition de W :

π(v1, ., vi−1, avi + bv′i, vi+1, .., vk) = π(a(v1, ., vi, .., vk) + b(v1, ., v
′
i, .., vk))

= aπ(v1, ., vi, .., vk) + bπ(v1, ., v
′
i, .., vk)

= at(v1, ., vi, .., vk) + bt(v1, ., v
′
i, .., vk)

et donc

t(v1, ., vi−1, avi + bv′i, vi+1, .., vk) = at(v1, ., vi, .., vk) + bt(v1, ., v
′
i, .., vk)

ce qui montre que t est k-linéaire. ♣

Théorème 27 Pour tout espace vectoriel M sur K et toute application multilinéaire

φ : E1 × · · · × Ek →M,

il existe une unique application linéaire

ψ : E1 ⊗ · · · ⊗ Ek →M

telle que
φ = ψ ◦ t.

Ceci se traduit en disant que le diagramme suivant est commutatif

E1 × · · · × Ek
t //

φ
))

E1 ⊗ · · · ⊗ Ek
ψ
��
M

Démonstration. Considérons l'application linéaire

g : V →M
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dé�nie par g(v1, · · · , vk) = φ(v1, · · · , vk). Cette application linéaire est bien dé�nie car on connait sa valeur
sur tous les vecteurs de base de V . Comme φ est multilinéaire, on voit facilement que

W ⊂ Ker(g).

Ainsi g induit une application linéaire h sur l'espace quotient :

h : V/W →M

telle que h(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = g(v1, · · · , vk). D'où le théorème. ♣

EXERCICE 2 Notons L(E1, · · · , Ek;M) l'espace vectoriel des applications
multilinéaires de E1 × · · · × Ek dans M et L(V ;M) l'espace vectoriel des
applications linéaires de V dansM où Ei,M, V sont des K espaces vectoriels.
Montrer que l'on a l'identi�cation

L(E1, · · · , Ek;M) = L(E1 ⊗ · · · ⊗ Ek;M).

EXERCICE 3 Montrer que si vi = 0 alors v1 ⊗ · · · ⊗ vk = 0. Montrer
que si v1 ⊗ · · · ⊗ vk = 0 alors l'un des vi est nul. Pour montrer ce dernier
résultat on pourra supposer que tous les vecteurs vi ∈ Ei sont non nuls,
considérer des éléments f∗i ∈ E∗i véri�ant fi(vi) = 1 et utiliser l'application
φ ∈ L(E1, · · · , Ek;K) donnée par φ(v1, · · · , vk) = f1(v1) · · · fk(vk).

8.1.3 Propriété universelle du produit tensoriel

Théorème 28 Soit V un K-espace vectoriel et

t′ : E1 × · · · × Ek → V

une application k-linéaire surjective. Supposons que pour toute application k-linéaire

φ : E1 × · · · × Ek →M

on ait la factorisation

E1 × · · · × Ek
t′ //

φ
&&

V

f ′

��
M

avec f ′ linéaire. Alors V est isomorphe au produit tensoriel E1 ⊗ · · · ⊗ Ek.

Démonstration. SiM = E1⊗· · ·⊗Ek et si φ est l'application k-linéaire t, alors on a le diagramme commutatif
suivant :

E1 × · · · × Ek
t′ //

t ))

V

f ′

��
E1 ⊗ · · · ⊗ Ek
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et donc f ′(t′(v1, · · · , vk)) = v1 ⊗ · · · ⊗ vk. De même, en prenant pour M l'espace vectoriel V , on récupère
le diagramme commutatif suivant :

E1 × · · · × Ek
t //

t′
))

E1 ⊗ · · · ⊗ Ek
f”
��
V

et f”(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = t′(v1, · · · , vk). D'où

f ′(f”(v1 ⊗ · · · ⊗ vk)) = v1 ⊗ · · · ⊗ vk

et
f”(f ′(t′(v1, · · · , vk).

D'où
f ′(f”(v1 ⊗ · · · ⊗ vk)) = v1 ⊗ · · · ⊗ vk)) = t′(v1, · · · , vk).

D'où
f ′(f”(v1 ⊗ · · · ⊗ vk)) = v1 ⊗ · · · ⊗ vk).

Comme t′ est surjective, on en déduit que f” ◦ f ′ = IdV . ♣

8.2 Cas de la dimension �nie

Nous allons étudier dans ce paragraphe, le produit tensoriel d'espaces vectoriels sur K de dimension �nie.

Théorème 29 Si chacun des espaces vectoriels Ei est de dimension �nie, alors E1 ⊗ · · · ⊗Ek est aussi
de dimension �nie et l'on a :

dim(E1 ⊗ · · · ⊗ Ek) = dim(E1) · dim(E2) · · · dim(Ek).

Démonstration. Si l'un des espaces Ei est réduit à {0}, alors , d'après l'exercice 3, le produit tensoriel
E1 ⊗ · · · ⊗ Ek est nul. Le théorème est dans ce cas démontré. Supposons donc que chacun des espaces Ei
soit non nul. D'après l'identi�cation

L(E1, · · · , Ek;M) = L(E1 ⊗ · · · ⊗ Ek;M)

qui est vraie pour tout espace vectoriel M , on déduit en particulier

L(E1, · · · , Ek;K) = L(E1 ⊗ · · · ⊗ Ek;K)

soit
L(E1, · · · , Ek;K) = (E1 ⊗ · · · ⊗ Ek)∗.

Nous avons vu au chapitre 2 que

dim(L(E1, · · · , Ek;K) = dim(E1) · · · dim(Ek) dim(K) = dim(E1) · · · dim(Ek).

Comme dim(E1 ⊗ · · · ⊗ Ek)∗ = dim(E1 ⊗ · · · ⊗ Ek), on en déduit le résultat. ♣
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Proposition 53 Soit {vi1, vi2, · · · , vini} une base de Ei pour i = 1, · · · , k. Alorsla famille

{v1
i1 ⊗ v

2
i2 ⊗ · · · ⊗ v

k
ik
, ij = 1, · · · , nj , j = 1, · · · , k}

est une base de E1 ⊗ · · · ⊗ Ek.

Démonstration Il est clair que, d'après la multilinéarité de l'application t dé�nie dans la Proposition ??, la
famille {v1

i1
⊗ v2

i2
⊗ · · · ⊗ vkik} engendre E1 ⊗ · · · ⊗ Ek. Comme la cardinalité de cette famille est égale à la

dimension du produit tensoriel, on en déduit le résultat. ♣.

EXERCICE 4 Soit E un espace vectoriel de dimension �nie au moins égale
à 4. Soit {ei} une base de E. Montrer que le vecteur de E ⊗ E égal à e1 ⊗
e2 + e3 ⊗ e4 n'est pas factorisable.

EXERCICE 5 Soient X1, · · · , Xk des ensembles �nis. On note F (Xi) l'es-
pace vectoriel des applications sur Xi à valeurs dans le corps K. Montrer
que

F (X1 ×X2 × · · · ×Xk) = F (X1)⊗ F (X2)⊗ · · · ⊗ F (Xk).

8.3 Les produits tensoriels E1 ⊗ E2 ⊗ E3, E1(⊗E2 ⊗ E3) et (E1 ⊗ E2)⊗ E3

Nous avons dé�ni en début de chapitre, le produit tensoriel de trois espaces vectoriels E1 ⊗ E2 ⊗ E3.
Mais en utilisant la dé�nition du produit tensoriel de deux espaces vectoriels, nous pouvons construire
aussi l'espace vectoriel E1 ⊗ E2 et ensuite le produit tensoriel de cet espace par E3, c'est-à-dire l'espace
(E1⊗E2)⊗E3. Nous pouvons également construire E1⊗ (E2⊗E3). Le but de ce paragraphe est de montrer
qu'il existe des isomorphismes canoniques entre ces di�érents espaces vectoriels.

8.3.1 L' isomorphisme E1 ⊗ (E2 ⊗ E3) = E1 ⊗ E2 ⊗ E3

Théorème 30 Les espaces vectoriels E1 ⊗ (E2 ⊗ E3) et E1 ⊗ E2 ⊗ E3 sont canoniquement isomophes,
l'isomorphisme étant donné par

f(v1 ⊗ (v2 ⊗ v3)) = v1 ⊗ v2 ⊗ v3

pour tout v1 ∈ E1, v2 ∈ E2, v3 ∈ E3.

Démonstration L'application
t : E2 × E3 → E2 ⊗ E3

dé�nie par t(v2, v3) = v2 ⊗ v3 est bilinéaire. Il s'en suit que l'application

t′ : E1 × E2 × E3 → E1 ⊗ (E2 ⊗ E3)
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dé�nie par t′(v1, v2, v3) = v1 ⊗ (v2 ⊗ v3) est trilinéaire. Cette application se factorise en une application
linéaire

g : E1 ⊗ E2 ⊗ E3 → E1 ⊗ (E2 ⊗ E3)

dé�nie par

g(v1 ⊗ v2 ⊗ v3) = v1 ⊗ (v2 ⊗ v3).

Inversement, pour chaque vecteur v1 ∈ E1, considérons l'application

φv1 : E2 × E2 → E1 ⊗ E2 ⊗ E3

dé�nie par

φv1(v2, v3) = v1 ⊗ v2 ⊗ v3

pour tout v2 ∈ E2 et v3 ∈ E3. Cette application φv1 est bilinéaire. Elle se factorise en une application
linéaire

fv1 : E2 ⊗ E3 → E1 ⊗ E2 ⊗ E3

véri�ant

fv1(v2 ⊗ v3) = φv1(v2, v3) = v1 ⊗ v2 ⊗ v3.

Considérons présent l'application

ψ : E1 × (E2 ⊗ E3)→ E1 ⊗ E2 ⊗ E3

dé�nie par

ψ(v1, X) = fv1(X)

pour tout v1 ∈ E1 et X ∈ E2 ⊗ E3. Elle est linéaire sur chaque argument, elle est donc bilinéaire. Elle se
factorise en une application linéaire

f : E1 ⊗ (E2 ⊗ E3)→ E1 ⊗ E2 ⊗ E3

véri�ant

f(v1 ⊗X) = ψ(v1, X) = fv1(X).

En particulier, on a

f(v1 ⊗ (v2 ⊗ v3)) = fv1(v2 ⊗ v3)) = v1 ⊗ v2 ⊗ v3.

On en déduit

f ◦ g(v1 ⊗ v2 ⊗ v3) = f(v1 ⊗ (v2 ⊗ v3)) = v1 ⊗ v2 ⊗ v3.

Ainsi f ◦ g coïncide avec l'identité de E1 ⊗ E2 ⊗ E3 sur les vecteurs générateurs de E1 ⊗ E2 ⊗ E3. On a
donc f ◦ g = Id. De même

g ◦ f(v1 ⊗ (v2 ⊗ v3)) = g(v1 ⊗ v2 ⊗ v3) = v1 ⊗ (v2 ⊗ v3)

ce qui implique g ◦ f = Id. Ainsi f est l'isomorphisme cherché. ♣
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8.3.2 L' isomorphisme (E1 ⊗ E2)⊗ E3 = E1 ⊗ E2 ⊗ E3

De manière identique, on montre

Théorème 31 Les espaces vectoriels (E1 ⊗ E2)⊗ E3 et E1 ⊗ E2 ⊗ E3 sont canoniquement isomophes,
l'isomorphisme étant donné par

h((v1 ⊗ v2)⊗ v3) = v1 ⊗ v2 ⊗ v3

pour tout v1 ∈ E1, v2 ∈ E2, v3 ∈ E3.

Conséquences.

1. Les isomorphismes précédents permettent en fait d'éliminer les parenthèses et on écrira

(E1 ⊗ E2)⊗ E3 = E1 ⊗ (E2 ⊗ E3) = E1 ⊗ E2 ⊗ E3

car l'identi�cation des isomorphismes f et h dé�nis dans les théorèsmes précédents, aux applications
identités, ne posent en général aucun problème.

2. Cette identi�cation se translate dans l'écriture du produit tensoriel des vecteurs. C'est ainsi que l'on
aura

v1 ⊗ (v2 ⊗ v3) = (v1 ⊗ v2)⊗ v3 = v1 ⊗ v2 ⊗ v3.

La proposition précédente se généralise facilement : tous les produit (E1 ⊗ E2) ⊗ (E3 · · · ⊗ Ek) ou bien
avec n'importe quel arrangement des parenthèses sera identi�é avec E1 ⊗ E2 ⊗ · · · ⊗ Ek, simplement en
omettant les parenthèses.

8.4 Les produits tensoriels E1 ⊗ · · · ⊗ Ek et Eσ(1) ⊗ · · · ⊗ Eσ(k)

Soit Σk le groupe symétrique de degré k (le groupe des permutations de {1, · · · , k}).

Proposition 54 Pour chaque permutation σ ∈ Σk, l'application linéaire

fσ : E1 ⊗ · · · ⊗ Ek → Eσ(1) ⊗ · · · ⊗ Eσ(k)

dé�nie par
fσ(v1 ⊗ · · · ⊗ ek) = vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(k)

pour tout vi ∈ Ei, i = 1, · · · k, est un isomorphisme.

Démonstration. Considérons l'application

ψσ : E1 × E2 × · · · × Ek → Eσ(1) ⊗ · · · ⊗ Eσ(k)

donnée par
ψσ(v1, · · · , vk) = vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(k).
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Elle est k-linéaire. D'après le Théorème ??, ψ se factorise en une application linéaire : il existe une application
linéaire

fσ : E1 ⊗ · · · ⊗ Ek → Eσ(1) ⊗ · · · ⊗ Eσ(k)

véri�ant

fσ(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = ψσ(v1, · · · , vk) = vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(k).

De même, l'application

ψ′σ−1 : Eσ(1) × · · · × Eσ(1) → E1 ⊗ · · · ⊗ Ek

étant k-linéaire, il existe une application linéaire

gσ−1 : Eσ(1) × · · · × Eσ(1) → E1 ⊗ · · · ⊗ Ek

telle que

gσ−1(vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(k)) = v1 ⊗ · · · ⊗ vk.

Les applications fσ et gσ−1 sont inverses l'une de l'autre, on en déduit que ce sont des isomorphismes.

EXERCICE 6 En dé�nissant correctement la composition fσ ◦ fτ pour
σ, τ ∈ Σk, montrer que l'on a

fσ ◦ fτ = fστ .

Remarque. Contrairement au cas précédent, où l'identi�cation des isomorphismes à l'identité se résumait
à supprimer les parenthèses, on prendra garde de ne pas écrire E1 ⊗ · · · ⊗ Ek = Eσ(1) ⊗ · · · ⊗ Eσ(k). Cette
écriture peut amener à des confusions désastreuses si certains facteurs sont égaux.

8.5 Produit tensoriel d'applications multilinéaires

Dans le chapitre précédent nous avons dé�ni le produit tensoriel de deux applications linéaires. Nous
allons généraliser en considérant le produit tensoriel d'un nombre quelconque d'applications linéaires ainsi
que le produit tensoriel d'applications bilinéaires ou multilinéaires.

8.5.1 Produit tensoriel d'applications linéaires

Considérons les applications linéaires

fi : Ei → Fi

pour i = 1, · · · , n où Ei et Fi sont des K-espaces vectoriels. L'application

ψ : E1 × · · · × En → F1 ⊗ · · · ⊗ Fn

donnée par

ψ(v1, · · · , vn) = ϕ1(v1)⊗ · · · ⊗ ϕn(vn)

est n-linéaire. Par factorisation on en déduit qu'il existe une application linéaire notée f1⊗· · ·⊗fn et dé�nie
par

f1 ⊗ · · · ⊗ fn(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = f1(v1) · · · fn(vn)
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Notons que cette application linéaire f1⊗ · · · ⊗ fn est dans l'espace L(E1⊗ · · · ⊗En;F1⊗ · · · ⊗Fn) et non,
comme la notation pourrait le suggérer, dans le produit tensoriel L(E1;F1)⊗ · · · ⊗L(En;Fn). Mais comme
pour le cas n = 2 on montre qu'il existe une application linéaire injective :

i : L(E1;F1)⊗ · · · ⊗ L(En;Fn)→ L(E1 ⊗ · · · ⊗ En;F1 ⊗ · · · ⊗ Fn).

Mais si tous les espaces Ei, Fi sont de dimension �nie, alors les deux espaces L(E1;F1) ⊗ · · · ⊗ L(En;Fn)
et L(E1 ⊗ · · · ⊗ En;F1 ⊗ · · · ⊗ Fn) sont de même dimension l'injection i est un isomorphisme. Dans ce cas
la confusion disparaît.

EXERCICE 7 Soient Ei, Fi, Gi i = 1 · · · , n des K-espaces vectoriels et
soient, pour i = 1 · · · , n des applications linéaires fi : Ei → Fi, gi : Fi → Gi
des applications linéaires.

1. Montrer que (g1⊗· · ·⊗ gn) ◦ (f1⊗· · ·⊗ fn) = (g1 ◦ f1)⊗· · ·⊗ (gn ◦ fn).

2. Montrer que Im(f1 ⊗ · · · ⊗ fn) = Imf1 ⊗ · · · ⊗ Imfn.

3. Montrer que

Ker(f1 ⊗ · · · ⊗ fn) =

n∑
i=1

E1 ⊗ · · · ⊗ Ei−1 ⊗Kerfi ⊗ Ei+1 ⊗ · · · ⊗ En.

EXERCICE 8 Soient E1, E2, F1, F2 des K-espaces vectoriels et fi : Ei → Fi
des applications linéaires pour i = 1 et 2. On note par f∗i : F ∗i → E∗i les
applications duales. Montrer que :

(f1 ⊗ f2)∗ = f∗1 ⊗ f∗2 .

8.5.2 Produit tensoriel d'applications bilinéaires

Considérons deux applications bilinéaires ϕ1 : E1×E2 → G1 et ϕ2 : F1×F2 → G2 où E1, E2, F1, F2, G1, G2

sont des K-espaces vectoriels.

Proposition 55 Il existe une application bilinéaire notée ϕ1 ⊗ ϕ2 :

ϕ1 ⊗ ϕ2 : (E1 ⊗ F1)× (E2 ⊗ F2)→ (G1 ⊗G2)

véri�ant (ϕ1 ⊗ ϕ2)(v1 ⊗ w1, v2 ⊗ w2) = ϕ1(v1, v2) ⊗ ϕ2(w1, w2) pour tous vi ∈ Ei, wi ∈ Fi, i = 1, 2. Cette
application est appelée le produit tensoriel de ϕ1 par ϕ2.

Démonstration. Comme ϕ1 et ϕ2 sont des applications bilinéaires, d'après le Théorème ?? il existe deux
applications linéaires

f1 : E1 ⊗ E2 → G1, f2 : F1 ⊗ F2 → G2

véri�ant f1(v1⊗v2) = ϕ1(v1, v2) et f2(w1⊗w2) = ϕ2(w1, w2). Le produit tensoriel f1⊗f2) est une application
linéaire :

f1 ⊗ f2 : (E1 ⊗ E2)⊗ (F1 ⊗ F2)→ G1 ⊗G2.
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Mais les espaces (E1⊗E2)⊗(F1⊗F2), E1⊗E2⊗F1⊗F2, E1⊗F1⊗E2⊗F2, (E1⊗F1)⊗(E2⊗F2) sont d'après le
paragraphe précédent tous isomorphes. Soit l'isomorphisme h : (E1⊗F1)⊗(E2⊗F2)→ (E1⊗E2)⊗(F1⊗F2)
il véri�e en particulier :

h((v1 ⊗ w1)⊗ (v2 ⊗ w2)) = (v1 ⊗ v2)⊗ (w1 ⊗ w2).

Posons
ϕ1 ⊗ ϕ2 = (f1 ⊗ f2) ◦ h

Cette application véri�e bien (ϕ1 ⊗ϕ2)(v1 ⊗w1, v2 ⊗w2) = ϕ1(v1, v2)⊗ϕ2(w1, w2) pour tous vi ∈ Ei, wi ∈
Fi, i = 1, 2.♣

EXERCICE 9 Soit E un K-espace vectoriel de dimension �ni et soient ϕ1

et ϕ2 deux formes bilinéaires sur E. Montrer que ϕ1 ⊗ ϕ2 est non dégénérée
si ϕ1 et ϕ2 sont aussi non dégénérées.

EXERCICE 10 Soit E un espace vectoriel de dimension �nie. Montrer qu'il
existe un isomorphisme canonique

E∗ ⊗ E∗ ⊗ · · · ⊗ E∗ → (E ⊗ E ⊗ · · · ⊗ E)∗.

EXERCICE 11 Si E et F sont deux K-espaces vectoriels, on note par
L(E,F ) l'espace vectoriel des applications linéaires de E dans F . On consi-
dère trois espaces vectoriels E1, E2 et E3.

1. Montrer que L(E1 ⊗ E2, E3) coïncide avec l'espace L(E1, E2;E3) des
applications bilinéaires E1 × E2 → E3.

2. Montrer qu'il existe un isomorphisme canonique

L(E1 ⊗ E2, E3)→ L(E1,L(E2, E3).



134 CHAPITRE 8. PRODUIT TENSORIEL DE PLUSIEURS ESPACES VECTORIELS



Chapitre 9

L'algèbre tensorielle T (E)

9.1 L'algèbre tensorielle T (E) attachée à un espace vectoriel E

9.1.1 L'espace vectoriel gradué T (E)

Soit E un K-espace vectoriel. Posons, pour simpli�er les écritures, dès que n > 1

E⊗
n

= E ⊗ · · · ⊗ E

le produit tensoriel de n exemplaires de E. Par convention, nous poserons aussi :

E⊗
0

= K et E⊗
1

= E.

Nous pouvons considérer la somme directe externe notée T (E) de tous ces espaces vectoriels

T (E) =
∑
n∈N

E⊗
n

Dé�nition 46 On appelle tenseur sur E, les vecteurs X de T (E). S'il existe k tel que X ∈ E⊗k , le tenseur
X est dit homogène de degré k. Si X est un tenseur homogère de degré k du type X = v1 ⊗ · · · ⊗ vk, alors
X est dit homogène de degré k décomposable ou factorisable.

Ainsi tout tenseur X est une somme �nie de tenseurs homogènes

X = X0 + · · ·+Xk

avec Xi ∈ E⊗
i
, i = 1, · · · , k. Le plus grand indice k tel que Xk 6= 0 dans la décomposition de X, est appelé

le degré de X. De plus, chaque Xi s'écrit comme une somme �nie de tenseurs factorisables

Xi =
∑
finie

aj1···jivj1 ⊗ · · · ⊗ vji

135
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où vjk ∈ E.

Rappelons brièvement la notion d'espace vectoriel gradué par un groupe abélien.

Dé�nition 47 Soit Γ un groupe abélien (noté additivement). Un K-espace vectoriel V est dit Γ-gradué,
si pour chaque γ ∈ Γ, il existe un K-espace vectoriel Vγ tel que V soit la somme directe externe

V =
∑
γ∈Γ

Vγ .

D'après la dé�nition de la somme directe externe, V s'identi�e à l'ensemble des fonctions sur Γ véri�ant

f(γ) ∈ Vγ , ∀γ ∈ Γ

et f(γ) = 0 sauf pour un nombre �ni d'éléments γ ∈ Γ. Si V =
∑

γ∈Γ Vγ est un espace vectoriel Γ-gradué,
on appelle support de la graduation le sous-ensemble de Γ

Supp Γ = {γ ∈ Γ / Vj 6= {0}}.

En général le support n'est pas un sous-groupe de Γ.

Proposition 56 Soit E un espace vectoriel non réduit à {0}. L'espace vectoriel

T (E) =
∑
n∈N

E⊗
n

est un espace vectoriel Z-gradué dont le support est égal N.

Démonstration. Posons E⊗
n

= 0 pour n ∈ Z et n < 0. Alors T (E) =
∑

n∈ZE
⊗n ce qui donne la Z-

graduation. Si l'espace vectoriel E n'est pas trivial, alors les produits tensoriels E⊗
n
pour n ∈ N sont non

nuls et le support de la graduation coïncide avec N.

9.1.2 Homomorphismes graduées

Si V =
∑

γ∈Γ Vγ est un espace vectoriel gradué, il existe un ensemble naturel d'automorphismes linéaires
de V dé�ni par le dual Γ∗ du groupe Γ. Rappelons que Γ∗ est l'ensemble des caractères de Γ, c'est-à-dire
des morphismes

χ : Γ→ C∗

à valeurs dans le groupe C∗. Comme Γ est supposé abélien �ni, Γ∗ est un groupe isomorphe à Γ. Supposons
que V soit un C-espace vectoriel. Alors si χ est un élément de Γ∗, l'application linéaire χ̃

χ̃ : V → V

dé�nie par
χ̃(Xγ) = χ(γ)Xγ

pour tout vecteur homogène Xγ est un automorphisme de V . Cet automorphisme a la propriété suivante :
l'image d'une composant homogène est contenue dans une composante homogène. Plus généralement, un
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endomorphisme f : V =
∑

γ∈Γ Vγ → V =
∑

γ∈Γ Vγ est dit homogène s'il existe un automorphisme ϕ du
groupe Γ tel que f(Vγ) ⊂ Vϕ(γ) pour tout γ ∈ Γ. S'il existe γ0 ∈ Γ tel que ϕ(γ) = γγ0 pour tout γ alors f
est dit homogène de degré γ0. Cette dé�nition prend tout son sens lorsque Γ = Z et ϕ(γ) = ϕ+ k (ici la loi
de Γ est notée additivement).

Par exemple, dans l'espace vectoriel gradué T (E) =
∑

n∈NE
⊗n , �xons un vecteur v0 ∈ E et soit f

l'application linéaire

f : T (E)→ T (E)

dé�nie par

f(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = v0 ⊗ v1 ⊗ · · · ⊗ vn

pour tout v1, · · · , vn ∈ E. Comme f est linéaire et dé�nie sur les vecteurs générateurs des composantes
homogènes, f est bien dé�nie. Par dé�nition

f(E⊗n) ⊂ f(E⊗n+1) pour tout n ≥ 1.

Si n = 0, alors E⊗0 = K et nous poserons

f(α) = α⊗ v0 = αv0.

Ainsi f est un endomorphisme gradué de T (E) de degré 1.

9.1.3 Cas de la dimension �nie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension �nie et soit {e1, · · · , ep} une base de E. Nous avons vu, dans
le chapitre 10, que dans ce cas E⊗k est de dimension pk et une base de E⊗k est donnée par la famille de
vecteurs factorisables

{ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ eik , i1, · · · , ik ∈ {1, · · · , p}}.

Comme T (E) est la somme directe externe des espaces E⊗
k
, on en déduit que T (E) est un espace vectoriel,

de dimension in�nie, mais admettant comme base la famille

{{1}, {e1, · · · , ep}, · · · {ei1 ⊗ · · · ⊗ eik}i1,··· ,ik∈{1,··· ,p}, · · · }.

Ainsi tout tenseur X ∈ T (E) est une combinaison linéaire �nie de ces vecteurs :

X = α+

p∑
i=1

aiei + · · ·+
∑

i1,··· ,ik∈{1,··· ,p}

ai1···ikei1 ⊗ · · · ⊗ eik .

Les coe�cients α, a1, · · · , ap, · · · , ai1···ik sont appelés es coe�cients de X dans cette base.

9.1.4 L'algèbre tensorielle T (E)

Rappelons qu'une structure d'algèbre est donnée par un couple (A,µ) où A est un espace vectoriel et µ
une application bilinéaire µ : A×A→ A appelée la multiplication de A.
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Proposition 57 Il existe sur l'espace vectoriel T (E) une unique structure d'algèbre dé�ni par l'application
bilinéaire µ

µT (E) : T (E)× T (E)→ T (E)

telle que
µT (E)(v1 ⊗ · · · ⊗ vk, v′1 ⊗ · · · ⊗ v′l) = v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′l

pour tous v1 ⊗ · · · ⊗ vk ∈ E⊗
k
et v′1 ⊗ · · · ⊗ v′l ∈ E⊗

l
et tout couple (k, l). Munie de cette structure T (E)

est appelée l'algèbre tensorielle de E.

Démonstration. Fixons des vecteurs v′1 ⊗ · · · ⊗ v′l dans E. L'application

ψv′1,··· ,v′l;k : Ek → T (E)

dé�nie par
ψv′1,··· ,v′l;k(v1, · · · , vk) = v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′l

est k-linéaire. Il existe donc une application linéaire

fv′1,··· ,v′l;k : E⊗
k → T (E)

véri�ant
fv′1,··· ,v′l;k(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = ψv′1,···⊗,v′l;k(v1, · · · , vk).

Pour k = 0, cette application est donnée par

fv′1,··· ,v′l;0(a) = av′1 ⊗ · · · ⊗ v′l

pour a ∈ K (on a identi�é E⊗
0
à K). Cette suite d'applications linéaires indexée par k dé�nit une application

linéaire graduée (de degré l)
hv′1,··· ,v′l : T (E)→ T (E)

telle que la restriction à chaque composante homogène E⊗
k
coïncide avec fv′1,··· ,v′l;k. Considérons à présent

l'application
ρl : El → L(T (E))

à valeurs dans l'espace des endomorphismes de l'espace vectoriel T (E) dé�nie par

ρl(v
′
1, · · · , v′l) = hv′1,··· ,v′l .

Cette application étant l-linéaire, elle se factorise en une application linéaire

gl : E⊗
l → L(T (E))

véri�ant gl(v
′
1 ⊗ · · · ⊗ v′l) = hv′1,··· ,v′l . Cette suite gl dé�nie une application linéaire

g : T (E)→ L(T (E))

telle que la restriction à E⊗
l
soit égale à gl. On dé�nit alors la multiplication dans T (E) par l'application

bilinéaire
µ : T (E)× T (E)→ T (E)
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dé�nie par µ(X,Y ) = g(Y )(X). Par construction

µ(v1 ⊗ · · · ⊗ vk, v′1 ⊗ · · · ⊗ v′l) = gl(v
′
1 ⊗ · · · ⊗ v′l)(v1 ⊗ · · · ⊗ vk)

= hv′1,··· ,v′l(v1 ⊗ · · · ⊗ vk)
= fv′1,··· ,v′l;k(v1 ⊗ · · · ⊗ vk)
= v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′l

qui correspond à la condition demandée. Cette application µ étant connue sur les générateurs de T (E), elle
est donc unique.

Proposition 58 L'algèbre tensorielle (T (E), µT (E)) est associative unitaire.

Démonstration. Il su�t de véri�er la relation d'associativité sur les tenseurs factorisables qui engendrent
T (E). Dans ce cas l'associativité découle directement de la dé�nition de µT (E). Quant à l'unité, nous avons
posé dans la démonstration précédente

fv′1,··· ,v′l;0(a) = av′1 ⊗ · · · ⊗ v′l

en particulier fv′1,··· ,v′l;0(1) = v′1 ⊗ · · · ⊗ v′l ce qui implique

µT (E)(1, v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = v1 ⊗ · · · ⊗ vk.

Proposition 59 L'algèbre associative unitaire (T (E), µT (E)) est Z-graduée.

Dire que l'algèbre (T (E), µT (E)) est une algèbre Z-graduée signi�e que, en tant qu'espace vectoriel, T (E)
est un espace Z-gradué

T (E) = ⊕n∈NE⊗
n

(dont le support est N), et que l'on a pour tout couple (k, l) d'entiers dans N :

µT (E)(E
⊗k , E⊗

l
) ⊂ E⊗k+l .

Cette dernière relation se déduit directement de la dé�nition de µT (E).

9.2 Représentations de l'algèbre T (E)

9.2.1 Cas où E est de dimension 1

Dans ce cas E⊗
n
est de dimension 1 pour tout n ∈ N, n > 0. Si {e} est une base de E, alors E⊗n admet

pour base {e⊗ · · · ⊗ e}. Tout tenseur appartenant à T (E) s'écrit donc de manière unique

X = a01 + a1e⊗ e+ · · · ale⊗ e⊗ · · · ⊗ e

dès que X est de degré l.
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Proposition 60 L'algèbre tensorielle (T (E), µT (E)) d'un espace vectoriel de dimension 1 est isomorphe
à l'algèbre K[U ] des polynômes à une indéterminée à coe�cients dans K.

Démonstration. Soit f : T (E)→ K[χ] l'application linéaire dé�nie sur la base de T (E) par

f(1) = 1
f(e) = U

et plus généralement si e⊗
k

= e⊗ · · · ⊗ e est la base de E⊗
k
,

f(e⊗
k
) = Uk.

Cette application linéaire est un isomorphisme car son image de la base {1, e, · · · , e⊗k , · · · } de T (E) est la
base {1, U, · · · , UK , · · · } de K[U ]. On a alors

f(µT (E)(e
⊗k , e⊗

l
)) = f(e⊗

k+l
) = Uk+l

= Uk · U l

= f(e⊗
k
) · f(e⊗

l
).

Ainsi f est un homomorphisme d'algèbre et les algèbres T (E) et K[U ] sont isomorphes.

Notons que dans ce cas (T (E), µT (E)) est une algèbre commutative.

9.2.2 Cas où E est de dimension 2

Supposons que E soit de dimension 2. Soit {e1, e2} une base de E. Alors E⊗
n
est de dimension 2n. Par

exemple E⊗
2
admet comme base {e1⊗ e1, e1⊗ e2, e2⊗ e1, e2⊗ e2}. Ceci montre, en particulier, que dans ce

cas T (E) est une algèbre non commutative. Considérons l'ensemble A formé de deux lettres {a, b}, c'est-à-
dire que A est un alphabet formé de deux lettres. On appelle mot de longueur n construit sur l'alphabet
A tout mot (ou toute suite) comportant n lettres issues de l'alphabet A. Ainsi les mots de longueur 1 sont
a, b, les mots de longueur 2 sont aa, ab, ba, bb ceux de longueur 3 sont aaa, aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb.
Par convention, on écrit 11 le mot vide. NotonsMn(a, b) l'espace vectoriel engendré par l'ensemble des mots
de longueur n. C'est donc un K-espace vectoriel de dimension 2n. Soit

M(a, b) =
∑
n≥0

Mn(a, b)

la somme directe externe des espaces Mn(a, b). C'est un espace vectoriel Z-gradué de support N. On dé�nit
une multiplication sur M(a, b) par concaténation des mots : si m1(a, b) et m2(a, b) sont deux mots alors
µ(m1(a, b),m2(a, b)) est le mot m1(a, b)m2(a, b) dont la longueur est la somme des longueurs des mots
m1(a, b) et m2(a, b). L'algèbre (M(a, b), µ) est appelé l'algèbre associative non commutative unitaire libre
basée sur A = {a, b}.

Proposition 61 L'algèbre tensorielle (T (E), µT (E)) sur un espace vectoriel de dimension 2 est isomorphe
à l'algèbre associative non commutative unitaire libre basée sur un ensemble A de cardinalité 2.

Démonstration. Soit ei1 ⊗ · · · ⊗ eik , ij ∈ {1, 2} un vecteur de base de E⊗
k
. Faisons lui correspondre le mot

de longueur k obtenu à partir de ei1 ⊗· · ·⊗ eik en remplaçant e1 par a et e2 par b. Cette application dé�nie
l'isomorphisme cherché.
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Remarque. On montre de manière analogue que l'algèbre tensorielle T (E) sur un espace vectoriel E de
dimension n est isomorphe à l'algèbre libre associative unitaire basée sur un ensemble A de cardinalité n.

9.3 Propriété universelle de l'algèbre tensorielle T (E)

Considérons une algèbre associative unitaire A et une application linéaire f : E → A. Le résultat suivant
montre que l'on peut "étendre" l'application linéaire f en un morphisme d'algèbre de T (E) dans A a�n de
prendre en compte la structure d'algèbre de A.

Théorème 32 Pour toute algèbre associative unitaire A et toute application linéaire f : E → A il existe
un unique homomorphisme d'algèbre

f̃ : T (E)→ A

tel que
f̃ ◦ iE = f

où iE : E → T (E) est l'injection linéaire canonique iE(E) = E⊗
1
.

Ceci signi�e que l'on a le diagramme commutatif suivant

E
f //

iE
��

A

T (E)

(∗)

f̃

<<

Démonstration. Considérons l'application k-linéaire (k ≥ 2)

ϕk : E × · · · × E → A

dé�nie par ϕk(v1, · · · , vk) = f(v1) · f(v2) · · · · · f(vk) où le produit dans A est noté x · y.
Il existe donc une application linéaire

hk : E⊗
k → A

telle que

hk(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = ϕk(v1, · · · , vk) = f(v1) · f(v2) · · · · · f(vk)

pour tous v1, · · · , vk ∈ E.
Si k = 1, on pose h1(v1) = f(v1) et si k = 0 on pose h0(a) = a · 1A où 1A est l'unité de A. On dé�nit alors
une application linéaire

f̃ : T (E)→ A

de la manière suivante. Soit X ∈ T (E) et soit X =
∑l

k=0Xk sa décomposition en composantes homogènes
où l est le degré de X. Alors

f̃(X) =

l∑
k=0

hk(Xk).
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Montrons que f̃ est un homomorphisme d'algèbres. Soient X et Y deux tenseurs de T (E). Ils s'expriment
comme combinaisons linéaires de tenseurs factorisables. Nous pouvons donc supposer, comme f̃ est linéaire,
que X et Y sont factorisables c'est-à-dire X = v1 ⊗ · · · ⊗ vl et Y = v′1 ⊗ · · · ⊗ v′p. Dans ce cas

f̃(X ⊗ Y ) = hl+p(v1 ⊗ · · · ⊗ vl ⊗ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′p)

= f(v1) · · · · · f(vl) · f(v′1) · · · · · f(v′p)

= hl(v1 ⊗ · · · ⊗ vl) · hp(v′1 ⊗ · · · ⊗ v′p)

= f̃(X) · f̃(Y ).

Ainsi f̃ est un homomorphisme d'algèbres. Il véri�e bien

f̃(v) = f(v)

c'est-à-dire f̃ ◦ iE = f.

Il ne reste qu'à démontrer l'unicité d'un tel homomorphisme. Si f̃ ′ est un autre homomorphisme véri�ant f̃ ′(a) = a · 1A,∀a ∈ K

f̃ ′(v) = f(v), ∀v ∈ E

alors f̃ ′ et f̃ coincident sur K ⊗ E⊗1
. Mais en tant qu'algèbre T (E) est engendrée par K et E⊗

1
. Ainsi f̃ ′

et f̃ coincident sur les générateurs de l'algèbre T (E). Ils sont donc égaux. ♣

Corollaire 10 Il existe une bijection entre l'ensemble L(E,A) des applications linéaires de E dans A et
l'ensemble des homomorphismes d'algèbres de T (E) dans A.

9.4 Les homomorphismes T (f) et D(f)

9.4.1 Dé�nition de T (f)

Soient E et F des K-espaces vectoriels et soit

f : E → F

une application linéaire. Alors f s'étend naturellement en une application linéaire à valeurs dans l'algèbre
tensorielle de F

f1 : E → T (F )

en considérant l'injection naturelle

iF : F → T (F )

w 7→ iF (w) = w ∈ F⊗1

et

f1(v) = iF (f(v))
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pour tout v ∈ E. D'après le théorème ??, il existe un homomorphisme d'algèbre f̃1 : T (E)→ T (F ) tel que
f̃1 ◦ iE = f1.

On notera T (f) cet homomorphisme. Il véri�e donc

T (f)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = f(v1)⊗ f(v2)⊗ · · · ⊗ f(vp)

pour tous v1, · · · , vp ∈ E et pour tout p ∈ N. On en déduit en particulier que l'image par T (f) de la
composante homogène E⊗

p
de degré p est contenue dans la composante homogène F⊗

p
de même degré p

de T (F ). Ainsi T (f) est une application linéaire graduée de degré 0.

Proposition 62 Soient f : E → F et g : F → G des applications linéaires alors

T (g ◦ f) = T (g) ◦ T (f).

Démonstration. Il su�t de véri�er que cette identité sur les tenseurs homogènes factorisables.

Soient v1, · · · , vp ∈ E, alors

T (g ◦ f)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = (f ◦ g)(v1)⊗ · · · ⊗ (f ◦ g)(vp)

= f(g(v1))⊗ cdots⊗ f(g(vp))

= T (f)(g(v1)⊗ · · · ⊗ g(vp))

= T (f) ◦ T (g)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp).

On en déduit la proposition.

Proposition 63 Soit f : E → F une application linéaire. Alors

1. T (f) est injective si et seulement si f est injective.

2. T (f) est surjective si et seulement si f est surjective.

Démonstration.

1. Supposons que f : E → F soit une application injective. Il existe alors une application g : F → E
telle que g ◦ f : E → E soit l'application identique. Ainsi

T (g ◦ f) = T (idE) = T (g) ◦ T (f).

Mais T (idE) = idT (E). Ceci montre que T (f) est aussi injective. Inversement, si T (f) est injective,
alors comme T (f) est graduée de degré 0, sa restriction à la composante homogène de degré 1 est
injective. Mais cette restriction T (f)|

E⊗1 véri�e T (f)|
E⊗1 ◦ iE = f où iE : E → T (E) est l'injection

naturelle. Donc f est injective.

2. Comme T (f)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = f(v1)⊗ · · · ⊗ f(vp) pour tous vecteur v1, · · · , vp ∈ E, on en déduit que
ImT (f) coïncide avec l'algèbre tensorielle T (Im(f)) de Imf. Ainsi, si f est surjective, Im(f) = E et
Im(T (f)) = T (F ) et T (f) est surjective. La réciproqie est identique.
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9.4.2 Dé�nition de D(f) pour f ∈ End(E)

Soit E un K-espace vectoriel et soit f : E → E un endomorphisme de E. Nous avons construit ci-dessus
un homomorphisme d'algèbres T (f) : T (E)→ T (E) c'est-à-dire une application linéaire véri�ant

T (f ⊗ g) = T (f)⊗ T (g).

En particulier si f est un isomorphisme de E, alors T (f) est un automorphisme de l'algèbre T (E). Nous
allons à présent associer à l'application linéaire f, un autre type d'endomorphismes de T (f) correspondant
en gros à une linéarisation d'automorphisme, et que l'on appelle une dérivation d'algèbre.

Dé�nition 48 Soit (A,µ) une K-algèbre dont la multiplication est donnée par l'application bilinéaire µ.
Un endomorphisme linéaire

f : A→ A

est applée une dérivation de l'algèbre A s'il véri�e

µ(f(x), y) + µ(x, f(y)) = f(µ(x, y))

pour tous x, y ∈ A.

Par exemple, supposons K = R, et soit g un endomorphisme linéaire de A tel que IA + tg soit un
automorphisme de l'algèbre A pour tout t appartenant à un intervalle J non vide de R où IA désigne
l'application identité de A. Alors la condition

µ((IA + tg)(x), (IA + tg)(y)) = (IA + tg)(µ(x, y))

est équivalente à

µ(x, y) + tµ(g(x), y) + tµ(x, g(y)) + t2µ(g(x), g(y)) = µ(x, y) + tg(µ(x, y))

pour tous x, y ∈ A et pour tout t ∈ J. On en déduit que sa partie linéaire est nulle, soit

µ(g(x), y) + µ(x, g(y)) = g(µ(x, y))

et g est une dérivation de A.

Ceci étant considérons l'algèbre tensorielle (T (E), •). Nous allons construire des dérivations de cette
algèbre. Soit f un endomorphisme de E. Il dé�nit une application k-linéaire

ϕk(f) : E × · · · × E → T (E)

par ϕk(f)(v1, · · · , vk) =
∑k

i=1 v1 ⊗ · · · ⊗ vl−1 ⊗ f(vl)⊗ vl+1 ⊗ · · · ⊗ vk.
D'après le théorème de factorisation, il existe une application linéaire Dk(f) : E⊗

k → T (E) véri�ant

Dk(f)(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = ϕk(v1, · · · , vk).

Posons pour k = 0, D0(f) = 0 et pour k = 1, D1(f) = f. Alors la suite (Dk(f))k∈N dé�nie une application
linéaire

D(f) : T (E)→ T (E)
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telle que D(f)(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = Dk(f)(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) pour tout k.
Montrons que D(f) est une dérivation de (T (E), •).
Soient X et Y deux vecteurs de T (E). Montrer que

D(f)(X • Y ) = D(f)(X) • Y +X •D(f)(Y ).

Comme D(f) est linéaire, il su�t de montrer cette relation sur les vecteurs factorisables homogènes

X = v1 ⊗ · · · ⊗ vk, Y = v′1 ⊗ · · · ⊗ v′l

pour k, l ≥ 1 et pour X ou Y ∈ T0(E) = K. Dans le premier cas, on a

D(f)(x • Y ) = D(f)(v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′l)
=
∑k

i=1 v1 ⊗ · · · ⊗ vi−1 ⊗ f(vi)⊗ vi+1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′l
+
∑l

i=1 v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′i−1 ⊗ f(v′i)⊗ v′i+1 ⊗ · · · ⊗ v′l
= D(f)(X) • Y +X •D(f)(Y ).

Si X,Y ∈ mathbbK alors

D(f)(X • Y ) = D(f)(XY ) = 0 = D(f)(X)Y +XD(f)(Y ).

Si X ∈ K et Y ∈ E⊗l avec l ≥ 1, alors

D(f)(X • Y ) = D(f)(XY ) = XD(f)(Y ) = D(f)(X)Y +XD(f)(Y )

car D(f)(X) = 0. Il en est de même si X ∈ E⊗k avec k ≥ 1 et Y ∈ K. On en déduit que D(f) est une
dérivation de l'algèbre (T (E), •).

EXERCICE 1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension 1 et f un endo-
morphisme de E.

1. Montrer que l'algèbre T (E) est isomorphe à l'algèbre des polynômes
K[U ] à une indéterminée à coe�cients dans K.

2. Décrire la dérivation de K[U ] dé�nie par D(f).
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Chapitre 10

Tenseurs covariants et contravariants

10.1 L'algèbre tensorielle mixte T (E,E∗)

Soit E un K-espace vectoriel et soit E∗ son espace dual. Nous utiliserons dans ce chapitre la convention
d'Einstein. Nous noterons donc par vi, l'indice en bas, les vecteurs de E et par vi, l'indice en exposant, les
formes linéaires de E∗.

10.1.1 L'espace vectoriel T q
p (E,E∗)

Pour tout couple d'entiers (p, q) tels que p, q ≥ 1, on note par T qp (E,E∗) l'espace vectoriel dé�ni comme
le produit tensoriel de p exemplaires de E et de q exemplaires de E∗ :

T qp (E,E∗) = E⊗
p ⊗ (E∗)⊗

q
.

Dé�nition 49 On appelle tenseur mixte sur l'espace vectoriel E, p-fois contravariant et q-fois covariant,
les vecteurs de l'espace T qp (E,E∗).

Pour simpli�er l'écriture, les tenseurs p-fois contravariants et q-fois covariants seront appelés les tenseurs
d'ordre (p, q). Un tenseur d'ordre (p, q) du type

X = v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′q

avec v1, · · · , vp ∈ E et v′1, · · · , v′q ∈ E∗ seront dits décomposables. A�n de dé�nir les espaces T qp (E,E∗)
pour toute paire d'entiers positifs ou nuls, nous poserons

T 0
0 (E,E∗) = K, T q0 (E,E∗) = (E∗)⊗

q
pour q ≥ 1, T 0

p (E,E∗) = E⊗
p

pour p ≥ 1.

Ainsi les vecteurs de E s'identi�ent aux tenseurs de type (1, 0) c'est-à-dire 1 fois contravariant et 0-fois
covariant. De même les formes linéaires sur E s'identi�ent aux tenseurs de type (0, 1) c'est-à-dire 0-fois
contravariant et une fois covariant. Plus généralement, les tenseurs de type (p, 0) sont les vecteurs apparte-
nant à E⊗

p
. Les tenseurs contravariants de type (p, 0) s'identi�ent donc aux tenseurs de E⊗

p
. Les tenseurs

covariants de type (0, q) s'identi�ent aux tenseurs de degré q basés sur l'espace dual E∗.

147
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10.1.2 L'espace vectoriel T (E,E∗)

Pour tout entier k ∈ N, posons
Tk(E,E

∗) =
∑
p+q=k

T qp (E,E∗).

Tout tenseur X de Tk(E,E
∗) s'écrit sous la forme

X = X(0,k) +X(1,k−1) + · · ·+X(p,k−p) + · · ·+X(k,0)

oùX(p,k−p) est un tenseur p-fois contravariant et (k−p)-fois covariant. Pour k = 0, on posera T0(E,E∗) = K.
Considérons à présent l'espace vectoriel

T (E,E∗) =
∑
k≥0

Tk(E,E
∗).

C'est un espace vectoriel, de dimension in�nie dès que E n'est pas réduit à {0}, Z-gradué de support N.

10.1.3 L'algèbre tensorielle mixte T (E,E∗)

Une multiplication dans T (E,E∗) étant dé�nie par une application bilinéaire sur T (E,E∗) à valeurs dans
cet espace, elle sera entièrement déterminée par les images des tenseurs décomposables de chacun des sous
espaces T qp (E,E∗) pour tout couple (p, q) d'entiers. Considérons l'application bilinéaire

µT (E,E∗) : T (E,E∗)× T (E,E∗)→ T (E,E∗)

dé�nie par

µT (E,E∗)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′q, w1 ⊗ · · · ⊗ wr ⊗ w′1 ⊗ · · · ⊗ w′s)
= v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wr ⊗ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′q ⊗ w′1 ⊗ · · · ⊗ w′s

pour tout v1⊗· · ·⊗vp⊗v′1⊗· · ·⊗v′q ∈ T qp (E,E∗) et pour tout w1⊗· · ·⊗wr⊗w′1⊗· · ·⊗w′s ∈ T sr (E,E∗),
et ceci pour tout couple d'entiers (p, q) et (r, s).

Proposition 64 L'algèbre (T (E,E∗), µT (E,E∗)), appelée l'algèbre tensorielle mixte sur E, est une algèbre
associative unitaire, et si dimE ≥ 1, non commutative.

EXERCICE 1 Soit E un espace vectoriel. Considérons deux entiers p et q
non nuls et soient X ∈ T 0

p (E,E∗) et Y ∈ T q0 (E,E∗).

1. Montrer que
µT (E,E∗)(X,Y ) = µT (E,E∗)(Y,X).

2. En déduire que T (E) et T (E∗) sont deux sous-algèbres de T (E,E∗)
qui commutent.

3. Montrer que T (E,E∗) = T (E)⊗ T (E∗).
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10.2 Tenseurs d'ordre (p, q) sur un espace vectoriel de dimension �nie

10.2.1 Décomposition dans une base

Si E est un K espace vectoriel de dimension �nie n, alors E⊗
p
est de dimension np et si {e1, · · · , en} est

une base de E, alors la famille
{ei1i2···ip = ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ eip}

où chaque ij ∈ {1, · · · , n} est une base de E⊗
p
. Ainsi, si v(1), v(2), · · · , v(p) désignent p vecteurs de E, alors

v(1) ⊗ v(2) ⊗ · · · ⊗ v(p) = xi1(1)x
i2
(2) · · ·x

ip
(p)ei1i2···ip .

La notation v(i) est ici utilisée pour ne pas confondre un numéro de vecteur avec un indice. Si {e1, · · · , en}
est la base duale de {e1, · · · , en}, alors la famille

{ei1i2···iq = ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ eiq}

où chaque ij ∈ {1, · · · , n} est une base de E⊗
q
. On en déduit que la famille

{ej1j2···jqi1i2···ip = ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ ej2 ⊗ · · · ⊗ ejq}

où chaque il, js ∈ {1, · · · , n} est une base de E⊗
p ⊗ (E∗)⊗

q
= T qp (E,E∗). Considérons un tenseur T ∈

T qp (E,E∗). En respectant la convention d'Einstein, un tel tenseur se décompose dans la base précédente

T = t
i1i2···ip
j1j2···jqe

j1j2···jq
i1i2···ip .

Les indices i1, i2, · · · , ip sont appelés les indices contravariants alors que les indices j1, j2, · · · , jq sont appelés
les indices covariants.

Considérons à présent une nouvelle base {ε1, ε2, · · · , εn} de E et soit {ε1, ε2, · · · , εn} sa base duale. Soit
P = (αji ) la matrice de passage de la base {e1, · · · , en} à la base {ε1, ε2, · · · , εn} :

εi = αji ej .

Si Q = (βji ) désigne la matrice de passage de la base duale {e1, · · · , en} à la base duale {ε1, ε2, · · · , εn},
nous avons vu que

Q = (βji ) =tP−1.

La famille {εj1j2···jqi1i2···ip = εi1 ⊗ εi2 ⊗ · · · ⊗ εip ⊗ εj1 ⊗ εj2 ⊗ · · · ⊗ εjq} est une base de E⊗
p ⊗ (E∗)⊗

q
. Le tenseur

T = t
i1i2···ip
j1j2···jqe

j1j2···jq
i1i2···ip s'écrit dans la nouvelle base

T = u
i1i2···ip
j1j2···jqε

j1j2···jq
i1i2···ip .

Cherchons les relations de passage des anciennes composantes t
i1i2···ip
j1j2···jq aux nouvelles composantes u

i1i2···ip
j1j2···jq .

On a
ε
j1j2···jq
i1i2···ip = εi1 ⊗ · · · ⊗ εip ⊗ εj1 ⊗ · · · ⊗ εjq

= αl1i1el1 ⊗ · · ·α
lp
ip
elp ⊗ β

j1
s1e

s1 ⊗ · · · ⊗ βjqsqesq

= αl1i1 · · ·α
lp
ip
βj1s1 · · ·β

jq
sqel1 ⊗ · · · elp ⊗ es1 ⊗ · · · ⊗ esq

= αl1i1 · · ·α
lp
ip
βj1s1 · · ·β

jq
sqe

s1···sq
l1···lp .
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On en déduit

T = u
i1i2···ip
j1j2···jqε

j1j2···jq
i1i2···ip

= u
i1i2···ip
j1j2···jqα

l1
i1
· · ·αlpipβ

j1
s1 · · ·β

jq
sqe

s1···sq
l1···lp

= t
l1···lp
s1···sqe

s1···sq
l1···lp .

Ainsi

t
l1···lp
s1···sq = u

i1i2···ip
j1j2···jqα

l1
i1
· · ·αlpipβ

j1
s1 · · ·β

jq
sq . (10.1)

EXERCICE 11

1. Ecrire les formules de changement de bases por les tenseurs de type
(p, 0).

2. Ecrire les formules de changement de bases por les tenseurs de type
(0, q).

3. Refaire en détaillant la démonstration précédente pour les tenseurs de
type (2, 1) et (1, 2).

Dans de nombreux ouvrages, par exemple des ouvrages de physique traitant de l'élasticité, la notion de
tenseur est introduite à partir de la formule (??).

Dé�nition 50 Autre dé�nition d'un tenseur. On appelle tenseur de type (p, q) attaché à unespace vectoriel
E de dimension n toute application T qui associe à une base donnée de E une famile de np+q composantes,

les scalaires t
l1···lp
s1···sq , cette correspondance étant telle que pour tout chagement de base associé à une matrice

P = (αji ) et sa matrice inverse Q = (βji ) les nouvelles composantes sont données par la formule (??).

10.2.2 Construction de tenseur à l'aide des composantes

La dé�nition précédente montre qu'en général une expression du type

T = t
l1···lp
s1···sqe

s1···sq
l1···lp

ne représente pas nécessairement un tenseur. Un condition nécessaire et su�sante est que (??) soit satisfaite.

EXERCICE 11 Soit Eun espace vectoriel de dimension n.

1. Montrer que toute expression T = aiei est un tenseur de type (1, 0).

2. Est-ce que toute expression T = αijeij est un tenseur de type (2, 0) ?

3. Est-ce que toute expression T = αije
j
i est un tenseur de type (1, 1) ?

Montrer que l'espace des tenseurs de type (1, 1) sur E correspond à
l'espace des endomorphismes de E.
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Proposition 65 Pour qu'un système de nq composantes ts1···sq attaché à la base es1···sq = es1 ⊗ · · · ⊗ esq
de (E∗)⊗

q
soit un tenseur covariant de type (0, q), il faut et il su�t que quels que soient les q vecteurs

v(1) = (xi(1)), · · · , v(q) = (xi(q)) de E la quantité

ts1···sqx
s1
(1)x

s2
(2) · · ·x

sq
(q) (10.2)

soit invariante par changement de base.

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire. Si les (ts1···sq) sont les composantes d'un tenseur
covariant, alors d'après (??) ces composantes se transforment dans une autre base associée à une matrice
de passage P = (αji ) par

ts1···sq = uj1j2···jqβ
j1
s1 · · ·β

jq
sq

où Q = (βji ) = P−1. Si (yi(1)), · · · , (y
i
(q)) sont les nouvelles composantes des vecteurs v(1), · · · , v(q), alors les

changements de coordonnées s'expriment par la formule symbolique X = PY c'est-à-dire

xkl = αkry
r
l

pour tout l = 1, · · · , q et pour tout k = 1, · · · , n. On en déduit

ts1···sqx
s1
(1)x

s2
(2) · · ·x

sq
(q) = uj1j2···jqβ

j1
s1 · · ·β

jq
sqα

r1
s1y

s1
(1)α

r2
s2y

s2
(2) · · ·α

rq
sqy

sq
(q)

= βj1s1 · · ·β
jq
sqα

r1
s1α

r2
s2 · · ·α

rq
squj1j2···jqy

s1
(1)y

s2
(2) · · · y

sq
(q).

Mais comme P et Q sont inverses l'une de l'autre

αjiβ
i
k = δjk.

Il en résulte

ts1···sqx
s1
(1)x

s2
(2) · · ·x

sq
(q) = uj1j2···jqy

j1
(1)y

j2
(2) · · · y

jq
(q).

Réciproquement, supposons que (??) soit satisfaite. quels que soient les vecteurs v(1) = (xi(1)), · · · , v(q) =

(xi(q)) de E. Les formules de changement de composantes s'écrivent

xk1 = αkr1y
r1
1 , x

k
2 = αkr2y

r2
2 , · · · , x

k
q = αkrqy

rq
q .

On en déduit

ts1···sqx
s1
(1)x

s2
(2) · · ·x

sq
(q) = ts1···sqα

s1
r1 · · ·α

sq
rqy

r1
s1 · · · y

rq
sq

= ur1r2···rqy
r1
(1)y

r2
(2) · · · y

rq
(q)

ce qui donne

ur1r2···rq = ts1···sqα
s1
r1 · · ·α

sq
rq .

Ainsi les ts1···sq se transforment selon (??) ce qui démontre le théorème.
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10.2.3 Multiplication tensorielle

Commençons par noter
T qp (E)

l'espace des tenseurs de type (p, q) sur E. Comme T qp (E) est par dé�nition un espace vectoriel, toute
combinaison linéaire de tenseurs de type (p, q) est un tenseur du même type. En termes de composantes, si

T = t
l1···lp
s1···sqe

s1···sq
l1···lp , V = v

l1···lp
s1···sqe

s1···sq
l1···lp ∈ T

q
p (E),

alors
T + V = (t

l1···lp
s1···sq + v

l1···lp
s1···sq)e

s1···sq
l1···lp .

Il existe une autre opération naturelle, appelée multiplication tensorielle

⊗ : T qp (E)⊗ T lr (E) −→ T q+lp+r (E)

dé�nie ainsi : si
T = t

l1···lp
s1···sqe

s1···sq
l1···lp ∈ T

q
p (E), V = vm1···mr

t1···tl et1···tlm1···mr

alors
T ⊗ V = (t

l1···lp
s1···sq · vl1···lrs1···sl)e

s1···sq ·t1···tl
l1···lp·m1···mr .

Cette multiplication n'est pas interne dans chacun des espaces T qp (E). Par contre, si on considère la somme
directe externe

T (E) = ⊕p,q∈NT qp (E)

alors la multiplication tensorielle y est interne (Notons que par convention T 0
0 (E) = K). On obtient ainsi

une alg�bre, que l'on étudiera plus loin, appelée l'algèbre tensorielle de E.

10.2.4 Contraction des indices

Tout tenseur T ∈ T qp (E) de type (p, q) sera dite d'ordre p + q. Nous allons dé�nir une autrre opération
qui à un tenseur d'ordre p+ q fait correspondre un tenseur d'ordre p+ q − 2. Commençons par un tenseur
d'ordre 2 de type (1, 1). Il s'écrit

T = tije
j
i .

Considérons le tenseur d'ordre 0, c'est-à-dire le scalaire obtenu en donnant des valeurs égales aux indices
covariants et contravariants en en additionnant toutes les composantes obtenues :

T ′ = t11 + t22 + · · ·+ tnn.

EXERCICE 2 Montrer que T ′ est bien un tenseur d'ordre 0.

Considérons à présent un tenseur d'ordre p+ q. Il s'écrit

T = t
l1···lp
s1···sqe

s1···sq
l1···lp .

Choisissons deux indices, l'un covariant et l'autre contravariant. Nous pouvons, pour simpli�er les notations,
choisir le premier indice covariant et le premier indice contravariant. Considérons la nouvelle expression
d'ordre p+ q− 2 obtenue en égalant ces deux indices à un indice i et en ajoutant par rapport à i toutes les
scalaires obtenus :

T ′ = (t
1···lp
1···sq + · · ·+ t

n···lp
n···sq) e

s2···sq
l2···lp .

Cette nouvelle expression véri�e la condition (??) et est donc un tenseur d'ordre p+ q − 2.
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10.3 Quelques tenseurs particuliers en dimension �nie dimension �nie

Dans tout ce paragraphe, les espaces vectoriels considérés sont de dimension �nie.

10.3.1 Rappels sur les isomorphismes canoniques

1. E ⊗ E∗ est isomorphe à L(E,E) =End(E), l'isomorphisme ϕ étant dé�ni par

ϕ(v ⊗ f)(w) = f(w)v

pour tout v, w ∈ E et f ∈ E∗.
2. E∗⊗F ∗ est isomorphe à l'espace L(E,F ;K) des formes bilinéaires sur E×F , l'isomorphisme ψ étant

dé�ni par
ψ(f ⊗ g)(v, w) = f(v)g(w)

pour tout v ∈ E, w ∈ F , f ∈ E∗ et g ∈ F ∗. En particulier E∗ ⊗ E∗ qui est isomorphe à (E ⊗ E)∗

s'identi�e aux formes bilinéaires sur E.

3. E∗ ⊗ E∗ est isomorphe à L(E∗∗, E∗) = L(E,E∗), l'isomorphisme φ est dé�nie par

φ(f, g)(v) = f(v)g

pour tout f, g ∈ E∗ et v ∈ E.

10.3.2 Tenseurs d'ordre 1

Nous avons identi�é l'espace vectoriel E à T 0
1 (E) et le dual E∗ à T 1

0 (E). Ainsi les vecteurs de E cor-
respondent aux tenseurs 1-contravarianats et les formes linéaires f sur E aux tenseurs 1-covariants sur
E.

10.3.3 Tenseurs 1-contravariants et 1-covariants

Considérons un tenseur T ∈ T 1
1 (E) = E ⊗ E∗. D'après les isomorphismes classiques, un tel tenseur

s'identi�e à un endomorphisme de E. Soit {e1, · · · , en} une base de E et soit {e1, · · · , en} la base duale.
La famille de tenseurs {ei⊗ ej}i,j=1,··· ,n est une base de T 1

1 (E). Les coordonnées de T relatives à cette base
sont

T = tijei ⊗ ej .

L'endomorphisme fT associé à T est l'endomorphisme dont la matrice relative à la base {e1, · · · , en} de E
estla matrice M = (tij).

Exemple : Le tenseur de Kronecker. Ce tenseur est le vecteur de T 1
1 (E) qui dans la base {ei⊗ej}i,j=1,··· ,n

s'écrit
δ = ei ⊗ ei.

L'endomorphisme correspondant Tδ est donc l'application identité de E.

EXERCICE 3 Soit δ le tenseur de Kronecker sur E. Montrer que si
{e′1 · · · , e′n} est une base quelconque de E, alors

δ = e′i ⊗ e′i

et donc cette écriture ne dépend pas de la base choisie.
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10.3.4 Tenseurs 2-contravariants

Soit T un tenseur 2-contravariant et 0-covariant. C'est donc un vecteur de T 0
2 (E) = E⊗

2
. Soit {e1, · · · , en}

une base de E. Les coordonnées de T relatives à la base {ei ⊗ ej} de T 0
2 (E) sont

T = tijei ⊗ ej .

Soit {e′1 · · · , e′n} une autre base de E et soit P = (αij) la matrice de passage associée :

e′j = αijei.

Si
T = uije′i ⊗ e′j

est l'expression du tenseur T dans la nouvelle base, alors

T = uijαki α
l
jek ⊗ el

et donc
tkl = uijαki α

l
j .

Nous avons vu que, quels que soient les espaces E et F , E∗⊗F ∗ était isomorphe à l'espace L(E,F ;K) des
formes bilinéaires sur E×F . On en déduit dans notre cas que E⊗E qui est égal à E∗∗⊗E∗∗ est isomorphe
à l'espace des formes bilinéaires sur E∗. La forme bilinéaire est donnée par

θ(ei, ej) = tij .

Le changement de coordonnées de T correspond alors à la formule de changement de bases de θ dans E∗.

10.3.5 Tenseurs 2-covariants

Soit T un tenseur 2-covariant et 0-contravariant. C'est donc un vecteur de T 2
0 (E) = (E∗)⊗

2
. Soit

{e1, · · · , en} une base de E et {e1, · · · , en} sa base duale. Les coordonnées de T relatives à la base {ei⊗ ej}
de T 2

0 (E) sont
T = tije

i ⊗ ej .

Soit {e′1 · · · , e′n} une autre base de E et soit P = (αij) la matrice de passage associée, alors :

e′j = βji e
i

où Q = (βji ) =tP−1. Si
T = uije

′i ⊗ e′j

est l'expression du tenseur T dans la nouvelle base, alors

T = uijαki α
l
jek ⊗ el

et donc
tkl = uijβ

k
i β

l
j .

Mais E∗ ⊗ E∗ est isomorphe à l'espace des formes bilinéaires sur E. La forme bilinéaire est donnée par

ϑ(ei, ej) = tij .

Le changement de coordonnées de T correspond alors à la formule de changement de bases de ϑ dans E.
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10.3.6 Tenseurs 1-contravariants et 1-covariants

Soit T un tenseur 1-contravariant et 1-covariant. C'est donc un vecteur de T 1
1 (E) = E ⊗ E∗. Soit

{e1, · · · , en} une base de E et {e1, · · · , en} sa base duale. Les coordonnées de T relatives à la base {ei⊗ ej}
de T 1

1 (E) sont

T = tijei ⊗ ej .

Soit {e′1 · · · , e′n} une autre base de E et soit P = (αij) la matrice de passage associée, et Q = (βji ) =tP−1.
Si

T = uije
′
i ⊗ e′j

est l'expression du tenseur T dans la nouvelle base, alors

T = uijα
k
i β

j
l ek ⊗ e

l

et donc

tkl = uijα
k
i β

j
l .

Mais E ⊗ E∗ est isomorphe à l'espace des endomorphismes de E. L'endomorphisme est donné par

f(ei) = tjiej .

Le changement de coordonnées de T correspond alors à la formule de changement de bases

M = PM ′P−1.

10.3.7 Tenseurs 1-contravariants et 2-covariants

Un tel tenseur T appartient à l'espace T 1
2 (E) = E ⊗E∗ ⊗E∗. Si {e1, · · · , en} est une base de E, alors la

famille {ei ⊗ ej ⊗ ek} avec i, j, k = 1, · · · , n est une base de T 1
2 (E). La décomposition de T dans cette base

s'écrit

T = tijkei ⊗ ej ⊗ ek.

Proposition 66 L'espace T 1
2 (E) = E ⊗ E∗ ⊗ E∗ est isomorphe à l'espace L(E,E;E) des applications

bilinéaires sur E à valeurs dans E.

Démonstration. En e�et, l'espace L(E,E;E) est isomorphe à l'espace L(E⊗E;E) des applications linéaires
de E ⊗ E à valeurs dans E. Or, d'après les isomorphismes canoniques, L(E ⊗ E;E) est isomorphe à
(E ⊗ E)∗ ⊗ E. Mais (E ⊗ E)∗ est isomorphe à E∗ ⊗ E∗. Ainsi L(E,E;E) est isomorphe à (E∗ ⊗ E∗)⊗ E
qui est isomorphe à E∗ ⊗ E∗ ⊗ E et à T 1

2 (E).

Au tenseur T est donc associée une application bilinéaire

µT : E × E → E

véri�ant

µT (ej , ek) = tijkei.
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Or une telle application bilinéaire dé�nit sur E une structure d'algèbre. Nous pouvons donc considérer une
algèbre comme un couple (E, T ) formé d'un espace vectoriel et d'un tenseur appartenant à T 1

2 (E). Nous
reprendrons, dans le prochain chapitre, ce point de vue.

EXERCICE 4 Soit T un tenseur contravariant d'ordre 2. Il s'écrit dans une
base déterminée

T = tijeij .

C tenseur est dit symétrique si

tij = tji

et il est dit antisymétrique si

tij = −tji.

1. Montrer que ces deux relations ne dépendent pas de la base choisie.

2. Soit S0
2 (E) l'ensemble des tenseurs symétriques de T 0

2 (E). Montrer que
S0

2 (E) est un sous-espace vectoriel de T 0
2 (E). Calculer sa dimension.

3. Dé�nir la notion de tenseur symétrique de T 0
p (E)

4. Montrer que la multiplication tensorielle s'applique aux espaces S0
p .

10.4 Cas des espaces pseudo-euclidiens

Dans tout ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel réel de dimension �nie n et muni d'un produit
scalaire pseudo-euclidien, c'est-à-dire d'une forme bilinéaire symétrique ϕ non dégénérée.

10.4.1 Cordonnées contravariantes et covariantes dans n espace pseudo-euclidien

Nous avons vu, qu'en général, un espae vectoriel de dimension �nie était non canoniquement isomorphe
à son dual, l'isomorphisme entre ce deux espaces étant dit non canonique car il dépend d'une base de E
choisie. Par contre, le produit scalaire pseudo euclidien permet de dé�nir un isomorphisme canonique entre
E et E∗. En e�et, à tout vecteur v ∈ E, on associe la forme linéaire ṽ sur E véri�ant

ṽ(w) = ϕ(v, w).

Dé�nition 51 Soit E un espace pseudo euclidien et soient {e1, · · · , en} une base de E et {e1, · · · , en} sa
base duale. Si

v =

n∑
i=1

xiei

est un vecteur de E, alors les coordonnées {x1, · · · , xn} sont appelées les composantes contravariantes de
v relative à la base {e1, · · · , en}. Les coordonnées {x1, · · · , xn} de la forme linéaire ṽ relative à la base
duale {e1, · · · , en}

ṽ =

n∑
i=1

xie
i

sont appelées les composantes covariantes du vecteur v relative à {e1, · · · , en} ou à {e1, · · · , en}.
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Les coordonnées contravariantes et covariantes de v sont données par

xi = ei(v)

et

xi = ϕ(v, ei).

10.4.2 Le tenseur métrique

Comme le produit scalaire pseudo-euclidien sur E est donné par une forme bilinéaire symétrique ϕ non
dégénérée, on peut faire correspondre à cette forme bilinéaire une application linéaire

hϕ : E ⊗ E → R

telle que hϕ(v1 ⊗ v2) = ϕ(v1, v2). Mais l'espace L(E ⊗E;R) est isomorphe à l'espace R⊗ (E ⊗E)∗ qui est
aussi isomorphe, car la dimension de E est �nie, à R⊗E∗⊗E∗ = E∗⊗E∗. Ainsi L(E⊗E;R) est isomorphe
à T 0

2 (E). Notons par gϕ ou plus simplement g le tenseur 2-covariant, appelé tenseur métrique associé à ϕ.
Si {e1, · · · , en} est une base de E et {e1, · · · , en} sa base duale, et si

g = gije
i ⊗ ej

alors

gij = ϕ(ei, ej)

et les composantes du tenseur g coïncident avec les composantes de la matrice de Gram du produit scalaire
ϕ.

Exemple Supposons que ϕ soit un produit scalaire euclidien. Si {e1, · · · , en} est une base ϕ-orthonormée
de E, alors le tenseur métrique s'écrit dans la base {ei ⊗ ej} de E∗ ⊗ E∗ :

g =
n∑
i=1

ei ⊗ ei.

Dé�nition 52 Soit g = gije
i ⊗ ej un tenseur métrique sur E. On appelle tenseur dual de g, le tenseur ĝ

de T 2
0 (E) = E ⊗ E dé�ni par

ĝ = gijei ⊗ ej
avec

gij = ϕ(êi, êj)

où f̂ désigne le vecteur de E tel que
˜̂
f = f pour tout f ∈ E∗.

Déterminons les composantes contravariantes et covariantes du vecteur êi. Si

êi = xki ek

alors

ϕ(êi, ej) = ei(ej).
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Ainsi

xki g
kj = δij .

Notons par (βkj) la matrice inverse de la matrice de Gram G = (gkj) de ϕ. L'identité précédente s'écrivant

tG.


x1
i

· · ·
xii
· · ·
xni

 =


0
· · ·
1
· · ·
0


on en déduit 

x1
i

· · ·
xii
· · ·
xni

 =tG−1


0
· · ·
1
· · ·
0


et donc 

x1
i

· · ·
xii
· · ·
xni

 =


βi1
· · ·
βii
· · ·
βin

 .

Ainsi

xji = βij .

Le tenseur dual a comme composantes

g = gijei ⊗ ej = ϕ(êi, êj)ei ⊗ ej .

Mais

ϕ(êi, êj) = xki x
l
jgkl.

On en déduit

gij = βikβjlgkl

et donc

gij = βij .

Proposition 67 Les composantes du vecteur dual

ĝ = gijei ⊗ ej

du tenseur métrique
g = gije

i ⊗ ej

sont les composantes de G−1 où G = (gij) est la matrice de Gram du produit scalaire ϕ déterminant le
tenseur métrique g.
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10.4.3 Coordonnées contravariantes et covariantes d'une forme linéaire

Si B = {e1, · · · , en} est une base de E et B∗ la base duale, et si

v = xiei

est un vecteur deE, nous avons appelé coodonnées contravariantes de v relatives à B, le système {x1, · · · , xn}.
Soit g = gije

i ⊗ ej un tenseur métrique associée au produit scalaire pseudo-euclidien ϕ. Les coordonnées
covariantes du vecteur v, notées {x1, cdots, xn} sont données par

xi = ϕ(v, ei).

Proposition 68 Si {x1, · · · , xn} et {x1, cdots, xn} sont les sytèmes de coordonnées contravariantes et
covariantes d'un vecteur v ∈ E relatives à une base B de E, alors ces coordonnées sont relies par

xi = gijx
j

pour tout i = 1, · · · , n.

Démonstration. On a en e�et

xi = ϕ(v, ei) = xi = ϕ(xjej , ei) = xjϕ(ej , ei) = xjgji.

Considérons à présent une forme linéaire α non nulle sur E. Elle se décompose sur la base duale

α = αie
i.

Comme le produit scalaire dé�nit un isomorphisme canonique ente E et son dual, il existe un unique vecteur
vα de E correspondant à α, c'est-à-dire

α(w) = ϕ(vα, w)

pour tout w ∈ E.

Dé�nition 53 On appelle coordonnées contravariantes et covariantes de la forme linéaire α sur E relative
à une base B de E, les coordonnées contravariantes et covariantes du vecteur vα relatives à B.

EXERCICE 5Montrer que pour les formes duales ei de la base {e1, · · · , en},
on a

vei = êi,

le vecteur êi étant dé�ni dans la Dé�nition ??. En déduire les composantes
contravariantes et convariantes des formes ei.

Notons par {y1, · · · , yn} et par {y1, · · · , yn} respectivement les coordonnées contravariantes et covariantes
de vα et donc de α. On a {

α = αie
i,

vα = yiei
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On a donc
yi = αi

pour tout i = 1, · · · , n. Calculons les coordonnées contrvariantes. On a

α(ei) = αi = ϕ(vα, ei) = yjϕ(ej , ei) = yjgji.

Proposition 69 Les coordonnées contravariantes {y1, · · · , yn} et covariantes {y1, · · · , yn} de la forme
linéaire α sont reliées par

yi = gijy
j

pour tout i = 1, · · · , n.

EXERCICE 6 On considère dans R3 le produit scalaire donné par sa forme
quadratique

q(x, y, z) = x2 + y2 + (z2 − xy).

1. Ecrire le tenseur métrique et son dual relativement à la base canonique
de R3.

2. Calculer les coordonnées covariantes des vecteurs de la base canonique.

3. Calculer les coordonnées contravariantes et covariantes des éléments de
la base duale.

4. Soit α la forme linéaire

α(x, y, z) = z2 − xy.

Calculer ses coordonnées contravariantes et covariantes.

5. Calculer une base orthonormée B pour ce produit scalaire.

6. Reprendre tous les calculs précédents mais relativement à la base B.



Chapitre 11

Algèbres sur K. Point de vue tensoriel

11.1 K-algèbres

11.1.1 Dé�nition tensorielle d'une K-algèbre

Dans le chapitre ?? nous avons dé�ni la notion de K-algèbres comme un couple (E,µ) formé d'un K-espace
vectoriel et d'une application bilinéaire

µ : E × E → E

à valeurs dans E. Or nous avons vu que l'espace L(E,E;E) des formes bilinéaires sr E à valeurs dans E
était isomorphe à l'espace L(E ⊗E;E) des applications linéaires de E ⊗E à valeurs dans E. On a donc la
dé�nition équivalente d'une K-algèbre :

Dé�nition 54 On appelle K-algèbre tout couple A = (E, T ) où E est un K-espace vectoriel et T une
application linéaire

µ : E ⊗ E → E.

Remarque. Lorsque E est de dimension �nie, l'espace L(E,E;E) des applications bilinéaires sur E à
valeurs dans E est isomorphe à l'espace vectoriel T 2

1 (E) des tenseur 1-contravariants et 2-covariants sur E.
Dans ce cas, une K-algèbre de dimension �nie est dé�ni comme un couple A = (E, T ) où E est un K-espace
vectoriel et T un tenseur de T 2

1 (E) appelé tenseur de structure de A. Cette dé�nition est bien équivalente
à la Dé�nition ??. Si E est de dimension in�nie, L(E,E;E) est isomorphe à l'espace L(E ⊗ E;E) des
applications linéaires de E⊗E à valeurs dans E. Mais lorsque F et G sont des espaces de dimension in�nie,
alors F ∗ ⊗G est un sous-espace de L(F,G). En e�et considérons l'application bilinéaire

ϕ : F ∗ ×G→ L(F ;G)

dé�nie par ϕ(f, w)(v) = f(v)w. Elle se factorise en une application linéaire h : F ∗⊗G→ L(F ;G) injective
(cf Proposition 43). En revenant à notre structure, on en déduit que (E ⊗ E)∗ ⊗ E est un sous-espace de

161
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L(E ⊗ E;E). Mais E∗ ⊗ E∗ est aussi un sous-espace de (E ⊗ E)∗. Ainsi, si la dimension de E est in�nie,
tout tenseur de type (1, 2) peut être considéré comme une application bilinéaire sur E à valeurs dans E,
mais la réciproque peut ne pas être vraie.

11.1.2 Algèbres unitaires

Rappelons que l'espace vectoriel L(K;E) des applications linéaires de K dans E est canoniquement
isomorphe à E. En e�et, considérons l'application linéaire

ϕ : E → L(K;E)
v 7→ ϕ(v)

où ϕ(v) est dé�nie par
ϕ(v)(a) = av.

Il est clair que ϕ est linéaire. Montrons que ϕ est un isomorphisme. Soit f ∈ L(K;E). On a, pour tout
a ∈ K

f(a) = f(a · 1) = af(1).

Posons v = f(1), alors f(a) = av et f = ϕ(v). Donc ϕ est surjective. Si v ∈ kerϕ, alors

ϕ(v) = 0 et ϕ(v)(a) = av = 0 pour tous a ∈ K.

Ainsi av = 0 pour tout a et donc v = 0. Nous pouvons donc identi�er les espaces vectoriels L(K;E) et E

Dé�nition 55 On dira que l'algèbre A = (E, T ) est unitaire s'il existe une application η ∈ L(K;E) telle
que le diagramme suivant soit commutatif

K⊗ E η⊗idE //

ϕ2

∗

%%

E ⊗ E
τ
��

E ⊗KidE⊗ηoo

ϕ1

∗

yy
E

où ϕ1 et ϕ2 sont les isomorphismes canoniques.

Ce diagramme se traduit donc par

T (η(a)⊗ v) = T (v ⊗ η(a)) = ϕ2(a⊗ v) = av = ϕ1(v ⊗ a).

Ainsi l'élément η(1) de E est une unité pour le tenseur T.

11.1.3 Algèbres abéliennes ou commutatives

Considérons l'application linéaire
τE : E ⊗ E → E ⊗ E

dé�nie par
τE(v1 ⊗ v2) = v2 ⊗ v1

pour tous v1, v2 ∈ E. Cette application est souvent appelée la permutation des facteurs de E ⊗ E.
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Dé�nition 56 L'algèbre A = (E, T ) est commutative si le diagramme suivant est commutatif

E ⊗ E τE //

T
%%

E ⊗ E
τ
��
E

Ceci se traduit par T (v1 ⊗ v2) = T (v2 ⊗ v1) pour tous v1, v2 ∈ E et correspond bien à la notion de
commutativitité donnée à partir de multiplications bilinéaires.

11.1.4 Homomorphisme d'algèbres

Soient A1 = (E1, T1) et A2 = (E2, T2) deux K-algèbres.

Dé�nition 57 Une application linéaire
f : E1 → E2

est appelée un morphisme d'algèbres entre A1 et A2 si elle véri�e

T2 ◦ (f ⊗ f) = f ◦ T1.

Si A1 et A2 sont des algèbres unitaires correspondant aux applications

ηi : K→ Ai, i = 1, 2

alors f sera appelé morphisme d'algèbres unitaires si

f ◦ η1 = η2.

Ces identités se traduisent sur les vecteurs décomposables par{
T2(f(v1)⊗ f(v2)) = f(T1(v1 ⊗ v2)),
f(η1(1)) = η2(1)

11.1.5 Quelques exemples d'algèbres classiques

Nous allons reprendre en termes tensoriels les identités des algèbres classiques, telles que les algèbres
associatives, de Lie, de Jordan. Auparavant, nous allons introduire des endomorphismes sur E⊗

n
dont le

rôle est de permuter les facteurs et qui généralisent l'application τ permutant deux facteurs.

Soit E un K-espace vectoriel. Soit Σnle groupe symétrique de dégré n. Si K[Σn] désigne l'espace vectoriel
de dimension n! dont une base est constituée des éléments de Σn, alors tout vecteur de K[Σn] s'écrit

Λ =
∑
σ∈

∑
n

aσσ
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avec aσ ∈ K. On peut munir l'espace vectoriel K[Σn] d'une structure d'algèbre associative, non commutative
dès que n ≥ 3, en dé�nissant la multiplication sur les vecteurs de base :

σ1 · σ2 = σ1 ◦ σ2

qui correspond à la loi du groupe Σn.

Pour tout σ ∈ Σn, soit Φn,E
σ l'endomorphisme de E⊗

n
dé�ni sur les vecteurs générateurs v1 ⊗ · · · ⊗ vn

par :
Φn,E
σ (v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n).

Cette application linéaire est bijective :
(Φn,E

σ )−1 = Φn,E
σ−1 .

Si Λ =
∑

σ∈
∑
n
aσσ est un vecteur de K[Σn], nous poserons alors

Φn,E
Λ =

∑
σ∈

∑
n

aσΦn,E
σ .

Les applications Φn,E
Λ sont des endomorphismes de E⊗

n
, mais ne sont pas en général des automorphismes

dès que Λ n'a pas d'inverse dans K[Σn].

Algèbres de Lie. Une algèbre A = (E, T ) est une algèbre de Lie si l'application linéaire T véri�e{
T ◦ Φ2,E

τ12 = −T,
T ◦ (T ⊗ Id) ◦ Φ3,E

1+c+c2
= 0

où τij désigne la transposition des indices i et j et c le cycle c =

(
1 2 3
2 3 1

)
Algèbres associatives. Une algèbre A = (E, T ) est une algèbre associative si l'application linéaire T
véri�e

T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T ) = 0.

Algèbres associatives commutatives. Une algèbre A = (E, T ) est une algèbre associative commutative
si l'application linéaire T véri�e {

T ◦ Φ2,E
τ12 = T,

T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T ) = 0.

Notons que la première identité s'écrit aussi

T ◦ Φ2,E
I−τ12 = 0

où I est l'identité de Σ2.

Algèbres Gi-associatives. Le groupe Σ3 admet 6 sous groupes :

G1 = {I},
G2 = {I, τ12},
G3 = {I, τ13},
G4 = {I, τ23},
G5 = {I, c, c2},
G6 = Σ3.
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Associons à chacun de ces 6 groupes l'endomorphisme de E⊗
3
:

Φ3,E
Gi

= Σσ∈Giε(σ)σ

où ε(σ) désigne la signature de σ. Par exemple

Φ3,E
G1

= Id

et
Φ3,E
G6

= Φ3,E
I−τ12−τ13−τ23+c+c2

.

Une algèbre A = (E, T ) est une algèbre Gi-associative si l'application linéaire T véri�e

(T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T )) ◦ Φ3,E
Gi

= 0.

En particulier
� Une algèbre G1-associative est une algèbre associative.
� Une algèbreG2-associative est une algèbre symétrique à gauche (ou Pré Lie). Elle correspond à l'identité

T (T (v1 ⊗ v2)⊗ v3)− T (v1 ⊗ T (v2 ⊗ v3)) = T (T (v2 ⊗ v1)⊗ v3)− T (v2 ⊗ T (v1 ⊗ v3)).

� Une algèbre G3-associative est une algèbre symétrique à droite (ou de Vinberg). Elle correspond à
l'identité

T (T (v1 ⊗ v2)⊗ v3)− T (v1 ⊗ T (v2 ⊗ v3)) = T (T (v1 ⊗ v) ⊗ v2)− T (v1 ⊗ T (v3 ⊗ v2)).

� Une algèbre G6-associative est une algèbre Lie admissible. Elle correspond à l'identité

T (T (v1 ⊗ v2)⊗ v3)− T (v1 ⊗ T (v2 ⊗ v3))− T (T (v2 ⊗ v1)⊗ v3) + T (v2 ⊗ T (v1 ⊗ v3))
−T (T (v1 ⊗ v3)⊗ v2) + T (v1 ⊗ T (v3 ⊗ v2))− T (T (v3 ⊗ v2)⊗ v1) + T (v3 ⊗ T (v2 ⊗ v1))
+T (T (v2 ⊗ v3)⊗ v1)− T (v2 ⊗ T (v3 ⊗ v1)) + T (T (v3 ⊗ v1)⊗ v2)− T (v3 ⊗ T (v1 ⊗ v2)) = 0

EXERCICE 1

1. Montrer que si A = (E, T ) est une algèbre Lie admissible, alors l'algèbre
A1 = (E, T1) où T1 est l'application linéaire dé�nie par

T1 = T ◦ Φ2,E
I−τ12

est une algèbre de Lie.

2. Montrer que toute algèbreGi-associative est une algèbre Lie admissible.

Algèbres à puissance associative.

Une algèbre A = (E, T ) est dite à puissance associative, si toute sous algèbre engendrée par un élément
est associative. Ceci implique en particulier

T (T (v, v), v) = T (v, T (v, v))

pour tout v ∈ E. La puissance associativité implique égalemement que pour tout n la puissance n-ième
d'un vecteur v est obtenue en multipliant n exemplaires de ce vecteur sans tenir compte du parenthésage.
Concrètement, si l'on note plus simplement T (v, v) = v · v = v2, alors

v3 = v2 · v = v · v2.
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Par récurrence, en partant de v1 = v, on a

vn = vn−1 · v = vi · vn−i.

Dé�nition 58 Une K-algèbre A = (E, T ) est dite à puissance 3 associative si l'application linéaire T
véri�e

(T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T )) ◦ Φ3,E
I+τ12+τ13+τ23+c+c2

= 0.

EXERCICE 2

1. Montrer que la condition de puissance 3 associative est équivalente à

T (T (v ⊗ v)⊗ v) = T (v ⊗ (v ⊗ v))

pour tout v ∈ E.
2. Montrer que toute algèbre à puissance associative est à puissance 3

associative. La réciproque est-elle vraie ?

EXERCICE 3 Montrer qu'une algèbre A = (E, T ) est Lie-admissible et à
puissance 3 associative si et seulement si elle est G5-associative.

Algèbres alternatives.

Dé�nition 59 Une K-algèbre A = (E, T ) est dite alternative si l'application linéaire T véri�e{
(T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T )) ◦ Φ3,E

I+τ12
= 0,

(T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T )) ◦ Φ3,E
I+τ23

= 0.

Proposition 70 Les algèbres alternatives sont à puissance 3-associative.

Démonstration. Considérons la première identité :

(T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T )) ◦ Φ3,E
I+τ12

= 0.

Comme l'application linéaire Φ3,E
τ13 est inversible, elle est involutive, cette identité est équivalente à

(T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T )) ◦ Φ3,E
I+τ12

◦ Φ3,E
τ13 = 0

c'est-à-dire
(T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T )) ◦ Φ3,E

τ13+c2
= 0.

De même, Φ3,E
τ23 est inversible. Comme Φ3,E

I+τ12
◦ Φ3,E

τ23 = Φ3,E
τ23+c, on a l'identité

(T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T )) ◦ Φ3,E
τ23+c = 0.
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En ajoutant ces trois relations, on obtient

(T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T )) ◦ Φ3,E
I+τ12+τ23+τ23+c+c2

= 0

et l'algèbre est à puissance 3 associative.

Remarque. Dans cette démonstration nous n'avons utilisée que la première identité de la dé�nition des al-
gèbres alternatives. Si on appelle algèbres alternatives à gauche toute algèbre A = 5E, T ) dont l'application
linéaire T véri�e uniquement

(T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T )) ◦ Φ3,E
I+τ12

= 0

nous avons en fait montrer que toute algèbre alternative à gauche est à puissance 3 associative.

De même si on appelle algèbres alternatives à droite toute algèbre A = (E, T ) dont l'application linéaire
T véri�e uniquement

(T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T )) ◦ Φ3,E
I+τ23

= 0

alors on montre de la même façon que toute algèbre alternative à gauche est à puissance 3 associative.

EXERCICE 4 L'algèbre des octonions est une algèbre de dimension 8 dont
la multiplication est dé�nie dans la base {e0 = 1, e1, · · · , e7} par

T e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 −1 e4 e7 −e2 e6 −e5 −e3

e2 −e4 −1 e5 e1 −e3 e7 −e6

e3 −e7 −e5 −1 e6 e2 −e4 e1

e4 e2 −e1 −e6 −1 e7 e3 −e5

e5 −e6 e3 −e2 −e7 −1 e1 e4

e6 e5 −e7 e4 −e3 −e1 −1 e2

e7 e3 e6 −e1 e5 −e4 −e2 −1

Montrer que cette algèbre non associative est alternative.

EXERCICE 5 Montrer que toute algèbre alternative est à puissance asso-
ciative

EXERCICE 6 Montrer que l'algèbre des sédénions dé�nie dans la base
{e0 = 1, e1, · · · , e15} par

1 · ei = ei · 1 = ei

et par le tableau suivant est à puissances associatives mais n'est pas alterna-
tive.
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T e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8 e9 e10 e11 e12 e13 e14 e15

e1 −1 e3 −e2 e5 −e4 e7 −e6 e9 −e8 e11 e10 e13 e12 e15 −e14

e2 −e3 −1 e1 e6 −e7 −e4 e5 e10 e11 −e8 e9 e14 −e15 e12 e13

e3 e2 −e1 −1 e7 e6 e5 e4 e11 e10 e9 e8 e15 e14 −e13 e12

e4 −e5 −e6 −e7 −1 e1 e2 e3 e12 e13 e14 e15 −e8 −e9 −e10 −e11

e5 e4 e7 −e6 −e1 −1 e3 e2 e13 −e12 e15 −e14 e9 −e8 e11 −e10

e6 e7 e4 e5 −e2 −e3 −1 e1 e14 −e15 −e12 e13 e10 −e11 −e8 e9

e7 e6 −e5 e4 −e3 e2 −e1 −1 e15 e14 −e13 −e12 e11 e10 −e9 −e8

e8 −e9 −e10 −e11 −e12 −e13 −e14 −e15 −1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e9 e8 e11 −e10 −e13 e12 e15 −e14 −e1 −1 e3 −e2 −e5 e4 e7 −e6

e10 −e11 e8 e9 −e14 −e15 e12 e13 −e2 −e3 −1 e1 −e6 −e7 e4 e5

e11 e10 −e9 e8 −e15 e14 −e13 e12 −e3 e2 −e1 −1 −e7 e6 −e5 e4

e12 −e13 −e14 −e15 e8 −e9 −e10 −e11 −e4 e5 e6 e7 −1 e1 e2 e3

e13 e12 e15 −e14 e9 e8 e11 −e10 −e5 −e4 e7 −e6 −e1 −1 e3 −e2

e14 −e15 e12 e13 e10 −e11 e8 e9 −e6 −e7 −e4 e5 −e2 −e3 −1 e1

e15 e14 −e13 e12 e11 e10 −e9 e8 −e7 e6 −e5 −e4 −e3 e2 −e1 −1

Algèbres �exibles

Dé�nition 60 Une K-algèbre A = (E, T ) est dite �exible si l'application linéaire T véri�e{
(T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T )) ◦ Φ3,E

I+τ13
= 0.

Il est clair qu'une telle algèbre est à puissance 3 associative.

Proposition 71 Toute algèbre alternative est �exible.

Démonstration. Ceci résulte de l'identité dans Σ3 :

I + τ13 = (I + τ13) ◦ (I + c2)− (I + τ23) ◦ c2.

Algèbres de Jordan

Dé�nition 61 Une K-algèbre commutative A = (E, T ) est dite de Jordan si l'application linéaire T véri�e

(T ◦ [T ◦ (T ⊗ Id)]⊗ Id− T ◦ (T ⊗ T )) ◦ Φ4,E
τ1+τ2+τ3 = 0

où τ1, tau2, tau3 sont les permutations appartenant à Σ4 suivantes :

τ1 =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
, τ2 =

(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
, τ3 =

(
1 2 3 4
1 2 4 3

)
.

EXERCICE 7 Soit A = (E, T ) une algèbre associative. Montrer que l'al-
gèbre L = (E, T1) où T1 = T ◦Φ2,E

I−τ12 est une algèbre de Lie et que l'algèbre

J = (E, T2) où T2 = T ◦ Φ2,E
I+τ12

est une algèbre de Jordan.



11.2. COALGÈBRES 169

EXERCICE 8 On appelle algèbre de Poisson, une algèbre A = (E, T ) dont
l'application linéaire T véri�e

3(T ◦ (T ⊗ Id)− T ◦ (Id⊗ T ))− T ◦ (T ⊗ Id) ◦ Φ3,E
τ23+c−τ12−c2 = 0.

1. Montrer qu'une algèbre de Poisson est Lie admissible et �exible.

2. Montrer qu'une algèbre A = (E, T ) Lie admissible, �exible et véri�ant

T ◦ (T ⊗ Id) ◦ Φ3,E
2I+c−τ12 − T ◦ (Id⊗ T )) ◦ Φ3,E

2I+τ23−c2 = 0.

3. Montrer que si A = (E, T ) est une algèbre de Poisson, alors l'algèbre
L = (E, T1) où T1 = T ◦ Φ2,E

I−τ12 est une algèbre de Lie, l'algèbre A2 =

(E, T2) où T2 = T ◦ Φ2,E
I+τ12

est une algèbre associative commutative et
les applications linéaires T1 et T2 sont reliés par la relation de Leibniz :

T1 ◦ (T2 ⊗ Id)− T2 ◦ (Id⊗ T1) ◦ Phi2,EI−τ12 .

4. Montrer la réciproque.

11.2 Coalgèbres

Dans le chapitre 6, nous avons esquissé une notion de coalgèbres, mais la présentation tensorielle de la
loi multiplicative va permettre une formalisation mieux adaptée.

11.2.1 Dé�nition générale

Dé�nition 62 Une K-coalgèbre est un couple C = (E,∆) où E est un K-espace vectoriel et

∆ : E → E ⊗ E

une application linéaire. La coalgèbre C = (E,∆) est dite counitaire s'il existe une forme linéaire

ε : E → K

véri�ant {
(ε⊗ Id)(∆(v)) = 1⊗ v,
(Id⊗ ε)(∆(v)) = v ⊗ 1

pour tout v ∈ E.

L'application ∆ est appelée la comultiplication de la coalgèbre.

Exemple. Prenons E = K et considérons l'application

∆ : K→ K⊗K

dé�nie par
∆(a) = a⊗ a
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pour tout a ∈ K. Le couple (K,∆) est une coalgèbre. L'application ε donnée par ε(a) = 1 pour tout a
véri�e les conditions de counité, cette coalgèbre est counitaire.

Dé�nition 63 Une coalgèbre C = (E,∆) est dite cocommutaive si ∆ véri�e

∆ = τ ◦∆

où τ : E ⊗ E → E ⊗ E est l'application linéaire, la permutation des facteurs, véri�ant

τ(v1 ⊗ v2) = v2 ⊗ v1

pour tout v1, v2 ∈ E.

L'application τ , appelée aussi "twist" correspond en fait à l'application Φτ12 dé�nie dans le paragraphe
précédent. Mais la tradition impose la notation τ .

11.2.2 Coalgèbres coassociatives

Dé�nition 64 Une coalgèbre C = (E,∆) est dite coassociative si la comultiplication ∆ véri�e

(Id⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ Id) ◦∆.

EXERCICE 7

1. Soit E un espace vectoriel de dimension 2 et soit {e1, e2} une base de
E. Soit ∆ : E → E ⊗ E l'application linéaire dé�nie par{

∆(e1) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1,
∆(e2) = e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2.

Montrer que C = (E,∆) est une coalgèbre coassociative counitaire.
Est-elle cocommutative ?

2. Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et soit {e0, e1, e2} une base
de E. Soit ∆ : E → E ⊗ E l'application linéaire dé�nie par

∆(e0) = e0 ⊗ e0,
∆(e1) = e0 ⊗ e1 + e1 ⊗ e0,
∆(e2) = e0 ⊗ e2 + e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e0.

Est-ce que C = (E,∆) est une coalgèbre coassociative cocommutative
et counitaire ?
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EXERCICE 8 On considère l'espace vectoriel E des matrices carrées
d'ordre 2 à coe�cients dans K. Notons par (Eij) la matrice élémentaire dont
tous les coe�cients sont nuls sauf le coe�cients xij qui vaut 1. On dé�nit
l'application linéaire ∆ : E → E ⊗ E apr

∆(Eij) =
2∑
p=1

Eip ⊗ Epj

pour i, j = 1, 2. Montrer que C = (E,∆) est une coalgèbre coassociative
counitaire. Est-elle cocommutative ?

EXERCICE 9 Soit A = (E, T ) une K-algèbre associative unitaire de di-
mension �nie. Montrer que l'on peut munir le dual E∗ d'une structure de
coalgèbre coassociative counitaire.

Proposition 72 Soit T (M) l'espace vectoriel sous-jacent à l'algèbre tensorielle d'un espace vectoriel E.
Il existe sur T (M) une structure de coalgèbre coassociative counitaire.

Démonstration. Considérons l'application linéaire

f : E → E ⊗ E

dé�nie par
f(v) = v ⊗ 1 + 1⊗ v

pour tout v ∈ E.

Lemme 3 Soit A1 = (E1, T1) et A2 = (E2, T2) deux algèbres associatives. Alors A1⊗A2 = (E1⊗E2, T1⊗T2)
est une algèbre associative.

En e�et, si pour i = 1, 2, 3 on prend des vecteurs vi ∈ E1 et wi ∈ E2, alors

T1 ⊗ T2(T1 ⊗ T2((v1 ⊗ w1)⊗ (v2 ⊗ w2))⊗ (v3 ⊗ w3)) = T1 ⊗ T2((T1(v1 ⊗ v2)⊗ T2(w1 ⊗ w2))⊗ (v3 ⊗ w3))
= T1(T1(v1 ⊗ v2)⊗ v3)⊗ T2(T2(w1 ⊗ w2))⊗ w3)
= T1(v1 ⊗ T1(v2 ⊗ v3))⊗ T2(w1 ⊗ T2(w2 ⊗ w3))
= T1 ⊗ T2(v1 ⊗ w1)⊗ T1 ⊗ T2((v2 ⊗ w2)⊗ (v3 ⊗ w3)).

De ce lemme nous déduisons que T (E) ⊗ T (E) est aussi une algèbre associative. D'après la propriété
universelle de l'algèbre tensorielle, il existe un homomorphisme d'algèbres

∆ : T (E)→ T (E)⊗ T (E)

tel que ∆(v) = f(v) pour tout v ∈ E. Cette application ∆ dé�nit une structure de coalgèbre C = (T (E),∆).
Montrons qu'elle est coassociative. Comme ∆ est un morphisme d'algèbres, il su�t de montrer la relation
de coassociativité

(Id⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ Id) ◦∆

sur des générateurs de l'algèbre tensorielle, par exemple sur les vecteurs de E. Soit v ∈ E. Alors, comme
l'algèbre tensorielle est unitaire, ∆(1) = 1⊗ 1 et

(∆⊗ Id) ◦∆(v) = (∆⊗ Id)(v ⊗ 1 + 1⊗ v)
= v ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ v ⊗ 1 + 1⊗⊗v



172 CHAPITRE 11. ALGÈBRES SUR K. POINT DE VUE TENSORIEL

et
(Id⊗∆) ◦∆(v) = (Id⊗∆)(v ⊗ 1 + 1⊗ v)

= v ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ v ⊗ 1 + 1⊗⊗v

Construisons maintenant la counité. Pour cela considérons l'application nulle

0 : E → K

à valeurs dans l'algèbre associative unitaire K. D'après la propriété universelle de l'algèbre tensorielle, cette
application se factorise en un morphisme d'algèbres unitaires

ε : T (E)→ K

tel que ε(v) = 0 pour tout v ∈ E. Comme précédemment, il su�t de prouver les relations{
(ε⊗ Id)(∆(v)) = 1⊗ v,
(Id⊗ ε)(∆(v)) = v ⊗ 1

sur les seuls vecteurs v ∈ E. On a

(ε⊗ Id)(∆(v)) = ε⊗ Id(v ⊗ 1 + 1⊗ v)
= ε(v)⊗ 1 + ε(1)⊗ v
= 1⊗ v

et
(Id⊗ ε)(∆(v)) = Id⊗ ε(v ⊗ 1 + 1⊗ v)

= v ⊗ ε(1) + v ⊗ ε(v)
= v ⊗ 1.

Ainsi ε est une counité. D'où la proposition ♣

11.2.3 Coalgèbres de Lie

Dé�nition 65 Une coalgèbre C = (E,∆) est une coalgèbre de Lie

1. ∆ = −Φτ12 ◦∆

2. ΦId+c+c2 ◦ (Id⊗∆) ◦∆ = 0.

EXERCICE 10 Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3. Soit
{e1, e2, e3} une base de E et soit {e1, e2, e3} la base duale. On considère
sur le dual E∗ la comultiplication

∆ : E∗ → E∗ ⊗ E∗

dé�nie par 
∆(e1) = e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2,
∆(e2) = e3 ⊗ e1 − e1 ⊗ e3,
∆(e3) = e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1.

Montrer que C = (E∗,∆) est une coalgèbre de Lie.
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Proposition 73 Soit C = (E,∆) une coalgèbre coassociative. Alors la coalgèbre CL = (E,∆L) dont la
comultiplication est donnée par

∆L = ΦId−τ12 ◦∆

est une coalgèbre de Lie.

Démonstration. Soit v ∈ E et soit
∆(v) =

∑
vi ⊗ wi.

On a alors
∆L(v) =

∑
(vi ⊗ wi − wi ⊗ vi).

On a
Φτ12 ◦∆(v) = −

∑
(vi ⊗ wi − wi ⊗ vi) = −∆L(v)

pour tout v ∈ E. De même,

ΦId+c+c2 ◦ (Id⊗∆L) ◦∆L = ΦId+c+c2 ◦ (Id⊗ ΦId−τ12 ◦∆) ◦ ΦId−τ12 ◦∆
= ΦId+c+c2 ◦ (Id⊗∆) ◦∆− ΦId+c+c2 ◦ (Id⊗∆) ◦ (Φτ12 ◦∆)
−ΦId+c+c2 ◦ (Id⊗ (Φτ12 ◦∆)) ◦∆
+ΦId+c+c2 ◦ (Id⊗ (Φτ12 ◦∆)) ◦ (Φτ12 ◦∆).

Comme ∆ est coassociative, nous avons des relations du type

(Id⊗∆) ◦∆ = Φc ◦ (Id⊗∆) ◦ (Φτ12 ◦∆)

et les termes de l'identité précédente s'éliminent deux à deux. ♣.

Remarque : la notion de bigèbres. La notion de bigèbres, appelées également bialgèbres, relie les
structures d'algèbres et de coalgèbres que l'on peut mettre sur un espace vectoriel. Comme cette notion
sort un peu du cadre de travail imposé dans ce livre, nous allons la présenter sommairement. Soit E un K
espace vectoriel. Supposons que sur E existe une structure d'algèbre associative unitaire A = (E, T ) et une
structure de coalgèbre coassociative counitaire C = (E,∆). La comultiplication

∆ : E → E ⊗ E

est alors une application linéaire d'une algèbre associative E dans une autre algèbre associative E ⊗ E.
Rappelons que le produit d'algèbre associatif sur E ⊗ E est T ⊗ T . Appelons ε la counité de la coalgèbre
C. C'st aussi une application linéaire

ε : E → K

qui prend ses valeurs dans une algèbre associative et à valeurs dans une algèbre associative. En général, ces
deux applications linéaires ne sont pas des homomorphismes d'algèbres unitaires.

Dé�nition 66 On dira que le triplet B = (E, T,∆) où E est un K-esapce vectoriel, A = (E, T ) une
algèbre associative unitaire, C = (E,∆) une coalgèbre coassociative counitaire est une bigèbre si les appli-
cations linéaires

1. ∆ : E → E ⊗ E
2. ε : E → K

sont des homomorphismes d'algèbres unitaires.
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Ceci signi�e que l'on a
∆ ◦ T = (T ⊗ T ) ◦ (Id⊗ τ ⊗ Id) ◦ (∆⊗∆)

et
ε ◦ T = m ◦ (ε⊗ ε)

où m désigne la multiplication dans K. Comme ces homomorphismes sont unitaires, on a en plus

∆ ◦ η(a) = η(a)⊗ η(a)

pour tout a de K où η : K→ E est l'unité de l'algèbre A et

ε ◦ η(a) = a.

On montre, sans trop de di�cultés que les conditions pour que B = (E, T,∆) soit une bigèbre sont
équivalentes à dire que les applications linéaires

T : E ⊗ E → E

et
η : K→ E

sont des homomorphismes de coalgèbes. En e�et si les relations précédentes décrivent le fait que ∆ et ε sont
des morphismes d'algèbres unitaires, les deux premières sont équivalentes à dire que T est un morphimsme
de coalgèbres counitaires et les deux dernières que η est aussi un tel morphisme.



Chapitre 12

Calcul tensoriel en géométrie riemannienne

12.1 Composantes contravariantes et covariantes dans un espace

euclidien

12.1.1 Dé�nition

Soit E un espace pseudo euclidien. On notera, pour respecter les usages de la géométrie di�érentiel
par g le produit scalaire sur E. Considérons une base quelconque (non nécéssairement orthonormée) B =
{e1, e2, · · · , en} de E. Soit v ∈ E.

Dé�nition 67 On appelle

1. Composantes contravariantes de v relatives à la base B les scalaires xi, i = 1, · · · , n donnés
par

v = xiei.

2. Composantes covariantes de v relatives à la base B les scalaires xi, i = 1, · · · , n donnés par

xi = g(v, ei).

Remarquons que si la base B est orthonomée, alors

xi = g(v, ei) = g(xjej , ei) = g(ei, ei)x
i = ±xi.

Si l'espace est euclidiens, les deux systèmes de composantes coïncident. Il n'en est pas de même si la base
n'est pas orthonormée. Soit (gij = g(ei, ej)) la matrice de g relative à la base B. On a alors

xi = g(v, ei) = gjix
j (12.1)

175
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soit, en développant cette écriture matricielle
x1

x2
...
xn

 =


g11 g12 · · · g1n

g21 g22 · · · g2n
...

...
...

...
gn1 gn2 · · · gnn

 .


x1

x2

...
xn


Inversement, connaissant le système de composantes covariantes, on peut trouver les composantes contra-

variantes. Posons

(gij) = (gij)
−1.

Cette matrice est bien inversible car g est non dégénérée. On a alors

xi = g(v, ei) = gjixj . (12.2)

12.1.2 Expression du produit scalaire

Soient u et v deux vecteurs de E de composantes contravariantes et covariantes respectivement égales à
(xi), (xi), (y

i), (yi). Alors

g(u, v) = gijx
iyj = xiy

j = xiyj .

On en déduit en particulier, si q est la forme quadratique associée à g :

q(u) = xixi.

12.1.3 Changement de bases

Soient B′ = {e′1, · · · , e′n} une autre base de E. Posons

e′i = αji ej , ei = βji e
′
j .

Si {xi} et {x′i} sont les systèmes de coordonnées contravariantes de u dans les bases B et B′, on a
x1

x2

...
xn

 = P


x′1

x′2

...
x′n


où P est la matrice (αji ). Si {xi} et {x′i} sont les systèmes de coordonnées covariantes de u dans les bases
B et B′, on a 

x1

x2
...
xn

 = P−1


x′1
x′2
...
x′n


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12.2 Dualité

La donnée d'un produit scalaire pseudo euclidien sur E va permettre d'identi�er tout tenseur d'ordre q
avev un tenseur contravariant du même ordre. Il su�ra donc de considérer sur un espace pseudo euclidien
uniquement les tenseurs contravariants.

Soit u ∈ E. Il lui correspond la forme linéaire lu ∈ E∗ dé�nie par

lu(v) = g(u, v).

Inversement, à toute forme linéaire f ∈ E∗ correspond un unique vecteur u tel que f = lu. Considérons la
base duale B∗ de la base B. Relativement à ces bases, on a u = (xi). Alors les composantes de lu dans la
base B′ sont les composantes (xi) covariantes de u. Ainsi, dans un espace pseudo euclidien, grâce au produit
scalaire, on peut identi�er de manière canonique l'espace E et son dual E∗.

Considérons à présent un tenseur T contravariant d'ordre q qui soit du type

T = u(1) ⊗ u(2) ⊗ · · · ⊗ u(q).

A chaque vecteur u(i) de E correspond la forme linéaire lu(i) . Nous pouvons donc faire correspondre à
T un tenseur de type (p, q − p) obtenu en remplaçant p vecteurs u(i) par les formes lu(i) . Cherchons les

composantes de ces di�érents tenseurs. Soient (xk(i) les composantes contravariantes du vecteur u(i), alors
les composantes contravariantes du tenseur T sont

ti1i2···iq = xi1(1)x
i2
(2) · · ·x

iq
(q).

Si nous remplaçons le vecteurs u(1) par la forme linéaire lu(1) , les composantes du nouveau tenseur de type
(1, q − 1) sont

t
i2···iq

i1
= x(1)i1x

i2
(2) · · ·x

iq
(q).

Si nous remplaçons le vecteurs u(2) par la forme linéaire lu(2) , les composantes du nouveau tenseur de type
(1, q − 1) sont

ti1i2
i3···iq

= xi1(1)x(2)i2x
i3
(3) · · ·x

iq
(q).

Ces di�érents tenseurs seront considérés comme identiques. Mais

x(2)i2 = gi2j2x
j2
(2).

On en déduit
ti1i2

i3···iq
= gi2j2t

i1i2···iq .

En opérant sur tous les indices, on en déduit en particulier

ti1i2i3···iq = gi1j1gi2j2 · · · giqjq ti1i2···iq .

Inversement, les composantes contravariantes s'expriment à partir des composantes covariantes par

ti1i2i3···iq = gi1j1gi2j2 · · · giqjq ti1i2···iq .

Conclusion. Les di�érentes composantes contravariantes, mixtes ou covariantes d'un tenseur dans l'espace
pseudo euclidien se déduisent les unes des autres par multiplication par gij ou g

ij et des sommations, cette
opération pouvant étant répétée. Nous pourrons donc parler de tenseur symétrique, cela voulant dire que
le tenseur contravariant associé est antisymétrique.
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12.2.1 Le tenseur fondamental

Si u et v sont deux vecteurs de l'espace pseudo euclidien E de composantes contravariantes (xi) et (yi),
le produit scalaire s'exprime par

g(u, v) = gijx
iyj .

Les gij sont les composantes d'un tenseur symétrique, appelé tenseur fondamental. Les composantes mixtes
de ce tenseur sont

gij = gjkgik = gjkgki.

On a également

gij = gikgjk.

12.3 La variété riemannienne Rn

12.3.1 Coordonnées curvilignes

Notons par {x1, · · · , xn} les coordonnées canoniques d'un point de Rn (relatives à la base orthonormée
canonique de Rn). Un système de n fonctions continument di�érentiables g1, · · · , gn dé�nit un système de
coordonnées curvilignes {y1, · · · , yn} si

yi = gi(x1, · · · , xn), i = 1, · · · , n

avec

det


∂g1

∂x1
∂g2

∂x1
· · · ∂gn

∂x1
∂g1

∂x2
∂g2

∂x2
· · · ∂gn

∂xn
...

...
...

...
∂g1

∂xn
∂g2

∂xn · · · ∂gn

∂xn


est non nul.

Dé�nition 68 On appelle courbes coordonnées les courbes représentant l'ensemble des points M
pour leue seule une coordonnées curvilignes yi varie.

Ceci permet de dé�nir au point M un repère naturel lié au système de coordonnées curvilignes.

Dé�nition 69 On appelle repère naturel au pointM lié au système de coordonnées curvilignes {yi},
la famille des vecteurs tangents en M aux courbes coordonnées. l

Ces vecteurs s'écrivent donc

ei =
∂M

∂yi
, i = 1, · · · , n.

Ils sont indépendants d'après la dé�nition des coordonnées curvilignes. On dé�nit ainsi au point M un
espace vectoriel, d'origine M et engendré par les vecteurs ei. Cet espace vectoriel sera noté TM et appelé
l'espace tangent au point M à Rn. Si T (Rn) =

⋃
M TM , cet ensemble (qui n'est plus un espace vectoriel)

est appelé le �bré tangent.
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La dé�nition des vecteurs ei est équivalente à écrire

dM = eidy
i

soit si l'on pose

xi = f i(y1, · · · , yn)

les f i étant les fonctions inverses des fonctions gi dé�nissant les coordonnées curvilignes :

dxi =
∑ ∂fi

∂yj
dyjj

alors

ei = (
∂f i

∂y1
, · · · , ∂f

i

∂yn
).

Exemple : Le système de coordonnées polaires. Considérons dans R3 le système de coordonnées
polaires (y1 = r, y2 = θ, y3 = ϕ) données par

x1 = f1(r, ϕ, θ) = r cos θ cosϕ
x2 = f2(r, ϕ, θ) = r cos θ sinϕ
x3 = f1(r, ϕ, θ) = r sin θ

ou inversement par 

y1 = g1(x1, x2, x3) = r =
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2

y2 = g1(x1, x2, x3) = θ = arctan
x3√

(x1)2 + (x2)2

y3 = g2(x1, x2, x3) = ϕ = arctan
x2

x1

Les courbes coordonnées passant parM = (x1, x2, x3) sont le rayon vecteur OM , le cercle horizontal centré
sur Ox3 passant par M et le cercle de centre O passan par M . On a donc

dx1 = (cos θ cosϕ)dr − (r sin θ cosϕ)dθ − (r cos θ sinϕ)dϕ
dx2 = (cos θ sinϕ)dr − (r sin θ sinϕ)dθ + (r cos θ cosϕ)dϕ
dx3 = sin θdr + r cos θdθ.

Ainsi 
e1 = (cos θ cosϕ, cosθ sinϕ, sin θ)
e2 = (−r sin θ cosϕ,−r sin θ sinϕ, r cos θ)
e3 = (−r cos θ sinϕ, r cos θ cosϕ, 0)

On a bien

dM = e1dy
1 + e2dy

2 + e3dy
3

et (dy1, dy2, dy3) sont les composantes contravariantes de dM dans le repère {e1, e2, e3}.
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12.3.2 Le tenseur fondamental

On considère sur Rn le produit scalaire euclidien canonique associé à la forme quadratique
∑

(xi)2. Soit
{y1, · · · , yn} un système de coordonnées curvilignes et soit {e1, · · · , en} le repère enM associ`'e. Considérons
en chaque point de Rn le tenseur fondamental sur l'espace vectoriel euclidien TM . Il est donné par

g(M) = gijdy
idyj

avec gij = eiej . Nous noterons classiquement ce "champ" de tenseurs

ds2 = gijdy
idyj .

Exemple : Le tenseur fondamental de coordonnées polaires. Il s'exprime par

ds2 = dr2 + r2 cos2 θdψ2 + r2dθ2.

La connaissance du champ de tenseurs fondamental permet de calculer la longueur d'un arc de courbe.
Considérons un arc de courbe AB porté par un courbe paramétrée régulière (y1 = y1(t), · · · , yn = yn(t)),
l'arc étant dé�ni pour t ∈ [a, b]. Alors

longueur(AB) =

∫ b

a

√
gij
dyi

dt

dyj

dt
dt.

12.3.3 Les symboles de Christo�el

Considérons le repère associé au système de coordonnées curvilignes en un point proche de M et décom-
posons le dans le repère au point M . On a

dM = dyiei.

Posons
dei = ωji ej .

Les ωji sont des formes linéaires par rapport à dM et s'exprime donc avec les dyi. Posons donc

ωji = Γjkidy
k.

Les Γjki s'appellent les symboles de Christo�el.

Exemple : Les symboles de Christo�el de coordonnées polaires. On a vu que
e1 = (cos θ cosϕ, cosθ sinϕ, sin θ)
e2 = (−r sin θ cosϕ,−r sin θ sinϕ, r cos θ)
e3 = (−r cos θ sinϕ, r cos θ cosϕ, 0)

Ainsi

de1 =

 − sin θ cosϕdθ − cos θ sinϕdϕ
− sin θ sinϕdθ + cos θ cosϕdϕ
cos θdθ


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de2 =

 − sin θ cosϕdr − r cos θ cosϕdθ + r sin θ sinϕdϕ
− sin θ sinϕdr − r cos θ sinϕdθ − r sin θ cosϕdϕ
cosθdr − r sin θdθ


de3 =

 − cos θ sinϕdr + r sin θ sinϕdθ + r cos θ cosϕdϕ
cos θ cosϕdr − r sin θ cosϕdθ − r cos θ sinϕdϕ
0


On en déduit 

de1 =
dθ

r
e2 +

dϕ

r
e3

de2 = −rdθe1 +
dr

r
e2 − tan θdϕe3

de3 = −rdϕ
2
e1 −

tan θdϕ

2
e2 − (

dr

r
+ tan θdθ)e3.

D'où 

ω1
1 = 0 ω2

1 =
dθ

r
ω3

1 =
dϕ

r

ω1
2 = −rdθ ω2

2 =
dr

r
ω3

2 = − tan θdϕ

ω1
3 = −rdϕ

2
ω2

3 = −tan θdϕ

2
ω3

3 = tan θdθ

Ainsi les symboles de Christo�el sont

Γ1
11 = 0,Γ1

21 = 0,Γ1
31 = 0,

Γ2
11 = 0,Γ2

21 =
1

r
,Γ2

31 = 0,

Γ3
11 = 0,Γ3

21 = 0,Γ3
31 =

1

r
,

Γ1
12 = 0,Γ1

22 = −r,Γ1
32 = 0,

Γ2
12 =

1

r
,Γ2

22 = 0,Γ2
32 = 0,

Γ3
12 = 0,Γ3

22 = 0,Γ3
32 = − tan θ,

Γ1
13 = 0,Γ1

23 = 0,Γ1
33 = −r1

2
,

Γ2
13 = 0,Γ2

23 = 0,Γ2
33 = −tan θ

2
,

Γ3
13 = 0,Γ3

23 = tan θ,Γ3
33 = 0.

12.3.4 Présentation contravariantes des symboles de Christo�el

Les symboles de Christo�el ne soient les composantes d'un tenseur (2, 1). En e�et regardons l'e�et d'un
changement de base.Considérons un changement de repères

ei = αji e
′
j , e′j = βijei.

Il s'en suit
dei = αjide

′
j + dαji e

′
j .

Mais dei = ωji ej . Posons de
′
j = ω′kj e

′
k. Alors

ωji ej = dαji e
′
j + αjiω

′k
j e
′
k

= dαjiβ
l
jel + αjiω

′k
jβ

l
kel.
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Ainsi
ωli = dαjiβ

l
j + αjiω

′k
jβ

l
k.

On en déduit les formules de changement de base pour les symboles de Christo�el :

Γlki = αjiβ
m
s Γ′

s
mjα

l
k + βlj∂kα

j
i .

Bien que ces formules de changement de bases ne soient pas du type tensoriel, nous allons tout de même
regarder le point de vue covariant. On a

eiej = (gij),

d'où
dei.ej + ei.dej = dgij .

Or dei = ωji ej . D'où
ωki gkj + ωkj gki = dgij .

Les composantes covaraintes de dei sont données par

ωki = g(ek, dei) = g(ek, ω
j
i ej) = ωji gkj .

Comme ωji = Γjkidy
k, on obtient

ωki = Γljidy
jgkl = Γljigkldy

j = Γjkidy
j .

En résumé, on a les relations 
ωjk = Γkjidy

k

ωjk = gjkω
k
i

Γkji = gjhΓhki
Γjki = gjhΓkhi.

12.3.5 Symétries dans les symboles de Christo�el

Avec les notations précédentes, on a
dgij = ωωij + ωji.

Posons
∂gij
∂yk

= ∂kgij .

On a alors
Γkij + Γkji = ∂kgij .

Comme les symboles de Christo�el sont dé�nis à partir de la variation du repère {ei}, ils sont donc associés
au vecteur "accélération. Plus précisément, on a

∂2M

∂yk∂yj
=
∂ej
∂yk

= Γhkjeh.

Comme
∂2M

∂yk∂yj
=

∂2M

∂yj∂yk
,
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on déduit
Γhkj = Γhjk. (12.3)

On a donc une symétrie par rapport aux deux indices inférieurs. Ceci implique

Γkij = Γjik. (12.4)

On a donc, pour les composantes covariantes une symétrie par rapport aux deux indices extrèmes.

12.4 Dérivée covariante d'un champ de vecteurs

12.4.1 Composantes contravariantes de la dérivée d'un vecteur

Considérons un champ de vecteurs v(M). En tout point M le vecteur v(M) ∈ TM . Ses composates
contravariantes sont données par

v = viei.

Si nous di�érentions cette relation, on obtient

dv = dviei + videi = dviei + viωji ej .

Ainsi les composantes contravariantes de dv sont

∇vi = dvi + vkωik.

Mais dvi = ∂sv
idys. On déduit

∇vi = ∂sv
idys + vkΓiskdy

s = (∂sv
i + vkΓisk)dy

s

ce qui nous conduit à poser
∇svi = ∂sv

i + vkΓisk.

Ces composantes sont les composantes d'un tenseur appelé dérvée covariante du vecteur v.

12.4.2 Composantes covariantes de la dérivée d'un vecteur

Soient vi les composantes covariantes du vecteur v. Soit w un autre champ supposé uniforme, soit dw = 0.
On a

w.v = wivi

et en di�érentiant
wdv = widvi + vidw

i = widvi − ωihwhvi
car ∇wi = dwi + ωihw

h = 0. Ainsi

wdv = wi(dvi − ωji vj).

Posons
∇vi = dvi − ωji vj .

Cette quantité est appelée la di�érentielle absolue de vi. Comme ci-dessus, on déduit

∇kvi = ∂kvi − Γhkivh.

Les ∇kvi sont les composantes covariantes du tenseur dérivée covariante du champ de vecteurs v.
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12.4.3 Di�érentielle absolue d'un tenseur

Les calculs précédents s'étendent sans di�culté aux champs de tenseurs d'ordre q. Par exemple, si T est
un champ de tenseurs d'ordre 2 de type (1, 1), alors les comosantes du tenseur di�érentielle absolue sont

∇tji = dtji − ω
h
i t
j
h + ωjht

h
i .

Comme ∇tji est une forme di�érentielle par rapport aux dyk, si on pose ∇tji = ∇ktjidyk, alors

∇ktji = ∂kt
j
i − Γhkit

j
h + Γjkht

h
i .

Ces composantes sont les composantes d'un tenseur appelé dérivée covariante de T . Dans le cas où le tenseur
est le tenseur fondamental g = (gij), alors

∇gij = dgij − ωki ghj − ωhj gik.

Théorème 33 (Ricci) La di�érentielle absolue du tenseur fondamental gij est nulle.


