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Chapitre 1

Formes différentielles

Rappelons le résultat classique

1.1 Dual d’un espace vectoriel

Soient X un espace vectoriel et (K, 4+, X) un corps commutatif.
L’ensemble L(X,K) des formes linéaires sur X est un K-espace vectoriel, appelé I’espace

dual de X et noté X*.

1.1.1 Base duale

Proposition 1.1.1 Soient X un espace vectoriel de dimension finie et B = {e1, ez, ...,en} une

base de X. Pour chaque i € {1,...,n}, il existe une unique forme linéaire € telle que

0 si i#j
1 si i=j

Vie{l,...,n} e (e;) =6 :=

La forme e est la j°™ forme coordonnée par rapport d la base B, c’est a dire e} (x1€1 + -+ - + xpep) =

;.

Preuve. Vz € X alors il existe (aq, ag,...,q,) € K™ |
tel que z = aje; + asges + -+ + ajej + - - + apey,

donc Vj € {1,...,n}: ef (z) =€ (a1€1 + agea + -+ - + e + - - - + apney) = ;.



etVz,y € X, VA € Kon a ef (Ax +y) = Xef (z) + €] (y).
0 si i#j
1 si i=j

On suppose il existe une forme linéaire s} tel que Vj € {1,...,n}, s} (e;) = d;; ==

Vo € X alors il existe (a1, ag,...,a,) € K™ |
tel que x = ajer + agea + - - - + ajej + - - + apey,

donc Vj € {1,...,n}:

si(z) = si(caer +agea + - +ajej+ -+ anen)
= ai
= ¢ (arer +agea + -+ ajej + -+ aney)

= @)

c’est a dire s7 =¢f. m

Théoréme 1.1.1 Soient X un espace vectoriel de dimension finie et B = {eq,ea,...,e,} une

base de X. Alors il existe une unique base B* = {e}, €5, ...,e;} de X* telle que Vi, j € {1,...,n}:
6; (61) = (523
Preuve. 1) Vz* € X*,Vz € X alors il existe (a1, ag,...,a,) € K™

tel que x = ajeq + ages + -+ - + ajej + -+ apen et on a aussi,

¥ (x) = a"(mer+ e+ +ajej+ -+ anep)
= a1z (e1) + asx™ (e2) + - - + a5z (€) + - + anz™ (en)
= a7" (e1) €] (e1) + aax” (e2) €5 (e2) + - + ;2™ (e5) €] (€5) + -+ - + anx™ (€n) €5, (en)
= z"(e1)e] (arer) +z* (e2) €5 (agea) + - - -+ x* (e5) ej (ajej) + -+ " (en) ey (anen)
= a(e) ey (@) + 2" (e2) eq (2) + - + 2" (e5) € () + - + 27 (en) €, (2) -

donc B* est génératrice.
2) V(ar,az,...,0p) € K™ age] + ages + ...+ anel, = 0.
Vie{l,...,n} onaaje]+aes+...+apel(e)=0= a; =0.

c’est & dire B* est libre et donc base. m



1.2 Forme différentielle

Définition 1.2.1 Un champ de vecteurs (de classe Ck ) sur (un ouvert) de R™ est une appli-

cation (de classe C* ) & valeurs dans Uespace vectoriel R™.

Définition 1.2.2 Une 1—forme différentielle(de classe C* ) sur (un ouvert) de R™ est une
application (de classe C*) & valeurs dans l'espace vectoriel L(R™,R) des formes linéaires sur

R™.

On note toujours (dzi,...,dx,) la base duale de la base canonique de R™. Alors V¢ €

L(R™, R), alors il existe (a1,as,...,ay,) € K™ tel que ¢ = Zaidmi, cest a dire p(z) =
i=1
(o1, 0m,...,00)" (dzy (), ..., dzy (7)), VT € R™.

n
Toute 1-forme différentielle w se décompose en w = Zwidaci.
i=1
ou w; sont des applications sur I'ouvert 2 C R", & valeurs réelles.
n
Si w; € C*(Q,R) pour i € {1,...,n}, I'application w : 2 — Zwi () dz; définit une 1-forme
i=1
différentielle de classe C*. Pour tout = € , la forme linéaire w(z) est définie par w(z).h =

n
Zwi () h;, pour tout vecteur h € R™ de composantes Ay, ..., hy,. Si f est de classe C! sur 'ouvert
i=1

n
Q C R, a valeurs dans R, la différentielle de f notée df est définie par a — dof = Y 2L (a) da;.
=1
C’est une forme différentielle sur 'ouvert Q C R"™.

1.2.1 Forme différentielle exacte

Définition 1.2.3 Une forme différentielle w est dite exacte s’il existe une fonction f de classe

C' sur Q telle que w = df. La fonction f est une primitive de la forme w.

Théoréme 1.2.1 Soit P et Q deux fonctions de classe C* sur l'ouvert connexe Q C R?a valeurs

dans R, alors la forme différentielle définie par w : (x,y) — w(x,y) = P(z,y)dr + Q(x,y)dy

est exacte si et seulement si %—5 (x,y) = %—g (z,y),¥(z,y) € Q.
Exemple 1 w(z,y) = 2?ydz + $a3dy

on a P(z,y) = 2%y et Q(z,y) = %m3

et 9L (z,y) = 92 (,y) ,V(z,y) € R2.



donc w est une forme différentielle exacte.

Théoréme 1.2.2 Soit f1,...et f, des fonctions de classe C* sur l'ouvert connexe Q C R"a

valeurs dans R, alors la forme différentielle définie par f : (z1,..,z,) — [ = fidz1 +
fodzo + ... + fndx, est exacte si et seulement si V (i,7) € {1,... n} on a TfJ(:L‘l, ey L) =
afi

Da- (1, ey Tp), V(x1, oy ) € S

1.2.2 Forme différentielle fermée

Définition 1.2.4 Une forme différentielle f = fidxy + fadxo + ..... + fndx, sur un ouvert de

R" est dite fermée si ¥ (i,5) € {1,....,n}* on a gf = ggj

Proposition 1.2.1 Soit Q un ouvert de R?, toute 1— forme différenticlle exacte de classe

Clsur ouvert Q C R? est fermée sur l'ouvert ).

Preuve. Soit df une forme différentielle exacte de classe Clsur I'ouvert  alors on a

df = axdas—f— dy

comme df de classe C'donc % et af des fonctions de classe C'* alors d’aprés théoréme de

62f o 82f
Schwarz on trouve g0z = ozoy- ™

Théoréme 1.2.3 (Poincaré) Soit U un ouvert connexe. Toute forme différentielle fermée sur

U est exacte.

Soit U : R x R — R une fonction de deux variables possédant des dérivées partielles continues,

la differentielle exacte de U s’écrit par dU = 833 Udx + dy

Exemple 2 Si U (z,y) = 2 + xy alors

oU
5 &Y = 2wty
Ty = =

Donc dU = (2x + y) dz + zdy.

On considére 1'équation différentielle suivante

dU = M (z,y)dx + N (z,y) dy (1.2.1)



Si on peut trouver une fonction U(z,y) qui vérifie:

gg(m,y) :M(x,y),aag(xay) = N (z,9).

Proposition 1.2.2 Soit U : R x R — R une fonction tel que
ou
5 (&Y =M(z,y), i (z,y) = N (z,y)

Si M et N des fonctions C* alors

OM (z,y) _ ON (z,y)
oy N Ox

O (2,y) = M (z,y) et an(w y) =N (z,y)b
z,y) = o () et O (z,y) = ZL (2,y),

et M et N des fonctions C' alors d’aprés théoréme de Schwarz on trouve aMa(;’y) = 8N(§x’y). [ |

Preuve. On a

donc 8M ,

Remarque 1 On a BU = (2,y) = M (z,y), 2 ¥ Ulr,y) = N (z,y).
danc U (z,y) —/ M (z,y)dz + k()

ainsi %g (z,y) = 3y </M(wvy) da:) + K (y) = N (z,y)

c’est a dire k' (y) = N (x,y) — (983/ </M(m,y) dx) .

1.2.3 Facteur intégrant

Soit une differentielle de la forme:
dV =M (z,y)dz + N (z,y) dy

tel que

ang’y) #+ 8N(.§§’y), cette différentielle n’est pas exacte.

On cherche alors une fonction F' (x,y) tel que

dU = F (z,y) M (z,y) dz + F (z,y) N (z,y) dy,

est une différentielle totales, cette fonction est appelée facteur intégrant de la différentielle dV .



1.2.4 Détermination de facteur intégrant

Il suffit de trouver la fonction F' qui vérifie la relation

d(FM) 9 (FN)

oy ox '
c’est a dire
oM oF ON oF
Fa—y-l—Ma—y —F%-I—N%.

Facteur intégrant de la forme F'(x)

. OM __ 1 dN oF
Donc dans ce cas on a: FBT; —F%—l—N%
ce qui inplique N%—i = F%—A; — F%—]X

10F _ 1 oM  ON
alorSf%—N<7 )

dy ox
L(M,M)dm
N \ 9y oz

donc F (z) =e

Facteur intégrant de la forme F (y)

. oM OF _ pON
Donc dans ce cas on a: F' By —i—May = Fax
ce qui implique M%—Z :F%—JX—F%—]\;

19F _ 1 (ON _ M
Foy — M

alors br ay

1 AN oM
ar (%_78y )dy

donc F' (y) =e
Exemple 3 La forme différentielle dV = ydx — xdy n’est pas exacte. On cherche alors une

fonction F () tel que dU = F (x)dV = F (z)ydx — F (z) xdy est une forme diff exacte, donc

L (1+1)de
F(z)=c¢e cest a dire F(x) = & +c,c € R et on a dU = x%(ydmfxdy), ainsi

x2

%—g (z,y) = 2% et %—[y] (x,y) = %1, ce qui implique U (z,y) = =¥ + Cte.

1.3 Intégrale curviligne d’une forme différentielle

On considére une courbe paramétrée (C) de classe Ct tracée dans 'ouvert € C R", de

paramétrage: ¢t € [a,b] — 07\4(t) =z1(t)er + ... + zp(t)ey



et f:(z1,...,2n) = f = fidx1 + fodxa + ..... + fndzy, est une forme différentielle définie sur

Pouvert ().

Proposition 1.3.1 Siw est une forme différentielle exacte sur louvert € et si f est une prim-
itive de w (i-e w = df ), alors pour toute courbe (C) de classe C* (a_)b) d’origine a et d’extremité
b tracée dans 2, on a :/w =f(b)— f(a).
(©)

Exemple 4 w = (22 + y) dx + xdy est une forme différentielle evacte sur R?

f(z,y) =22+ 2y +c,c€R est une primitive de w

si a(0,0),b(1,1) € R? alors pour toute courbe (C) de classe C! (a_)b) d’origine a et
d’extremité b tracée dans 2, on a :/ w=f(1,1) — f£(0,0) = 2.

(@)



