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Chapitre 1

Formes di¤érentielles

Rappelons le résultat classique

1.1 Dual d�un espace vectoriel

Soient X un espace vectoriel et (K;+;�) un corps commutatif.

L�ensemble L(X;K) des formes linéaires sur X est un K-espace vectoriel, appelé l�espace

dual de X et noté X�.

1.1.1 Base duale

Proposition 1.1.1 Soient X un espace vectoriel de dimension �nie et B = fe1; e2; :::; eng une

base de X: Pour chaque i 2 f1; : : : ; ng, il existe une unique forme linéaire e�i telle que

8j 2 f1; : : : ; ng : e�i (ej) = �ij :=

8<: 0 si i 6= j

1 si i = j
:

La forme e�i est la j
em forme coordonnée par rapport d la base B; c�est à dire e�i (x1e1 + � � �+ xnen) =

xi:

Preuve. 8x 2 X alors il existe (�1; �2; : : : ; �n) 2 Km ,

tel que x = �1e1 + �2e2 + � � �+ �jej + � � �+ �nen;

donc 8j 2 f1; : : : ; ng : e�i (x) = e�i (�1e1 + �2e2 + � � �+ �jej + � � �+ �nen) = �i:
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et8x; y 2 X; 8� 2 K on a e�i (�x+ y) = �e�i (x) + e�i (y) :

On suppose il existe une forme linéaire s�i tel que 8j 2 f1; : : : ; ng; s�i (ej) = �ij :=

8<: 0 si i 6= j

1 si i = j
:

8x 2 X alors il existe (�1; �2; : : : ; �n) 2 Km ,

tel que x = �1e1 + �2e2 + � � �+ �jej + � � �+ �nen;

donc 8j 2 f1; : : : ; ng :

s�i (x) = s�i (�1e1 + �2e2 + � � �+ �jej + � � �+ �nen)

= �i

= e�i (�1e1 + �2e2 + � � �+ �jej + � � �+ �nen)

= e�i (x)

c�est à dire s�i = e
�
i :

Théorème 1.1.1 Soient X un espace vectoriel de dimension �nie et B = fe1; e2; :::; eng une

base de X: Alors il existe une unique base B� = fe�1; e�2; :::; e�ng de X� telle que 8i; j 2 f1; : : : ; ng :

e�j (ei) = �ij :

Preuve. 1) 8x� 2 X�;8x 2 X; alors il existe (�1; �2; : : : ; �n) 2 Km

tel que x = �1e1 + �2e2 + � � �+ �jej + � � �+ �nen et on a aussi,

x� (x) = x� (�1e1 + �2e2 + � � �+ �jej + � � �+ �nen)

= �1x
� (e1) + �2x

� (e2) + � � �+ �jx� (ej) + � � �+ �nx� (en)

= �1x
� (e1) e

�
1 (e1) + �2x

� (e2) e
�
2 (e2) + � � �+ �jx� (ej) e�j (ej) + � � �+ �nx� (en) e�n (en)

= x� (e1) e
�
1 (�1e1) + x

� (e2) e
�
2 (�2e2) + � � �+ x� (ej) e�j (�jej) + � � �+ x� (en) e�n (�nen)

= x� (e1) e
�
1 (x) + x

� (e2) e
�
2 (x) + � � �+ x� (ej) e�j (x) + � � �+ x� (en) e�n (x) :

donc B� est génératrice.

2) 8 (�1; �2; : : : ; �n) 2 Km; �1e�1 + �2e�2 + : : :+ �ne�n = 0:

8i 2 f1; : : : ; ng on a �1e�1 + �2e
�
2 + : : :+ �ne

�
n (ei) = 0 =) �i = 0:

c�est à dire B� est libre et donc base.
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1.2 Forme di¤érentielle

Dé�nition 1.2.1 Un champ de vecteurs (de classe Ck ) sur (un ouvert) de Rn est une appli-

cation (de classe Ck ) à valeurs dans l�espace vectoriel Rn.

Dé�nition 1.2.2 Une 1�forme di¤érentielle(de classe Ck ) sur (un ouvert) de Rn est une

application (de classe Ck) à valeurs dans l�espace vectoriel L(Rn;R) des formes linéaires sur

Rn.

On note toujours (dx1; :::; dxn) la base duale de la base canonique de Rn. Alors 8' 2

L(Rn;R); alors il existe (�1; �2; : : : ; �n) 2 Km tel que ' =

nX
i=1

�idxi; c�est à dire ' (x) =

(�1; �2; : : : ; �n)
t (dx1 (x) ; :::; dxn (x)) ;8x 2 Rn:

Toute 1-forme di¤érentielle ! se décompose en ! =
nX
i=1

!idxi:

où !i sont des applications sur l�ouvert 
 � Rn, à valeurs réelles.

Si !i 2 Ck(
;R) pour i 2 f1; :::; ng, l�application ! : x!
nX
i=1

!i (x) dxi dé�nit une 1-forme

di¤érentielle de classe Ck: Pour tout x 2 
, la forme linéaire !(x) est dé�nie par !(x):h =
nX
i=1

!i (x)hi; pour tout vecteur h 2 Rn de composantes h1; :::; hn: Si f est de classe C1 sur l�ouvert


 � Rn, à valeurs dans R, la di¤érentielle de f notée df est dé�nie par a! daf =
nX
i=1

@f
@xi
(a) dxi:

C�est une forme di¤érentielle sur l�ouvert 
 � Rn:

1.2.1 Forme di¤érentielle exacte

Dé�nition 1.2.3 Une forme di¤érentielle ! est dite exacte s�il existe une fonction f de classe

C1 sur 
 telle que ! = df . La fonction f est une primitive de la forme !:

Théorème 1.2.1 Soit P et Q deux fonctions de classe C1 sur l�ouvert connexe 
 � R2à valeurs

dans R, alors la forme di¤érentielle dé�nie par ! : (x; y) ! !(x; y) = P (x; y)dx + Q(x; y)dy

est exacte si et seulement si @P@y (x; y) =
@Q
@x (x; y) ;8(x; y) 2 
:

Exemple 1 !(x; y) = x2ydx+ 1
3x
3dy

on a P (x; y) = x2y et Q(x; y) = 1
3x
3

et @P@y (x; y) =
@Q
@x (x; y) ;8(x; y) 2 R

2:
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donc ! est une forme di¤érentielle exacte.

Théorème 1.2.2 Soit f1,...et fn des fonctions de classe C1 sur l�ouvert connexe 
 � Rnà

valeurs dans R, alors la forme di¤érentielle dé�nie par f : (x1; :::; xn) ! f = f1dx1 +

f2dx2 + ::::: + fndxn est exacte si et seulement si 8 (i; j) 2 f1; ::::; ng2 on a @fj
@xi
(x1; :::; xn) =

@fi
@xj
(x1; :::; xn);8(x1; :::; xn) 2 
:

1.2.2 Forme di¤érentielle fermée

Dé�nition 1.2.4 Une forme di¤érentielle f = f1dx1 + f2dx2 + :::::+ fndxn sur un ouvert de

Rn est dite fermée si 8 (i; j) 2 f1; ::::; ng2 on a @fj
@xi

= @fi
@xj
.

Proposition 1.2.1 Soit 
 un ouvert de R2; toute 1� forme di¤érentielle exacte de classe

C1sur l�ouvert 
 � R2 est fermée sur l�ouvert 
.

Preuve. Soit df une forme di¤érentielle exacte de classe C1sur l�ouvert 
 alors on a

df = @f
@xdx+

@f
@y dy

comme df de classe C1donc @f
@x et

@f
@y des fonctions de classe C

1 alors d�aprés théorème de

Schwarz on trouve @2f
@y@x =

@2f
@x@y :

Théorème 1.2.3 (Poincaré) Soit U un ouvert connexe. Toute forme di¤érentielle fermée sur

U est exacte.

Soit U : R�R! R une fonction de deux variables possédant des dérivées partielles continues,

la di¤erentielle exacte de U s�écrit par dU = @U
@x dx+

@U
@y dy:

Exemple 2 Si U (x; y) = x2 + xy alors

@U

@x
(x; y) = 2x+ y

@U

@y
(x; y) = x

Donc dU = (2x+ y) dx+ xdy:

On considère l�équation di¤érentielle suivante

dU =M (x; y) dx+N (x; y) dy (1.2.1)
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Si on peut trouver une fonction U(x; y) qui véri�e:

@U

@x
(x; y) =M (x; y) ;

@U

@y
(x; y) = N (x; y) :

Proposition 1.2.2 Soit U : R� R! R une fonction tel que

@U

@x
(x; y) =M (x; y) ;

@U

@y
(x; y) = N (x; y)

Si M et N des fonctions C1 alors

@M (x; y)

@y
=
@N (x; y)

@x

Preuve. On a @U
@x (x; y) =M (x; y) et @U@y (x; y) = N (x; y) b

donc @M
@y (x; y) =

@2U
@y@x (x; y) et

@N
@x (x; y) =

@2U
@x@y (x; y) ;

et M et N des fonctions C1 alors d�aprés théorème de Schwarz on trouve @M(x;y)
@y = @N(x;y)

@x :

Remarque 1 On a @U
@x (x; y) =M (x; y) ; @U@y (x; y) = N (x; y) :

danc U (x; y) =
Z
x
M (x; y) dx+ k (y)

ainsi @U@y (x; y) =
@

@y

�Z
M (x; y) dx

�
+ k0 (y) = N (x; y)

c�est à dire k0 (y) = N (x; y)� @

@y

�Z
M (x; y) dx

�
:

1.2.3 Facteur intégrant

Soit une di¤erentielle de la forme:

dV =M (x; y) dx+N (x; y) dy

tel que @M(x;y)
@y 6= @N(x;y)

@x ; cette di¤érentielle n�est pas exacte.

On cherche alors une fonction F (x; y) tel que

dU = F (x; y)M (x; y) dx+ F (x; y)N (x; y) dy;

est une di¤érentielle totales, cette fonction est appelée facteur intégrant de la di¤érentielle dV .
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1.2.4 Détermination de facteur intégrant

Il su¢ t de trouver la fonction F qui véri�e la relation

@ (FM)

@y
=
@ (FN)

@x
;

c�est à dire

F
@M

@y
+M

@F

@y
= F

@N

@x
+N

@F

@x
:

Facteur intégrant de la forme F (x)

Donc dans ce cas on a: F @M
@y = F

@N
@x +N

@F
@x

ce qui inplique N @F
@x = F

@M
@y � F

@N
@x

alors 1
F
@F
@x =

1
N

�
@M
@y �

@N
@x

�
donc F (x) = e

Z
1
N

�
@M
@y
� @N
@x

�
dx

:

Facteur intégrant de la forme F (y)

Donc dans ce cas on a: F @M
@y +M

@F
@y = F

@N
@x

ce qui implique M @F
@y = F

@N
@x � F

@M
@y

alors 1
F
@F
@y =

1
M

�
@N
@x �

@M
@y

�
donc F (y) = e

Z
1
M

�
@N
@x
� @M

@y

�
dy

:

Exemple 3 La forme di¤érentielle dV = ydx � xdy n�est pas exacte. On cherche alors une

fonction F (x) tel que dU = F (x) dV = F (x) ydx � F (x)xdy est une forme di¤ exacte, donc

F (x) = e

Z
1
�x (1+1)dx

c�est a dire F (x) = 1
x2
+ c; c 2 R et on a dU = 1

x2
(ydx� xdy) ; ainsi

@U
@x (x; y) =

y
x2
et @U@y (x; y) =

�1
x ; ce qui implique U (x; y) =

�y
x + Cte:

1.3 Intégrale curviligne d�une forme di¤érentielle

On considère une courbe paramétrée (C) de classe C1 tracée dans l�ouvert 
 � Rn, de

paramétrage: t 2 [a; b] !
!
OM(t) = x1(t)e1 + :::+ xn(t)en
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et f : (x1; :::; xn)! f = f1dx1+ f2dx2+ :::::+ fndxn est une forme di¤érentielle dé�nie sur

l�ouvert 
.

Proposition 1.3.1 Si ! est une forme di¤érentielle exacte sur l�ouvert 
 et si f est une prim-

itive de ! (i-e ! = df), alors pour toute courbe (C) de classe C1 (
�!
ab) d�origine a et d�extremité

b tracée dans 
; on a :
Z
(C)

! = f (b)� f (a) :

Exemple 4 ! = (2x+ y) dx+ xdy est une forme di¤érentielle exacte sur R2

f (x; y) = x2 + xy + c; c 2 R est une primitive de !

si a (0; 0) ; b (1; 1) 2 R2 alors pour toute courbe (C) de classe C1 (
�!
ab) d�origine a et

d�extremité b tracée dans 
; on a :
Z
(C)

! = f (1; 1)� f (0; 0) = 2:
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