Chapitre 1

Matrices et Déterminants

Matrices

Définition

* Une matrice A est un tableau rectangulaire d’¢léments de K (K = Rou K = Q).

* Elle est dite de taille n X p (ou de type (n,p) ) si le tableau possede n lignes et p colonnes.
* Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de A.

* Le coefficient situ€ a la i-€éme ligne et a la j-€éme colonne est noté a;; .

Un tel tableau est représenté de la manicre suivante :

all a12 alj alp
Az Gy -+ Q2j 0 Qgp
A= ou A= (a;;i)i<i<n ou (a;;).
| ail aiz e al] cee alp | ( 11)1;;;"; ( U)
\anl aTlZ e ale ces anp
Exemple
1 -2 5
A= )
o 3 7

est une matrice 2 X 3 avec, par exemple, a;; =1 et a,3 = 7.
Notations

-L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est not€¢ My, ,,(K)

-Les €léments de My, ,,(R)sont appelés matrices réelles

—Sin = p (méme nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite matrice carrée.

On note M, (K) au lieu de M,, ,(K) .

a11 a12 aln
az 1 azz aZn
an1 an2 Ann
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Les éléments aq, ay, ,asz, ...., a,, formentla diagonale principale de la matrice.
— Une matrice qui n’a qu’une seule ligne (n = 1) est appelée matrice ligne ou vecteur ligne.
Onlanote A= (a;; aq, - @p).

— De méme, une matrice qui n’a qu’une seule colonne (p = 1) est appelée matrice colonne ou
a1
az1
vecteur colonne. Onlanote A =
An1

— La matrice (de taille n X p) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée la matrice nulle
et est notée 0y, ou plus simplement 0. Dans le calcul matriciel, la matrice nulle joue
le rdle du nombre O pour les réels

Opérations sur les matrices
a) Egalité de deux matrices
Soient 4 = (a;;), B = (b;j) € My ,(K).

A=BeSaj=b; V1i<is<n,V1I<j<p.
b) Somme de deux matrices
Soient A = (aij), B = (bij) € My, ,,(K). On définit la somme de A et B etonnote A + B
la matrice A + B = (cij) € M, ,(K) tel que

cj=a;j+b; V1i<i<n,VI<j<p.

¢) Multiplication d'une matrice par un scalaire
Soit A = (a;;) € Mp,(K), et 1 € K, alors 14 = A(a;;) = (Aa;;) V1<i<n,v1<j<p.

Exemple

4= 5= =0 5 o)

A+B=(g 1(1)),/1A=(;/1 ii) WV AER.

A+ Cet B+ C n'existent pas car A,B € My (R)et C € M, 3(R).
La matrice (—1)A est I’opposée de A etest notée —A. La différence A — B est définie par

A+ (-B).
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Proposition

Soient 4, B et C trois matrices appartenant a M, ,(K).. Soient @ € K et f € K deux scalaires.
1. A+ B =B+ A: lasomme est commutative,

2.A+ (B+C) = (A+ B) + C : la somme est associative,

3.4+ 0 = A4 : la matrice nulle est I’élément neutre de I’addition,

4.(a+ B)A = aA + BA,

5.a(A+ B) = aA + aB.

-3 2 1 2
Exercice : Soient les matrices A = 0 4 letB=[0 1
1 -1 1 1

1.Trouver une matrice C telleque A — 2B —C =0

2.Trouver une matrice D telleque A+ B+ C — 4D = 0

Solution de L.’exercice :

1)

-3 2 1 2 €11 C12 0 0
A-2B—-C=0=|0 4 |)—2{(0 1|—|C1 C2|=(0 0
1 -1 1 1 €31 C32 0 0

3-2x1-¢y =0 2-2X2—cy=0
O_ZXO_C21=0 et {4—2X1—C22=0
1-2x1—c5 =0 1—2x1—csy=0

Alors :

-5 —2
c=(o 2)
-1 -3
2)

-3 2 1 2 -5 =2 di1 dip
1 _1 1 1 _1 _3 d31 d32

et

0 0
0 0
0 0

Alors :

Dr Djebbar Samir




|
—_
BlE o LN
N =
NI
\____/

d) produit de deux matrices

Définition

Soient A = (aij) € My, ,(K). et B = (bij) € M, ;(K). (c'est a dire le nombre de colonnes de A
est égal au nombre de lignes de B). On définit alors le produit de A et B dans cet ordre par la
matrice C = A X B = (c;;) de M, 4(K) tel que

p

Cij = z k- by

k=1

On peut écrire le coefficient de fagon plus développée, a savoir :
Cij = ailblj + ailsz + Cli3b3j + -+ aipbpj
Exemple
1 2
1 2 3
a=( ) B= (—1 1)
2 3 4 1 1

On a A de taille 2 X 3 et B de taille 3 X 2, alors la matrice obtenue ( A X B) est de taille
2 X 2.

AxB—(l 2 3))( _11 i _<1><1+2><(—1)+3><1 1><2+2><1+3><1>

~\2 3 4 1 1 - 2X14+3Xx(-1)+4x1 2%x2+3x1+4x1
(2 7

Donc A)(B—(3 11)

Remarques importantes

1. Si le nombre de colonnes de A est différent du nombre de lignes de B, alors le produit A X B
n'est pas défini.

2. En général, et lorsque le produit est bien défini, on a

3. Le produit des matrices carrées d'ordre n est toujours défini
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Exemple

01 5 s s
A= B =
G57) oG

A X B n'est pas défini car le nombre de colonnes de A est différent du nombre de lignes de B.

Pieges a éviter

Premier piége. Le produit de matrices n’est pas commutatif en général

En effet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous deux définis mais
pas de la méme taille. Mais méme dans le cas ou AB et BA sont définis et de la méme taille, on a
en général AB # BA

Exemple

G G D=5 Z)mas(s )G =G )
Deuxieme piege. AB = 0 n’implique pas A=0ouB =0

Il peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d’autres termes, on peut
avoir A # 0 et B # 0 mais AB = 0

Exemple

A=(8 ‘51) B=((2) ‘03) etAB=(8 8)

Troisiéme piege. AB = AC n’implique pas B = C. On peut avoir AB = AC et B # C.

Exemple

A:(O —1) B=(4 —1) Cz(é i) etAB=AC=(I55 I;)

Propriétés
Soient 4, B et C trois matrices. Lorsque le produit est bien défini, on a

1. A(BC) = (AB)C : associativité du produit,
2.A(B+C)=AB + AC et (B + C)A = BA + CA : distributivité du produit par rapport a

la somme,
3Z.-0=0et0-4=0
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1 0 O
Exercice : Soit A = (O 3 O)

0 0 5

On dit que deux matrices A et B commutentsiA X B =B X A
Trouver toutes les matrices qui commutent avec A

Solution de L’exercice : On cherche B telle que AB = BA

1 0 0 by b1z bi3 byy b1z bi3 1 0 O
(0 3 0) X <b21 b,; b23> = <b21 b, b23> X (0 3 0)
0 0 5 b31 bsy b33 b1 bsy b33 0 0 5

byn b1z Dbi3 bi1 3byz  Sbyz
& | 3b21 3byz 3by3 | =|Dba1 3by; Sbys

5b31 5b32 5b33 b31 3b32 5b33

il faut que
( b11 = b1y
b1, = 3bq;
bi3 = 5by3
3by; = by, ky 0 O
{3b22 =3b;; & B= (0 k, 0) avec kq, ki, ki €R.
3b,3 = 5by; 0 0 k;
5b3; = b3y
5b;, = 3bs,
\5b35 = 5b3;

Les matrices particuliéres
La matrice identité

La matrice carrée suivante s’appelle la matrice identité :

10 0 0
01 = 0 0
Ly=|: : =~
0 0 10

\0 0 0 1/

Est la matrice dont tous les coefficients a;; = 1 pour i = j et a;; = 0 pour i # j.
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Exemple

1 0 0
13=(010>
0 0 1

Proposition Si A est une matrice n X p, alors

I,-A=A et A-l,=A4

Matrices triangulaires

Définition Soit A € M, (K).

1) On dit que A est triangulaire supérieure si et seulement si
v (i,j) € {1,2,3,...,n}?, i>j=a;=0

exemple : A= ((1) g)

2) On dit que A est triangulaire inférieure si et seulement si

v (i,j) € {1,2,3,...,n}?, i<j=a;=0

3 0 0
exemple : A=<8 -1 0)

5 6 4

3) On dit que A est diagonale si et seulement si

v(@i,j)ef123,..,n}?, i#xj=a;=0
2 0 0
exemple : A=lo 7 o
0 0 —4

Transposée d'une matrice

Définition Soit A = (a;;) € M, ,(K).

On appelle transposée de A la matrice notée A de M, ,(K) définie par At = (a;i).

Exemple Soit

L5

b
Il
~—~
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Alors

Matrices symétriques

Définition Une matrice carrée est dite symétrique si et seulement si A® = A.

Exemple Les matrices suivantes sont symétriques :
0 2 -1 0 5
s (o 2z -
5 -1 0
Matrices antisymétriques

Définition Une matrice carrée est dite antisymétrique si et seulement si A = —A.

Exemple Les matrices suivantes sont antisymétriques :

B 0 4 2
6D (o)

Remarquons que les éléments diagonaux d’une matrice antisymétrique sont toujours tous nuls.

La trace

Définition On appelle trace d'une matrice carrée A € M,,(K) le nombre obtenu en additionnant les

éléments diagonaux de A. Autrement dit,

trd=aq; +az,+- - +a,,

Exemple

Si A=((2) é),alorstrA=2+5=7.

1 1 2
Pour B=|5 7 0 |,trB=1+7—-3=5.
11 3 -3

Dr Djebbar Samir



Matrices carrées inversibles

Définition Soit A une matrice carrée de taille n X n. S’il existe une unique matrice carrée B de
taille n X n telle que

AB=1 et BA=I,

on dit que A est inversible. On appelle B I’inverse de A et on la note A™1

Exemple Soit A = ((1) g) Etudier si A est inversible, ¢’est étudier 1’existence d’une matrice

B = (a b) a coefficients dans K, telle que AB =1 et BA = 1. Or AB = [ équivaut a :

c d
_ 1 2\fa by_(1 O a+2c b+2dy_(1 0
=1 )@ =6 1)=03" "349=0 1)
Cette égalité équivaut au systeme :
a+2c=1
b+2d=0
3c=0
3d =1
Sa résolution est immédiate :a =1, b = —g ,c=0,d= § . Il n’y a donc qu’une seule matrice
L 2
possible, a savoir B = ;| - Pour prouver qu’elle convient, il faut aussi montrer 1’¢galité
0o -

3
BA = I, dont la vérification est laissée au lecteur. La matrice A est donc inversible et

2
A—1= 1 _15
o 1
3
1 2 O
Exercice Soit A = (0 1 1), trouver A~ L.
1 0 1

Proposition Soient 4, B deux matrices inversibles de M,,(K), alors la matrice AB est aussi
inversible et

(AB)™1=B~1471,

Preuve Onpose C = B~1A71, il suffit de démontrer que

(AB)C = C(AB) =1,,.
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On a (AB)C = (AB)(B~'A™1)

= A(BB~HA™!
= Al A™?
=AA1 =1,
et C(AB) = (B4 1 (4B)
=B~ 1(47'A)B
=B~1I,B
=B"B=1,

Proposition Soit A une matrice inversible. Alors A~ est aussi inversible et on a :

(4 t=24

Déterminants

Attention : Les déterminants ne concernent que les matrices carrées

Définition Soit A = (a;;) € M,,(K) , le déterminant de A est I'élément de K noté€ det A ou
a11 en aln

o

Comment calculer det A ?

Exemple déterminant d'ordre 2

a b

Soit A = (C d) € My(K) . Alors det A = |‘C‘ Z| = ad — cb.

Exemple déterminant d'ordre 3

1 2 0
CalculerdetAou A=(3 1 2
0 -1 0

1) Premiere méthode : Développement suivant la premiere ligne
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41 21 513 2 3 1|_
deta=1|_ of-2[5 ol+oly =2
2) Deuxiéme méthode : Développement suivant la troisi¢me ligne
_al2 0O _, |1 O 1 2] _
dEtA_O|1 2| ( 1)|3 2|+0|3 1= 2
3) Troisieme méthode : Développement suivant la troisieme colonne
_al3 1] _ 11 2 1 2| _
deta=of . |-2|, S|+ol; =2
Cas général
Soit A une matrice de M, (K) . On note M;; la matrice d'ordre (n - 1) déduite de A en supprimant

la ieme ligne et la jeme colonne. On appelle déterminant de A développé suivant la ieme ligne

le scalaire

n
detd = Z(—l)”jaij det MU
j=1

On appelle déterminant de A développé suivant la jeme colonne le scalaire

n
detd = Z(—l)“’jaij det MU

=1

Remarque Il est préférable de calculer le déterminant suivant la rangée (ligne ou colonne) qui
contient beaucoup de zéros.

La régle de Sarrus ( pour les matrices 3 X 3)

ap by
az bz CZ == a1b2C3 + a3b1C2 + a2b3C1 - a3b2C1 - a1b3C2 - a2b1C3
az bs c3
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2 1 0
Exemple Calculons le déterminant de la matrice A = (1 -1 3) . Par la regle de Sarrus
3 2 1

£+ 1 _

-1
detA=2%x(-1)x14+1%x2x04+3%x1x3-3X(-1)X0—-2%x2%Xx3—-1%x1x1=-6

Attention : Cette méthode pour les matrices de taille 3 X 3

Comatrice d’une matrice
Définition On appelle comatrice de A la matrice carrée d'ordre n définie par

C11 - Cqipn
comA = (Cij)lsisn =1 om om v |,

1<jsn Cnl e Cnn
et Cij = (—1)i+j detMl-j

ou M;; la matrice d'ordre (n — 1) déduite de A en supprimant la ieme ligne et la jeme colonne.

Théoreme Soit A = (a;;) € M, (K), alors
(comA)t-A=A-(comA)t
= (detd) - I,
ou [,, est la matrice identité.

Corollaire Soit A = (a;;) € M, (K) inversible, alors

1
ATl=——. At
e (com A)

Remarque A estinversible & det A # 0

Exemple Soit la matrice de M;(R)

A

1 2 0
(3 1 2)
0 -1 0
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Calculer A71 si elle existe.

OnadetA = |é (2)| =2 # 0, alors A est inversible (A~ existe ).

1 2 3 2 3 1
/+|—1 0| 0 0 +|0 —1|\ s o0 3
toy2z oo 1o 1 o2
com A = | ool tlo o |0 1 —(2 02 15>
\+|20 1o +|12/ —2 -
1 2 3 2 3 1
2 0 4
(com A)t = ( 0 0 —2)
-3 1 -5
Finalement,
1 0 2
1 0 0 -1
A_lz Atz
dota M= 31 5
2 2 2
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