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Systemes du second ordre
Introduction

v La méthode du plan de phase a été une des premiéres techniques utilisée pour 1’étude des
solutions des equations différentielles non linéaires. Son principal inconvénient est qu’elle
ne peut étre appliquée qu’"a des équations du second ordre. De plus, étant une méthode
graphique, elle peut étre parfois fastidieuse, particulierement pour les égquations comportant
des non linéarités polynomiales. Toutefois, une interprétation graphique est toujours
souhaitable afin de mieux comprendre le comportement d’un systéme.

v Cette méethode graphique pour 1’étude des systemes du second ordre fut introduite par H.
Poincaré. L’idée de base est de générer dans I’espace d’¢état d’un systeme dynamique du
second ordre, (plan de phase), les trajectoires du mouvement, (solutions des equations non
linéaires), correspondant "a des conditions initiales variées, et d’en examiner alors les
caractéristigues qualitatives.

v~ On considere des systemes du second ordre, c’est ‘a dire régis par une équation
différentielle du second ordre. fliixe) =0

v~ On peut associer a cette equation différentielle une représentation d’état d’ordre 2.

¥ = frix1.x2) x2(0)

{ 1 = filx1.x2) o= { x1(0) }




Systemes du second ordre

Dentitions

X =F(X)
{X:(II,$2)ER2 et X = % (1)

1. Si F est fonction de X seulement, F(X), le systeme est dit autonome .
2. Si F est fonction explicite du temps, F(t,X), le systéeme est dit non autonome .
3. F est appelé un champ de vecteurs .

4. Le plan R? est appelé plan de phase .

5. Tout point X de R?tel que F(X) = 0 est appelé point Fixe, point critique ou encore
point d ‘equilibre .

6. Les solutions de (1) représentées dans I'espace I X R%sont appelés trajectoires .
7. Les solutions de (1) représentées dans le plan de phase sont appelées orbites.

8. Le portrait de phase est I'ensemble des orbites dans le plan de phase .




Systemes du second ordre

Exemple:

v Soit I’equation différentielle modélisant le mouvement d’un ressort de
raideur 1 et de I x(¢) +x(r) =0

A partir d’une position initiale x0, I’évolution de la position et de la vitesse est donnée
parles équations paramétriques:
{ x{t) = xpcosit)

X(f) = —xpsin(1)

ce qui conduit a” une équation de la trajectoire dans le plan (x, x)

2422 = 23

qui est I’équation d’un cercle dépendant de la condition initiale x,, voir figure




Construction pratique des trajectoires de phase

v Une figure approximative du portrait de phase peut étre donnée en tracant des trajectoires a
partir d’un grand nombre de conditions initiales différentes.
v 1l existe de nombreuses méthodes de construction des trajectoires de phase pour les

systemes linéaires ou non linéaires.
< Méthode analytique.
< Meéthode des isoclines.
< Meéthode delta.
< Méthode de Liénard.
< Meéthode de Pell.

» La méthode analytique : utilise la solution analytiqgue des équations différentielles
décrivant le systeme. C’est donc une méthode d ‘utilisation limitée.

» La méthode des isoclines : est une méthode purement graphique qui est un bon complement
de la précédente pour les systemes pour lesquels on ne dispose pas d’'une solution
analytigue.




Construction pratique des trajectoires de phase

La méthode analytique

Il existe deux techniques pour générer analytiquement les trajectoires de phase. Toutes deux
conduisent a une relation fonctionnelle entre les variables de phase (x4 ,x, ) du type:

gixy1.x3.c) =10
Premiere technique: A partir des équations d’état
i1 = fi1(x1.x2)
{ X3 = fa(x1,%2]
on obtient les solutions pour les variables de phase sous forme de courbes paramétreées:
x1 = gilt)
{ x2 = g2lt)
Des quelles on élimine la variable temps pour obtenir 1’équation de la trajectoire dans le plan de
phase g(x1,x5,¢) =0




Construction pratique des trajectoires de phase
Deuxieme technique:
On élimine directement le temps en posant:

dxy _ frlx1,%2)
dx1  fi(x1.x2)

puis 1’on résout cette équation différentielle, quand elle est a” variables séparables, pour
obtenir la relation fonctionnelle g(x4, x,,¢c) = 0

Cette technique est évidemment limitée par le type de non linéarité rencontrée. Toutefois,

elle est particulierement utilisée pour les systemes linéaires par morceaux.




Construction pratique des trajectoires de phase

La méthode des isoclines
L’idée principale réside dans le mot isocline.

Définition :Une isocline est une courbe dans le plan de phase définie comme le lieu des points
des trajectoires de phase de pente o donnée.
s(x1.x7) =s(x) = o= dx _ folx1,x)

dx1  filx1.x2)

On remarque en effet que la tangente "a la traiectoire passant par le point (x;,x, ) a pour pente :
dxy  falx1.x2)

dxi  filx1.x2)

L’équation s(x) = a définit la courbe isocline dans le plan (x;,x,) le long de laquelle les
tangentes "a la trajectoire de phase ont une pente a. La procédure consiste a tracer la courbe
isocline dans le plan de phase et "a tracer le long de cette courbe, de courts segments de droite de
pente a Ces segments sont paralleles et leur direction est déterminée par le signe de f; (x), > (x),
au point x. On répete ensuite la procédure pour différentes valeurs de la constante a.

Une fois le plan de phase rempli d’isoclines, a partir d’un point initial donné x,, on construit la

trajectoire partant de xoet reliant les segments entre eux.




Construction pratique des trajectoires de phase

A
Exemple:
Soit le systeme non linéaire donné par: \
X1 =x7 o :
alors s(x) = sinix1) =
X2 = —sin(x1) 2

d’ou I’on peut déduire que les isoclines sont definies par les sinusoides paramétrees:

= ——g§IN X
X2 o Sin(x1)

Nota: Pour utiliser la méthode des isoclines, il est necessaire que /’échelle en xi et en xz soit
la méme.




Comportement qualitatif: étude des points singuliers

Définition

Un point singulier est un point d’”"équilibre dans le plan de phase encore appelé point
stationnaire. Un point d’"équilibre est défini par x; = x, = 0. On obtient donc les points

d’équilibre en résolvant les “équations non linéaires algébriques:
{ filx1,x2) =0

falx1,x2) =0
Les points d’équilibre d’un systeme du second ordre sont appelés points singuliers, du fait

que si I’on desire calculer la pente en tout point de la trajectoire de phase, celle-ci est

donnee par: dxy  folx1,x)

dx;  filx1.x2)

En un point d’équilibre, cette pente n’est donc pas definie et plusieurs trajectoires peuvent

se croiser en un méme point.




Comportement qualitatif: étude des points singuliers

Exemple:

Soit le systeme gouverné par 1’équation différentielle:
+0.65+3x+x" =0

que 1’on peut réecrire sous forme d’équations d’état:

X1 =x7
Xy = —0.6x3 — x1{x1 + 3)
Les points singuliers sont obtenus par la résolution des équations:

x2=10
—0.6x2—x1(x1+3)=0

soit les deux points (0,0) et (-3,0)




Comportement qualitatif: étude des points singuliers
Cas des systémes linéaires
Un systeme linéaire autonome s’écrit
{ X1(f) = axy(2) + bxa(t)

soit Xx=dA4x avec A= ( : f;)
xXo(t) = exy(t) +dxalt)

et possede un point d’équilibre unique, x 0, I’origine du plan de phase. La solution de I’

equation x = Ax pour une condition initiale donnée par xos’écrit:

x(t) = Me" M 1xg
ou Jrest la forme de Jordan réelle de A et M est la matrice non singuliére de passage
vérifiant: M~1AM = J,. . Suivant la nature des valeurs propres de A, Jrpeut prendre

différentes formes




Comportement qualitatif: étude des points singuliers

Premier cas: Forme diagonale

Jo= M l4M = ( M0 )

0 A
» Pour z = Mx alors: z1(r) = Mizy
zZ(t) = Elz'fzgﬂ.
v Eliminant le temps entre les deux équations, on obtient 1’équation de la courbe dans le plan
de phase: 220 2/
2/ A1
z(t) = o A -1 (1)
<10
v Laforme des courbes de phases obtenues va ainsi dépendre du siane respectif des valeurs
propres Aiet Az.

1. Aiet A2de méme signe > 0ou >0

=
7]

Le point d’€quilibre est un noeud stable ou instable.

1. Avet A2de signe opposé ‘-
Le point d’¢quilibre est un point selle. / / va V1




Comportement qualitatif: etude des points singuliers

Deuxieme cas: Forme complexe conjuguée

wowae(§ 2)

» En coordonnées polaires #(z) = /z}(1) + 23(z). 6(t) = aretg [j—fﬁﬁ—;] I’équation de la trajectoire est
donnée par: { |

rt) = roe™

ﬂ(tj b Bu—l—ﬂr
ce qui définit une spirale logarithmique.

Le point d’équilibre est un foyer stable ou instable.
Cas particulier: =0

Le point d’équilibre est un centre.




Comportement qualitatif: étude des points singuliers

Cas non linéaire - Comportement local

v En examinant le portrait de phase du systéeme non linéaire donne comme I'Exemple précédent, on
peut constater que dans le voisinage des deux points d’équilibre, le comportement du systeme

s’identifie a celui d’un systeme linéaire, foyer stable pour (0,0) et point selle pour (-3,0) .

v Ces observations faites dans un cas particulier peuvent étre genéralisées et le comportement
qualitatif d’un systéeme non linéaire au voisinage d’un point d’équilibre peut étre déterminé par

linéarisation autour de ce point. Ces résultats sont donc valides localement.




Comportement qualitatif: étude des points singuliers

Principe de la méthode :
Soit x, ~ (o, p) point d’“équilibré d’un systéme non linéaire donné par:
X1 = filx1.x2)
{ X = falx1,x2)
v La procédure se décompose en trois étapes:

<  Changement de coordonnees:

XYi=x-a X = F(X1.%)
=
X = F(X).X)

X=x-p
X =4AX

dRiNn ) dRiNA)
a0 a0
A=

< Linéarisation:

dBin ) RN L)
a0 a0

est la matrice Jacobéenne de f(x) = ( e ) évaluée au point ( § )




I'Index

v L’index est une propriété topologique des systemes en rapport avec une région
déterminée du plan de phase. Elle est invariante pour des petites perturbations continues
du systeme considere. Cette propriéte permet, entre autres, d’’établir des conditions
nécessaires pour I’existence de cycles limites.

Définition : (Index en un point du plan de phase). Trois choix sont effectues :

1. Une courbe autour du point auquel /’index est évalue. Cette courbe est choisie de
maniere arbitraire, mais comprise dans un disque de taille suffisamment petite.
Théorigquement, le disque est de taille infinitésimale.

2. Une parametrisation de la courbe dans le sens trigonométrique positif.

3. Une suite arbitraire de points de la courbe dans le sens de la paramétrisation. Les points
sont alors numérotes selon cette progression (x, i = 1, . . ., n). Le dernier point X.
correspond au point initial x: (x:= x.). En chacun des points choisis x, i =1, . . . n, le
vecteur f(x), correspondant au systeme x " =f(x), est "évalue. On obtient ainsi une suite de
vecteurs fi= f(xi). numeérotes de i =1 a i = n. Les vecteurs sont ensuite reportés sur un autre
espace de telle sorte que leurs origines se confondent. L index mesure alors [’angle modulo
27 que [’extrémité des vecteurs fiparcourent dans le sens trigonométrique positif.

L’index est indépendant a la fois de la courbe choisie (pour autant quelle soit comprise
dans un disque de taille suffisamment petite), des points choisis xiet de leur nombre n.




Index

Exemple

Index +1

0 =2km k=+1
Index 0

Index —1

0 =2km, k=—1




Théoreme de I’index

Théoreme (Th. de ['index de Poincaré) Soit N le nombre de neeuds, centres et de
foyers et S le nombre de points selles. Si un cycle limite existe, les points singuliers

(points x, tels que f(x,) = 0) que le cycle encercle sonttelsque N = § + 1.

Théoreme (Sommation des index) Soit une courbe particuliere donnée. L’index de
cette courbe est la somme des index de tous les points d’équilibre compris a

[’intérieur de cette courbe.



