Chapitre 2
Systemes d’équations linéaires

L'une des nombreuses applications des déterminants est la résolution des systemes linéaires

Généralités

Définition On appelle systeme de m équations linéaires a n inconnues et a coefficients dans un
K, tout systeme de la forme

ai1xX1 + A12X> + .-+ A1nXn = b1
(S) az1X1 + Ay72Xo + .-+ AoynXn = b2
Ap1X1 + QpaXy + -+ App Xy = by
(m=mn, m>n ou m <n), ol les x; sont les inconnues, les a;; et les b; sont des €léments
de K.

Appellations :
1) On appelle solution du systéme (S) tout élément (y;,y,,..., ¥,) Vérifiant (S).
2) On appelle systeme homogene associé a (5) le systeme tiré de (S) avech; =0,i =1,...,m.

Remarque Un tel systeme homogene (S;) possede au moins la solution (0,0,..,0) dite
solution triviale

Définition On dit que deux systemes linéaires sont équivalents s’ils ont le méme ensemble
de solutions.

Théoreme Un systeme d’équations linéaires n’a soit aucune solution, soit a une seule solution,
soit a une infinité de solutions.

Notation matricielle

Peut s’écrire sous la forme matricielle : (S) & AX =B

Xy b,
all es aln xz b

ol A= : Pl X=|"S) etB= :2
Am1 - Amn ) :

Xp b,

A est la matrice associée au systeme (S)
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2x +y +5z =10
Exemple Soit (S) {x—Sy—7z =5
x—z=11

2 1 5 X
La matrice associéeest A=|(1 -3 =7 |, et X = (y

1 0 -1
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Les méthodes de résolutions d’un systeme linéaire

a) Méthode de Cramer
Le systeme (S) est dit de Cramer si et seulement si A est carrée et inversible c’est-a-dire det A

est non nul - Dans ce cas, (S§) admet une unique solution donnée par

by aj; -+ Qun a;; by - Qin a1 Qi - by

bZ az; e Qo arq bz e Aop ar1 0yy b2
X, — by, @y .. Gpn X = Gy bp ... Onn X — p1 Qpy ... by
1 det A ’ 2 det A rron det A

c'est les formules de Cramer.

2x+3y—z=5
Exemple Résoudre le systeme linéaire suivant : (S) { 4x +4y—3z =3
—2x+3y—z=1.

2 3 -1\ /x 5
Ona S ( 4 4 —3) <y> = (3)
-2 3 =1/ \z 1

det A = 20 # 0 donc (S) est un systeme de Cramer et admet une solution unique donnée par

5 3 -1 2 5 -1 2 3 5

3 4 -3 4 3 -3 4 4 3
_hho3 -1l 2 1 gl _l—2 3 1l _
* =00 Loy 20 et z 20 3

donc (1; 2; 3) est une solution unique de ce systeme.

Remarque : si AX = 0 alors X = 0 est la solution unique du systeme de cramer

b) Méthode de la matrice inverse
Soit (S) un systéme carré, avec I’ interprétation matricielle : AX = B.

Si la matrice A est inversible on peut résoudre ce systeme par la méthode de la matrice inverse
comme suit :

Ona AX=B & AT1AX =A"'B

S X=A"1B
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5x+7y—3z=16
Exemple Résoudre {Sx— 2y +4z = -7
xX+y—z=6.

5 7 =3 16
A=<3 -2 4>etB=<—7>
1 1 -1 6

det A = 24 # 0 alors A4 est inversible.

ERERN
comA=i —|7 _3 +§ :i
b2, +|5 _2|/

-2 7 5 -2 4
comA=<4 -2 2 )=>(comA)t=<7 -2 —29)

22 —29 —31 5 2 —31
2 4 22
) / 24 24 24
7 2 29|
_1= t: - —_— —_
derz (comA) 24 24 24l

|

|

\ 5 2 31
24 24 24

Donc

2 + 2><16+ ><( 7)+ ><6

(24 2 \ / \
7 2 7

X=A"'B= —_— —— —— o~ p— ——

| 22 "2 ( > | 2810 7 24X6 1~ ( )

\ : 2 \ 16+ x (=7) ><6/
24 24

alors (3; — 2; —5) est une solution unique de ce syste¢me.

Les opérations élémentaires

Définition Soit () un systeme linéaire de m équations, n inconnues et a coefficients dans R.
Notons L4, Ly, ..., L, les équations de (S).

On appelle opération élémentaire sur les lignes de (S) I'une des opérations suivantes :

- Multiplier une équation L; par un scalaire non nul «.

Cette opération est notée : L; — a L;

-Ajouter a I’une des équations L; un multiple d’une autre équation L; .

Cette opération estnotée : L; — L; + B L;.

-Echanger deux équation L; et L; : Cette opération est not€e : L; — L;.
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¢) Méthode de Gauss

Par une suite d’opérations élémentaires, on transforme le systéme (S) en un systeme (S")

équivalent et dont la matrice est triangulaire supérieure.

Exemple

X1+ 2x,+3x3+4x, =1

Soit le systeme linéaire

2x1+3x2+4X3+x4=2
3x1+4x2+X3+2x4=3

4‘X1 +XZ + ZX3 + 3X4 = 4‘

1. Résolution par la méthode de Gauss :
Lo—L,—2L
X1+ 2x,+3x3+4x, =1 L§&L§_3L1
2x1 + 3%y +4x3+ x4 =2 La—Ly—4Ly
3X1+4‘X2 +x3 +2x4 = 3
4x1 +x2 + 2x3 + 3x4 = 4‘

Lyels—2L, (X1 1 2% +3x3 +4x, =1
LyeLa=T7L, —Xy —2X3—7x4 =0
—4x; +4x, =0
4x3 + 36x, =0

Donc X4 =0, x3 =0,x, =

X1+ 2x, +3x3+4x, =1
=X, —2x3—7x4 =0
—2x5 —8x3—10x, =0
—7x5 —10x3 —13x, =0

X1+ 2%, +3x3+4x, =1

L4 (—L4 +L3

—Xy —2x3—7x4 =0

2. Résolution par la méthode de Gauss en écriture matricielle :

1 2 3 41\ LzeL3-31, /1
_[2 3 4 1)|2) Lkaclatl (0
(A]B) = 3 4 1 2|3 0
4 1 2 314 0

L3(—L3—2L2 1 2 3 4‘ 1
Ly<Ly=7L [0 —1 =2 —7 10\ LacLatls

0 O -4 4 |0

0 O 4 3610

Donc Xy = 0, X3 = 0, Xy = 0, X1 = 1.

Lz(—Lz—ZLl

—4x3 +4x, =0
40x, =0
2 3 4 11
-1 -2 =710
-2 -8 -10]0
-7 —=10 -1310
3
-1 -2 =7|0
-4 4
0 40

1
0
0
0

411

Exercice Résoudre par méthode de Gausss le systeme linéaire suivant :

2x—y+3z=2

x—y+z=3

Solution : (15; 4; -8) est la solution unique du systeme. ( faites les calculs )

—x—2y—3z=1
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Le cas général
Soit (S) le systeme suivant :

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = b1

a21X1+a22x2+"'+a2nxn=b2 o AX = B

()
Am1X1 + ApmaXy + -+ QnXn = by
Comment résoudre (S) ?

On extrait de (S) le systtme (S') suivant :

— — !
((ay12, + agpx, + -+ ayx, = by — (al,k+1xk+1 + Ay k42Xkq2 Tt alnxn) =b'y

_ g
() ! Ap1X1 + AypXy + +++ + QX = by — (az,k+1xk+1 t Ay k42Xg42 Tt aann) =b',

| : : :
_ N
taklxl + ayoxp + o+ AgpXy = by — (ak,k+1xk+1 t Agr+2Xp2 00t aknxn) =b'y

xl b’l
’ /] ! /] X2 ! blz . . 5
(§Ye MX'=B avec X' =|( . , B'=1", et M une matrice carrée d’ordre k telle que
Xk b,k

detM # 0.
(S') est donc un systeme de Cramer , qui a pour solution unique X' telle que :

_ detM; _detM, _ det My,
1 qetM 2 T dee M T der M

ol M; sont les matrices obtenues en remplagant la colonne j dans M par la colonne b'.

detM,; detM, det My,
detM ' detM '™’ detM ' X+ 1 Xke+2s

1¢"cas : Si le vecteur X = ( s xn) vérifie le systeme (S)

alors X est solution de (S).

2°™ecas : sinon (S) n’a pas de solutions.
2x+3y =7

Exemple Soit le systéme ($){3x—2y=5
x—5y=—-11........(3)

Onam=3, n=2

. . . (2x+3y=7
On extrait de (S) le systéme (S') suivant : {Sx _2y="5

on trouve M = (g _32) etb’ = (;) ,detM = —13 # 0, par méthode de Cramer on obtient :
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_|Z —2|_§ ot | 11
- —-13 13 —13 _13
29 11
13’13

I'équation x — 5y = —11. Donc le systeme (S) n'admet pas de solutions.

Alors (S")admet une unique solution (x,y) = ( ) La solution (i: 1—;) ne vérifie pas

3x+2y +2z—-t=0
Exemple Soit le systeme () { 4x -y -5z +2t=0
2x +5y+9z—4t=0........(3)

Onam=3,n=4
Tous les déterminants d'ordre 3 extraits de la matrice associée au systeme (S) sont nuls.

3x+2y =—-2z+t

On extrait de (S) le systtme (S") suivant : { 4x —y =5z —2t

on trouve M = (3 2 ) et b = (EZZ + t),detM = —11 # 0, par méthode de Cramer on

4 -1 z — 2t
—-2z+t 2 3 —-2z+t
obtient : x =82=2L =1 — ﬁ(8z —3t)et y =12t (—23z + 10¢).

On remplace dans la troisieme équation (3)

2 5
2x + 5y +9z — 4t =H(82—3t)+H(—23z+10t)+9z—4t

5,5
= -+ 2 4 92— 4t
1" 1 23 11
5 5
S (1B o)y (— £ 42y,
11 11 11

=0 Vzt eR

Donc le systeme (S) admet une infinité de solutions

E= {(ﬁ (82 — 3t),—(~23z + 10t),z,t )} zt ER.
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