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Chapitre 2 

Systèmes d’équations linéaires 
 

L'une des nombreuses applications des déterminants est la résolution des systèmes linéaires 

Généralités 

Définition   On appelle système de ݉ équations linéaires à ݊ inconnues et à coefficients dans un ܭ, tout système de la forme 

ሺܵሻ{ ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ +ڮ+ ܽଵݔ = ܾଵ  ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ +ڮ+ ܽଶݔ = ܾଶ  ڭ                        ڭ                               ڭ ܽଵݔଵ + ܽଶݔଶ +ڮ+ ܽݔ = ܾ 

ሺ݉ =  ݊, ݉ > > ݉  ݑ  ݊ ݊ሻ , où les ݔ  sont les inconnues, les ܽ et les ܾ sont des éléments    

de ܭ. 

Appellations : 

1) On appelle solution du système ሺܵሻ tout élément ሺݕଵ, ,ଶݕ . . . ,  . ሻ vérifiant  ሺܵሻݕ
2) On appelle système homogène associé à (S) le système tiré de ሺܵሻ avec ܾ = Ͳ, ݅ = ͳ, . . . , ݉. 
Remarque  Un tel système homogène ሺܵℎሻ possède au moins la solution  ሺͲ,Ͳ, . . , Ͳሻ dite 

solution triviale 

Définition   On dit que deux systèmes linéaires sont équivalents s’ils ont le même ensemble 

de solutions. 

Théorème   Un système d’équations linéaires n’a soit aucune solution, soit à une seule solution, 

soit à une infinité de solutions. 

Notation matricielle 

Peut s’écrire sous la forme matricielle :   ሺܵሻ   �ܣ =  ܤ

où                    ܣ = (ܽଵଵ … ܽଵڭ … ଵܽڭ … ܽ) ,      � = ൮
(ݔڭଶݔଵݔ ܤ ݐ݁   , = ൮

ܾଵܾଶܾڭ).  ܣ est  la matrice associée au système ሺܵሻ  
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Exemple   Soit       ሺܵሻ    {ʹݔ + ݕ + ͷݖ = ͳͲݔ − ݕ͵ − ݖ =  ͷݔ − ݖ = ͳͳ         

La matrice associée est   ܣ = (ʹ ͳ ͷͳ −͵ −ͳ Ͳ −ͳ),  et  � = ቆݖݕݔቇ et   ܤ = (ͳͲͷͳͳ) . 
Rang d'un système linéaire 

Définition :   rang  d’une matrice  

Le rang d’une matrice quelconque ܣ est égal au plus grand entier ݎ tel que l’on puisse extraire de  ܣ une matrice carrée d’ordre  ݎ inversible, c’est-à-dire de déterminant non nul. On note  ܣ ݃ݎ =  .ݎ
 

Définition   On appelle rang du système linéaire (S) le rang de sa matrice associée                                                                            ݃ݎሺܵሻ =  ሻܣሺ݃ݎ
Exemple  1) Soit ܣ la matrice suivante  ܣ = ቀͳ ͵ ʹͳ ͵ ͳቁ 

Le rang de ܣ est 2 : 

 ܣ de taille ʹ × ͵, donc ݎ = Ͳ,ͳ ou ʹ. 
 comme le déterminant de la sous-matrice composée de la première et de la deuxième 

colonne est nul, on ne peut pas conclure 

  comme le déterminant de la sous-matrice  ቀͳ ʹͳ ͳቁ est  −ͳ ≠ Ͳ, donc ݎ =  ʹ.  

2) Soit  ܤ = ( ͳ Ͳ ͳͲ ͷ −ͳ−ͳ Ͳ −ͳ) 

 ܤ de taille ͵ × ͵, donc ݎ  ͵. 
 le déterminant de ܣ est 0 donc ݎ ≠ ͵ 

 comme le déterminant de la sous-matrice  ቀͳ ͲͲ ͷቁ  est  ͷ ≠ Ͳ, donc  ݎ =  ʹ.  

3) Soit   ܥ = ቀʹ −ͳ ͳͶ −ʹ ʹቁ . On a  ܥ ݃ݎ = ͳ , car tous les déterminants d’ordre ʹ sont nuls. 
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Les méthodes de résolutions d’un système linéaire 

a)  Méthode de Cramer  

Le système ሺܵሻ est dit de Cramer si et seulement si ܣ est carrée et inversible c’est-à-dire 

 ݉ = ݊ =  Dans ce cas, ሺܵሻ admet une unique solution donnée par  .ݎ

ଵݔ = |
ܾଵ ܽଵଶ … ܽଵܾଶ ܽଶଶ … ܽଶܾڭ ଶܽڭ …ڭ |detܽڭ ܣ , ଶݔ = |

ܽଵଵ ܾଵ … ܽଵܽଶଵ ܾଶ … ܽଶܽڭଵ ڭܾ …ڭ ݐ݁݀|ܽڭ ܣ ,… , ݔ = |
ܽଵଵ ܽଵଶ … ܾଵܽଶଵ ܽଶଶ … ܾଶܽڭଵ ଶܽڭ …ڭ ݐ݁݀|ڭܾ ܣ   c'est les formules de Cramer. 

  Exemple  Résoudre le système linéaire suivant :  ሺܵሻ    { ݔʹ + ݕ͵ − ݖ = ͷ      Ͷݔ + Ͷݕ − = ݖ͵ ݔʹ−  ͵ + ݕ͵ − ݖ = ͳ .         
On a                        ሺܵሻ  ( ʹ ͵ −ͳͶ Ͷ −͵−ʹ ͵ −ͳ)ቆݖݕݔቇ = (ͷ͵ͳ), 

det ܣ = ʹͲ ≠ Ͳ donc ሺܵሻ est un système de Cramer et admet une solution unique donnée par 

ݔ = |
ͷ ͵ −ͳ͵ Ͷ −͵ͳ ͵ −ͳ|ʹͲ = ͳ , ݕ = |

ʹ ͷ −ͳͶ ͵ −͵−ʹ ͳ −ͳ|ʹͲ = ݖ    ݐ݁   ʹ = |
ʹ ͵ ͷͶ Ͷ ͵−ʹ ͵ ͳ|ʹͲ = ͵   

donc ሺͳ;  ʹ;  ͵ሻ est une solution unique de ce système. 

Remarque :      si  ܣ� = Ͳ alors � = Ͳ est la solution unique du système de cramer  

b)  Méthode de la matrice inverse 

Soit ሺܵሻ un système carré, avec l’interprétation matricielle :   ܣ� =  .ܤ

Si la matrice ܣ est inversible on peut résoudre ce système par la méthode de la matrice inverse 

comme suit :  

On a                                            ܣ� = ܤ  ܣ−ଵܣ� =  ܤଵ−ܣ

                                    � =  ܤଵ−ܣ

 

det A

est non nul



                                                                                    Dr Djebbar Samir 

33 

Exemple  Résoudre   {ͷݔ + ݕ − ݖ͵ = ͳ      ͵ݔ − ݕʹ + Ͷݖ = −  ݔ + ݕ − ݖ =  .           

ܣ = (ͷ  −͵͵ −ʹ Ͷͳ ͳ −ͳ) ܤ ݐ݁  = (ͳ− ) 

det ܣ = ʹͶ ≠ Ͳ alors ܣ est inversible. 

ܣ ݉ܿ = (  
 + |−ʹ Ͷͳ −ͳ| − |͵ Ͷͳ −ͳ| + |͵ −ʹͳ ͳ |− | −͵ͳ −ͳ| + |ͷ −͵ͳ −ͳ| − |ͷ ͳ ͳ|+ |  −͵−ʹ Ͷ | − |ͷ −͵͵ Ͷ | + |ͷ ͵ −ʹ|)  

 
 

ܣ ݉ܿ  = (−ʹ  ͷͶ −ʹ ʹʹʹ −ʹͻ −͵ͳ) ฺ ሺܿܣ ݉ሻ௧ = (−ʹ Ͷ ʹʹ −ʹ −ʹͻͷ ʹ −͵ͳ) 

ଵ−ܣ = ͳdet ܣ ሺܿܣ ݉ሻ௧ = ( 
  −

ʹʹͶ    ͶʹͶ    ʹʹʹͶ    ʹͶ − ʹʹͶ − ʹͻʹͶ    ͷʹͶ   ʹʹͶ − ͵ͳʹͶ) 
  . 

Donc  

� = ܤଵ−ܣ =
( 
  −

ʹʹͶ    ͶʹͶ    ʹʹʹͶ    ʹͶ − ʹʹͶ −ʹͻʹͶ    ͷʹͶ   ʹʹͶ −͵ͳʹͶ) 
  × (ͳ− ) = ( 

  −
ʹʹͶ × ͳ + ͶʹͶ × ሺ−ሻ + ʹʹʹͶ × ʹͶ × ͳ − ʹʹͶ × ሺ−ሻ − ʹͻʹͶ × ͷʹͶ × ͳ + ʹʹͶ × ሺ−ሻ − ͵ͳʹͶ ×  ) 

  = (−͵ʹ−ͷ) 

alors ሺ͵;− ʹ; −ͷሻ est une solution unique de ce système. 

Les opérations élémentaires 

Définition  Soit ሺܵሻ un système linéaire de ݉ équations, ݊ inconnues et à coefficients dans ℝ. 

Notons ܮଵ, ,ଶܮ … ,  . les équations de ሺܵሻܮ
On appelle opération élémentaire sur les lignes de ሺܵሻ l’une des opérations suivantes : 
- Multiplier une équation ܮ par un scalaire non nul  ߙ. 

Cette opération est notée :   ܮืܮ ߙ 
-Ajouter à l’une des équations ܮ un multiple d’une autre équation ܮ . 
Cette opération est notée :   ܮื ܮ + ܮ ߚ  . 
-Echanger deux équation ܮ et ܮ : Cette opération est notée :   ܮ  .ܮ   →  ึ   
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c)   Méthode de Gauss 

Par une suite d’opérations élémentaires, on transforme le système ሺܵሻ en un système ሺܵ′ሻ 
équivalent et dont la matrice est triangulaire supérieure. 

Exemple 

Soit le système linéaire  {ݔଵ + ଶݔʹ + ଷݔ͵ + Ͷݔସ = ͳʹݔଵ + ଶݔ͵ + Ͷݔଷ + ସݔ = ଵݔ͵ʹ + Ͷݔଶ + ଷݔ + ସݔʹ = ͵Ͷݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ + ସݔ͵ = Ͷ. 
1. Résolution par la méthode de Gauss : 

ଵݔ} + ଶݔʹ + ଷݔ͵ + Ͷݔସ = ͳʹݔଵ + ଶݔ͵ + Ͷݔଷ + ସݔ = ଵݔ͵ʹ + Ͷݔଶ + ଷݔ + ସݔʹ = ͵Ͷݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ + ସݔ͵ = Ͷ.  
మ←మ−ଶభయ←య−ଷభర←ర−ସభ⇔         { ଵݔ + ଶݔʹ + ଷݔ͵ + Ͷݔସ = ͳ          −ݔଶ − ଷݔʹ − ݔସ = Ͳ     −ʹݔଶ − ͺݔଷ − ͳͲݔସ = Ͳ   −ݔଶ − ͳͲݔଷ − ͳ͵ݔସ = Ͳ     

య←య−ଶమర←ర−మ⇔       {ݔଵ + ଶݔʹ + ଷݔ͵ + Ͷݔସ = ͳ         −ݔଶ − ଷݔʹ − ݔସ = Ͳ                   −Ͷݔଷ + Ͷݔସ = ͲͶݔଷ + ͵ݔସ = Ͳ   ర←ర+య⇔      {ݔଵ + ଶݔʹ + ଷݔ͵ + Ͷݔସ = ͳ         −ݔଶ − ଷݔʹ − ݔସ = Ͳ                   −Ͷݔଷ + Ͷݔସ = Ͳ              ͶͲݔସ = Ͳ   
Donc              ݔସ  =  Ͳ, ଷݔ  =  Ͳ, ଶݔ   =  Ͳ, ଵݔ   =  ͳ. 
2. Résolution par la méthode de Gauss en écriture matricielle : 

ሺܤ|ܣሻ = ቌͳ ʹ ͵ Ͷʹ ͵ Ͷ ͳͶ͵ Ͷͳ ͳʹ ʹ͵|ͳ͵ʹͶቍ 
మ←మ−ଶభయ←య−ଷభర←ర−ସభ⇔         ቌͳ   ʹ ͵       ͶͲ −ͳ −ʹ    − ͲͲ −ʹ − −ͺ −ͳͲ −ͳͲ−ͳ͵|

ͳͲͲͲቍ 

య←య−ଶమర←ర−మ⇔       ቌͳ   ʹ ͵       ͶͲ −ͳ −ʹ    − ͲͲ Ͳ Ͳ −Ͷ Ͷ Ͷ͵ |
ͳͲͲͲቍ ర←ర+య⇔      ቌͳ   ʹ ͵       ͶͲ −ͳ −ʹ    − ͲͲ Ͳ Ͳ −Ͷ Ͳ ͶͶͲ |

ͳͲͲͲቍ  
Donc              ݔସ  =  Ͳ, ଷݔ  =  Ͳ, ଶݔ   =  Ͳ, ଵݔ   =  ͳ. 
Exercice  Résoudre par méthode de Gausss le système linéaire suivant :  { ݔʹ − ݕ  + ݖ͵ = − ݔʹ ݕ + ݖ  = ݔ−͵ − ݕʹ − ݖ͵ = ͳ 

Solution :   (15; 4; -8) est la solution unique du système.   ( faites les calculs )    
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Le cas général    

Soit ሺܵሻ le système suivant :    

ሺܵሻ { ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ +ڮ+ ܽଵݔ = ܾଵ  ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ +ڮ+ ܽଶݔ = ܾଶ   ڭ                        ڭ                               ڭ ܽଵݔଵ + ܽଶݔଶ +ڮ+ ܽݔ = ܾ �ܣ =  ܤ

Comment résoudre ሺܵሻ ? 

On extrait de ሺܵሻ  le système  ሺܵ′ሻ suivant : 

ሺ ܵ′ሻ  {  
  ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ +ڮ+ ܽଵݔ = ܾଵ − (ܽଵ,+ଵݔ+ଵ + ܽଵ,+ଶݔ+ଶ +ڮ+ ܽଵݔ൯ = ܾ′ଵ ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ +ڮ+ ܽଶݔ = ܾଶ − (ܽଶ,+ଵݔ+ଵ + ܽଶ,+ଶݔ+ଶ +ڮ+ ܽଶݔ൯ = ܾ′ଶ                                  ڭ                                                                                             ڭ                       ڭ   ܽଵݔଵ + ܽଶݔଶ +ڮ+ ܽݔ = ܾ − (ܽ,+ଵݔ+ଵ + ܽ,+ଶݔ+ଶ +ڮ+ ܽݔ൯ = ܾ′  

ሺܵ′ሻ  ′�ܯ = ′�   avec ′ܤ = ൮ݔଵݔଶݔڭ)   ,  ܤ′ = ൮ܾ′ଵܾ′ଶܾڭ′)  et  ܯ une matrice carrée d’ordre ݇ telle que 

detܯ ≠ Ͳ. ሺܵ′ሻ est donc un système de Cramer , qui a pour solution unique �′ telle que : 

ଵݔ = detܯଵdetܯ , ଶݔ = ݐ݁݀ ݐଶ݀݁ܯ ܯ ,… , ݔ = ݐ݁݀ ݐ݀݁ܯ ܯ  

où  ܯ  sont les matrices obtenues en remplaçant la colonne ݆ dans ܯ par la colonne ܾ′. ࢋ�cas : Si le vecteur � = ቀௗ௧ெభௗ௧ெ , ௗ௧ெమௗ௧ெ , … , ௗ௧ெ�ௗ௧ெ  , ,+ଵݔ …,+ଶݔ ,  ቁ vérifie le système ሺܵሻݔ
alors � est solution de ሺܵሻ. èࢋcas : sinon  ሺܵሻ n’a pas de solutions. 

Exemple  Soit le système         ሺܵሻ{ ݔʹ + ݕ͵ =                             ͵ݔ − ݕʹ = ͷ                                ݔ − ͷݕ = −ͳͳ…………ሺ͵ሻ 
On a ݉ = ͵, ݊ = ʹ  

On extrait de ሺܵሻ  le système  ሺܵ′ሻ suivant : {ʹݔ + ݕ͵ = ͵ݔ − ݕʹ = ͷ 

on trouve  ܯ = ቀʹ ͵͵ −ʹቁ et b′ = ቀͷቁ , detܯ = −ͳ͵ ≠ Ͳ , par méthode de Cramer on obtient : 
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ݔ = | ͵ͷ −ʹ|−ͳ͵ = ʹͻͳ͵ ݕ   ݐ݁      = |ʹ ͵ ͷ|−ͳ͵ = ͳͳͳ͵    
Alors  ሺܵ′ሻadmet une unique solution  ሺݔ, ሻݕ = ቀଶଽଵଷ , ଵଵଵଷቁ. La solution ቀଶଽଵଷ , ଵଵଵଷቁ  ne vérifie pas 

l'équation  ݔ − ͷݕ = −ͳͳ .   Donc le système ሺܵሻ n'admet pas de solutions.   

Exemple  Soit le système   ሺܵሻ  { ݔ͵ + + ݕʹ − ݖʹ ݐ  = Ͳ                      Ͷݔ − ݕ − ͷݖ + ݐʹ = Ͳ                     ʹݔ + ͷݕ + ͻݖ − Ͷݐ = Ͳ.…… . . ሺ͵ሻ    
On a ݉ = ͵, ݊ = Ͷ 

Tous les déterminants d'ordre 3 extraits de la matrice associée au système ሺܵሻ sont nuls. 

On extrait de ሺܵሻ  le système  ሺܵ′ሻ suivant : {͵ݔ + = ݕʹ ݖʹ− + ݔͶ   ݐ − ݕ = ͷݖ − ݐʹ  

on trouve  ܯ = ቀ͵ ʹͶ −ͳቁ et  b′ = ቀ−ʹݖ + ݖͷݐ − ቁݐʹ , detܯ = −ͳͳ ≠ Ͳ , par méthode de Cramer on  

obtient :    ݔ = |−ଶ௭+௧ ଶହ௭−ଶ௧ −ଵ|−ଵଵ = ଵଵଵ ሺͺݖ − ݕ  ሻ etݐ͵ = |ଷ −ଶ௭+௧ ସ ହ௭−ଶ௧ |−ଵଵ = ଵଵଵ ሺ−ʹ͵ݖ + ͳͲݐሻ. 
On remplace dans  la troisième équation  (3) 

ݔʹ + ͷݕ + ͻݖ − Ͷݐ = ͳʹͳ ሺͺݖ − ሻݐ͵ + ͷͳͳ ሺ−ʹ͵ݖ + ͳͲݐሻ + ͻݖ − Ͷݐ 
  = ଵଵଵ ݖ − ଵଵ ݐ − ଵଵହଶଷ ݖ + ହଵଵ ݐ + ͻݖ − Ͷݐ 
  =  ቀଵଵଵ− ଵଵହଵଵ + ͻቁ ݖ + ቀ− ଵଵ+ ହଵଵ− Ͷቁ  ݐ
   = Ͳ         ∀ ݖ, א ݐ ℝ. 

Donc le système ሺܵሻ admet une infinité de solutions    ܧ = {ቀ ଵଵଵ ሺͺݖ − ,ሻݐ͵ ଵଵଵ ሺ−ʹ͵ݖ + ͳͲݐሻ, ,ݖ ,ݖ        {ቁ ݐ א ݐ ℝ. 
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