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Chapitre VIII. Intégraleindéfinie. Calcul intégral.

L’intégrale indéfinie est le probléme inverse de la recherche de la dérivée d’une fonction
donnée.

81. Primitives. Intégrale indéfinie.

VI111.1.Notion de primitives d’une fonction. Soit f une fonction définie sur un intervalle
| < R . Onchercheunefonction F définie et dérivable sur | vérifiant:

F'(x) = f(x), Vx € I. (@)

Définition. On appelle primitivede f sur | toute fonction F définie et dérivable sur 1,
vérifiant 1’égquation (1).

Théoreme. S f admet une primitive, alorselle en admet uneinfinitéet s F,G sont deux
primitivesde f sur 1, alorsil existe une constante ¢ € R telle que:

F(X) - G(x) =¢c, Vxel.

VIII.2. Intégrale indéfinie.

Définition. On appelle intégrale indéfinie de f sur | < R I’ensemble des primitives de f
sur |, si elles existent, gu’on note _[f(x)dx, X e l.
Si F est uneprimitive de f, alorson écrit :
J-f(x)dx =F(X)+c, ceR.

En pratique, on désigne souvent par I’intégrale indéfinie une certaine fonction primitive au
lieu de I’ensemble des primitives de f.

VI111.3. Existence de I’intégrale indéfinie. Pour I’existence de I’intégrale indéfinie d’une
fonction f, c’est adire d’une primitive, on ala condition suffisante suivante:

Théoreme. Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur cet intervalle.

Consequence. Les fonctions élémentaires réelles admettent toutes des primitives.

Remar que. Il existe des fonctions n’admettant de primitives au sens de la définition donnée.

§2.Calcul intégral.
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L’ opération de recherche de I’intégrale indéfinie est appelée intégration ou primitivisation
et pour cela, on dit souvent intégrer une fonction au lieu de calculer son intégrale indéfinie.

VII1.4. Propriétés fondamentales de I’intégrale indéfinie. Les propriétés suivantes sont
vraies:

j (F(X) + g(x))dx = j f(x)dx + j g()dx ;
i) j A()dx = A j f)dx , VA € R:
i) (] f(x)dx)' =09 ou d( [ f9ax) = fgax
iv) J-dF(x) = F(X) +¢;
V)s [f(9dx = F(x) +c, dors [f(ax+b)dx = +F(ax+b)+c.

VI11.5. Tabledes principalesintégralesindéfinies. A partir de latable des dérivées des
fonctions éémentaires, on établit |a table suivante des primitives de fonctions €lémentaires:

)] Ide=c;

Xa+l
a+1

J.x“dx— +¢, (¢ eR,a+-1),
i) Iaxdx— Oga+c(a>0 a+l,; Iexdx=ex+c, X € R;
I%=I0g|x|+c(x¢0);

_[sinxdx=—cosx+c; Icosxdx:énx+c, X e R;

= —ctgx+ ¢, X = kr, ke Z;

Vi) J-cozx =tgx + C, x¢—+k7r Isnz

arcsinx + ¢ ,

viiy [ - ,
J1-x2 —arccosx + ¢

-1<x<1;

arctgx+c ,
viii) dX2= 9 . XeR:
1+x —arcctgx + ¢ ,
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poset = ¢(X), dt = ¢'(X)dx. Danscecas, ona
IﬂmW=Igmm=G®+c=quD+c

Exemple. Calculer F(x) = I./sinx.cosx dx. Remarquons tout d’abord que
J.,/sinx.cosxdx = I./sinx sin'xdx = J.,/sinxd(sinx).

Ainsi, en posant t = sinx, on obtient :
sinx.cosxdx = = £t +c= £sn¥x+c.
Janx d JIdt §t3/2 % 32

Parfois |e changement de variable n’est pas visible et on peut, dans certains cas, poser
X = y(t). Plus précisément, on ale théoreme suivant:

Théoreme 2. Soient f une fonction continuesur 1 et v : J — | unefonction inversible
telle que v € C1(J). Alors, en posant X = y(t), on obtient la formule

J fo0ax = [ty @) Mt = [ gdt = 60 + ®

avec t =y 1(X) = p(x), dx=y/(t)dt et Guneprimitivedeg. Onrevient ensuite ala
variable x en remplagant t = y~%(x), d’ou

[foodx = Gy ) +c. )
Cette méthode est dite méthode de substitution.

dx
(X2 + a2)3/2
visible et il est préférable d’utiliser le théoréme 2 en faisant le changement suivant:
X = y(t) = atgt. Dansce cas, ona
3
dx = gdt , x2 4 g2)32 — _@a
o st ( \) cos’t _
et en remplagant dans |’intégrale, on obtient, apres quelques transformations
trigonomeétriques:

Exemple. Calculer I . Dans cet exemple, le changement de variable n’est pas

dx _ [acos’t 4 - 1 _ 1 g
= = — | costdt = —=-sint+cC.
-[ (x2 + a?)%? a3 cos?t a2 -[ a2
Comme t =arctg§, alorson alarésultat:
dx 14 X 1 X
——>-—— = =-gdnactg45 +Cc = =5 —=2—— +C.

Remarques.

1) Le choix du changement de variable doit étre judicieux et seule la pratique du calcul
intégral permet de le déterminer.

2) Comme dt = dp = ¢'(X)dx dansle théoreme 1, il est préférable d’écrire I’intégrale sous
laforme:

[fo0dx = [ a(p)de = Fp) +c.
3) Nous conseillons au lecteur de vérifier les résultats obtenus en calculant leurs dérivées qui
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doivent étre égales aux fonctions aintégrer.

VI111.8. Méthode d’intégration par parties. Un grand nombre d’intégrales se calculent par
laméthode d’intégration par parties qui est donnée par e théoreme suivant:

Théoreme. Soient u, v deux fonctions dérivables sur unintervalle | R tellesquela
fonction u'v admet une primitive sur I. Alorslafonction uv' admet une primitivesur | eton
a:

J. u(x)v'(x)dx = u(x)v(x) — J. u' (X)v(x)dx. (5)

En particulier lethéoreme est vrai si u,v € CY(l).

Symboliguement, on écrit:
Iu dv = u.v—_[vdu.

Remar ques.

1) Le choix de cette méthode n’ade sens que si I’intégrale figurant dans le membre de droite
delaformule (5) est facile acalculer.

2) Lechoix desfonctions u et v doit étre judicieux et ce n’est que par la pratique des
exercices que I”on pourra plus facilement faire ce choix.

3) Lapratique montre gqu’un bon nombre d’intégrales susceptibles d’étre calculées par l1a
méthode d’intégration par parties peuvent étre classées en trois groupes:

a) _[ f(x) logx dx, _[ f(x) arcsinx dx, _[ f(x) arccosx dx, _[ f(x)arctgx dx,

_[ f(x) (arccosx)2dx, _[ f(x)(arctgx)?dx,...dansle casou f admet une primitive;

b. IP(X) cosyx dx, J. P(x)sinyx dx, IP(x)eVde ou P est un polynéme
(y € R), danscecas, onpose u(x) = P(x);

C. fe“xcosﬂx ax, J.e“"sinﬁx dx (a,p € R), J.sin(logx)dx,
J.cos(logx)dx, (a,B € R).

Exemples. Comme pour les exemples précédents, la constante arbitraire est désignée par la
lettrec € R.

1) J. xarctgx dx. Posons u =arctgx et V' = x. Alorsona
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__1 G T e T S——— e
u = T3 g v= > et, d’aprés laformule d’intégration par parties:
_ X2 1 x _ X2 N G o R A
Ixarctgxdx = arctgx v 5 arctgx _[ 1132 dx =
= —arctgx— = K ) = —arctgx— —(x arctge) + ¢ =
_ x2+1 _ X
=5 arctgx 5 +C.

2) 1y = Ix”logx dx ( n# -1) . Posons u(x) = logx et v'(x) = x".

Alorsona u'(x) = % V(X) =

et d’apréeslaformule d’intégration par parties:

n11>+0

Xn+l
n+1
_ 1 n _ Xn+1
logx n+1 IX dx n+1
3) Etablissons une formule récurrente pour calculer I’intégrale

[ a
1—I (t2+a2)”’n21'

n B Xn+1
_[x logx dx = ]

On &, en intégrant par parties :

— - t t —
In _f (t2 + a®)" - (t2 + a®)" +2nJ. (12 + a2)™1 dt =

2 2 2
-t __ .o +a’)-a dt = L +2nl,, — 2na?l
(t2+a2)n _[ (t2+a2)n+l (t2+a2)n n n+ls
d’ou I’on déduit la formul e de récurrence suivante;
In+1 = L 2n-—1 Iny > 1

+
(t2+a?)"  2ka? -
Comme I, secalculeenfonctionde 1,,, w1 enfonctionde I, etains desuite, alors
il revient, en fin de compte, acalculer 11 qui est égae &

_ a  _ 1 t
Il_-‘-t2+a2 = zactgz +C.

83. Intégration defractionsrationnelles.

Lesfractions rationnelles forment une classe importante de fonctions dont I’intégrale se
calcule par les méthodes précédentes et dont I’intéret réside dans le fait que:

1°/ I’intégration de nombreuses fonctions non rationnelles se raméne a celle de fractions
rationnelles par des changements de variables;

2°/ il existe une méthode générale d’intégration d’une fraction rationnelle qui consiste, aprés
I”avoir transformeée, aintégrer une somme finie de fractions plus simples. Pour cela, rappelonsle
théoreme sur la décomposition d’une fraction rationnelle réelle en une somme finie de fractions,,
appel ées éléments simples.
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VI111.9. Décomposition d’unefraction rationnelle en éléments simples.

Théoreme fondamental de décomposition. Soient % une fraction rationnelle telle que
degP < degQ et
Q(X) = (X —X1)™M(X = X2)M2... (X = X) ™ (X% + p1X + Q1) " (X% + p2X + Q2)"2... (X% + piX + g™,
avec Xi, X2,..., Xk, P1, d1, P2, O2,..., P, G € R,
My, Mp,..., M, Ny, Np,..., e N et Aj=p2—-4q <0,
i =1,2,...,0. Alorslafraction rationnelle % se décompose en une somme finie unique
d’éléments simples de premiére et deuxi eme especes comme suit:
B = All A12 +... +A
Q X—X1 (X—X1)2 (X_Xl)ml
+ Az Az Azm,
X— X2 (X—X2)2 (X—Xz)m2
T +
Akl Akz Akmk
+ + o ———
X — Xk (X _ Xk)2 (X _ Xk)mk
M11X+ N1z M 12X + N1o M1n, X+ N1n,
X+ piX+0r C+px+01)? T (XP+px+q)™
M21X+ N21 M22X+ N22 I\/IZnZX‘*' N2n2
+ ...
X2+ pPaX+02 (X% + p2X+Q2)? (X2 + pP2X + Q)"
o
MX + Ny n MpX + Ngo Mn X + N,
X+ pX+ e (RCHpx+a0)? T O+ pX+ o)™

avec Ai1,Azz...,Ame, _
M11,N11,M12,N12, ...,Mm,Nin, € R, Aj=pf—4qgi <0, i=12...,0
De maniére condensée cette décomposition s’écrit

: = MiiX + N
_Z (Z (- x7 ) "z (Z 0+ pox+ ) )

i=1 =1 i=1 I=

VI111.10. Méthode des coefficients indéter minés. Exemple. Pour déterminer les
coefficients Ajj, Mj; et Nj;, on aune méthode générale, dite méthode des coefficients
indéterminés qu’on illustre par I’exemple suivant: soit a décomposer la fraction réguliere

PO 23 +4x%+x+2
QX))  (X—D?(X°+x+1)
D’apres le théoreme, on alaformule de décomposition suivante :
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23 +4x2+x+2 _ A B . Mx+N _
(X-D?(x*+x+1) Xx=-1  (x-1)2 x?+4x+1
_AX=DR+x+ D) + B+ x+ D) + (Mx+ N)(x-1)2
(X—-1D?(X%>+x+1)
_ A+ M)+ (B+N-2M)xX* + (B+M-2N)x+ (-A+B+N)
(X-=1D?(x>+x+1) '
En identifiant coefficients dans |es numérateurs, on obtient le systeme d’équations linéaires
suivant:

A + + M
B-2M+ N
B+ M-2N

-A+ B + +N = 2

Ce systéme admet une solution unique: A=2, B=3, M=0et N=1. D’oula
décomposition :

I
N - NN

2P +4xX%2+x+2 2 3 1

X-120C+x+1)  X-1 & (X-12 x+x+1

Remar que. La méthode des coefficients indéterminés peut s’avérer longue et parfoisil vaut
mieux appliquer la méthode d’élimination dans |e cas ou le dénominateur Q n’admet que des
racines reelles:

Q) = (X—X1)™(X—=X2)M2...(X—=X)™, Xi # Xj ST #].
Dans ce cas, les coefficients A;; sont données par laformule suivante

A = 1 d (%(x—xi)mi)

(m; —j)! dxm-

Ci=1,...kj=1..m.

X=Xi

VI11.11. Méthode d’intégration d’unefraction rationnelle. Soit aintégrer une fraction
. P(x)
rationnelle ——.
Q(x)
Premier cas. s % est réguliere (i.e.. degP < degQ), alors, d’apres le théoreme
fondamental, on la décompose en une somme finie d’éléments simples qui sont de laforme:
Mx + N 2 )
, , AaM,Ne R, mnel, —4q < 0. Enfonctionde met n,
x—a)™"  (X2+px+q)" © © =4
intégrer une fraction rationnelle réguliere revient a calculer quatre types d’intégrales, a savoir:

typel : _[ Xéadx= Alogx—al+c (casm=1) ;

. A _ A
typell: J-(x—a)mdx (m-21)(x—a)™?

+c(casm>1) ;

ZMX—+Ndx (casn=1) ;

typelll: Ix X+
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Mx+ N

typelV: I(X2+px+q)ndx(casn>1).

Algorithme de calcul desintégralesdetypes |11 et IV. Sachant que
2 2
p2—4q<0<:>q—p7>0 etenposant a = q—pT, on peut €crire::
2 _ P2 P P2, o2
x+px+q—(x+2)+(q 4)—(x+2)+a.

Pour le calcul desintégrales detypeslil et IV, onpose t = X + % etona dt = dx.

VII1.12. Exemple. Calculer | 5 X31)+ %ﬁjéxf?,)z X

P(X) X3+ 222 +x-1 4 fn 1]
Lafraction rationnelle = étant réguliére, on peut la
! ! Q(x) (X + 1)3(x? + 3x + 3)? gL P
décomposer en éléments simples suivant laformule :
X3+ 2x2+x-1  _
(X+1)3(x? + 3x+ 3)?

A_ | B n C +_Mx+N Rx+ S
X+1  (x+1)2 x+1°3® x?+3x+3 (X°+3x+3)?°
Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient: A = -2,

B=2 C=-1, M=2, N=2 R=1 S=2.D’ou:
J‘ X2+ x=1 4
(X+1)3(x? + 3x+ 3)?

1 2 1 x+1 X+2
-2 - 2
Ix+1dx+j (x+1)2dx I(x+1)3dx+ Ix2+3x+3dx+j (x2+3x+3)2dx
Pour lesintégrales de types| et |1, on obtient :

_dx 2
-2 I~ —2logix+ 1]+,

2.[( T2 x+11©

_ 1
I(x+1)3 2x+ 12 ¢
Pour lesintégrales de typeslil et 1V, écrivons d’abord :

x2+3x+3=(x+%)2+(3—%)=(x+%)2+§ =t?+a?.

4
En posant t:x+% et a= % on obtient
t- 1 4
x+1 dx = 2 dt = t dt_l t =
J.x2+3x+3 J.t2 a2 J.t2+a2 2-'.t2+a2
_ 1
= (Iog(t2+a2) arctga +C,
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1
X2 _dgx= [ ——2 dt= [ loodt+ L[ A
J. (X2+3X+3)2 J. (t2+a2)2 I (t2+a2)2 + 2 J. (t2+a2)2 :
Laderniere intégrale se calcule d’apres laformule de récurrence de I’exemple 3) du n°VI111.8.
Finalement, on trouve aprés arrangement des termes que
X3+ 2% +x-1
(X+1)3(x%2 +3x+ 3)2
2 1

=— X -2l 1
x+1 2(x+ 1) " 3(x%2 +3x+3) ogh + 1] +

9 3
Deuxiéme cas. Si degp > degQ, aorsen faisant ladivision euclidienne, on obtient

% = S+ %, degR < degQ,

telle que Sest un polynéme et R une fraction rationnelle réguliére et, dlorson a

Q
I%dx—jé‘dx+_[ Rx.

+log(x? + 3x + 3) — 443 arctg( /3 (2x + 3)) +C.

8 4. Intégration de certaines classes de fonctionsirrationnelles.

Certaines fonctions irrationnelles peuvent se ramener a une intégration de fractions
rationnelles par un changement de variable.

V111.13. Polyndme et fraction rationnelle de deux variables.

Définition 1. On appelle polyndme de deux variables u, v dedegré n toute expression de
la forme:

P(u,v) = ago + azoU + ap1V + axU? + ay UV + agV? +...+anpu" +
+an11U™V+ L. +amV",

ou apo, A10, ..., Aon € R.

Définition 2. On appelle fraction rationnelle de deux variables u, v tout rapport de deux
polyndmes des variables u et v.

Une fraction rationnelle est donc une expression de laforme
P(u,v)

YT Quy
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ou P, Q sont des polynémes des deux variablesu, v.
Danslecasou u = ¢(X), v = y(x) sont desfonctions de lavariable x, alors R(¢(X), v (X))
est dite fraction rationnelle de ¢ et y.

Exemples.
1) R(UV) = 1+u?+2uv® :
) RV 5v2+u2v—3u42
2) R(X,yx?-1) = X+yx“—1 ,Uu=X v=4Jx2-1;
X2 —Bxyx% -1

coS?X + 3sinx + 2 _
COSXSin?X + 2c0s? — 3sinx— 6

3) R(sinx,cosx) =

[x2 _
Remar ques. Dans I’exemple 2, lafonction x — R(X) = R(X,/X? 1) = X+yx' -1
X2 —Bxyx2 -1

est une fonction irrationnelle de la variable x seulement.

VI11.14. Intégrales delaforme IR(X, dg:—:[g )dx, ad—bc + 0. Danscecas, la

fonction R est irrationnelle en x. Posons
_ [ax+b
cx+d -’
On obtient, aprés calcul:

tn:ax_+b X = dt" —b dx—M

cx+d’ a-cth’ (a-ctm2

ax+b _ dt"—b .\ n(ad-boyt™*
J-R(X’VICX+d )dx_jR ) e any? dt = [ Ra(t)et,

ou R; est une fraction rationnelle en t.

d’ou

T _ 1-x dx
Exemple 1. Calculer I’intégrale | —f Tox X
En posant t3 = %Ii on obtient aprés calcul
_1-t g =6
1+t3’ X (t3+1)2 ’
d’ou
L1-x dx _ dt=3( 1 __1 dt)
I 1+x X J-(t3+1)(t3 J.t3+1 t3—1) '

Laderniere intégrale est une intégrale d’une fractlon rationnelle en t qu’on peut résoudre par
la méthode exposée précédemment. Le résultat trouvé est:
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1-x dx _ t2 -1 1+ 2t? _ J1-x
J- T X —Iog‘m + J3arctg e +c, avec t T

Remar que. Laméthode précédente peut se général iser aux intégral eﬁ de laforme:

my
J’R x (&X+b\ N (ax+b ax+hb dx,
"\cx+d "\ex+d cx+d
en posant t" = g((—i(kj) ol r = PPCM(ny,Ny,...,Nk), c’est adirele plus petit commun

multiple deny, na, ..., Nk.

Exemple 2. Calculer I’intégrale I— Danscecas, ona
X(JX + {x2)
a=d=1b=c=0, n =2 n,=5et PPCM(2,5) = 10. Enposantt® = x, on obtient,

apréscalcul /X =t5, %2 =t4, dx = 10t9t, d’ou
dx at
—a—— = 10| =——.
fx(ﬂJ“s/p) It5(t+1)
Larésolution de cette intégrale d’une fraction rationnelle donne
0 5 ., 10 __5 ..

X T 393 2¢x

dx
Ix(f+é/_) ‘(1+19’_)10

VI111.15. Intégrales de différentielles bindbmiales de la forme
J. xM(a+ bx™)Pdx, ou m, n, p sont des nombre rationnels et a,b des nombresréels.

On démontre que ces intégrales peuvent étre ramenées a des intégrales de fonctions
rationnelles dans les trois cas suivants

1) Si p estentier, dlorson pose x = zX ou k est le dénominateur commun des fractions m
etn.

2) Si mTJ“l est entier et p fractionnaire, alors on pose a+ bx" = ZXol kest le
dénominateur de p.

3) S m+ 1 & p sont des nombres fractionnaires mais la somme m+ 1, p estun

nombre entler alors on pose a+ bXT _ 2 o0k est le dénominateur de Iafractlon p.

Remar que. En dehors de cestrois cas cités, I’intégrale d’une différentielle binbmiale ne peut
étre exprimée al’aide de fonctions éémentaires.

VI111.16. Intégralesdelaforme IR(x, Jax? + bx+c)dx. Danscecas,
y = Jax?+bx+c aveca = 0, etlafonction R est unefonction irrationnelle en x.
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M éthodes de substitution d’Euler. On a une méthode générale d’intégration pour calculer
ce type d’intégrale qu’on peut transformer en une intégrale d’une fraction rationnelle par des
changements de variable de trois types.

i) Premiére substitution d’Euler. Cas a > 0. On poseaors

Jax? +bx+c =t+ Jax

Etudionsle cas yax? + bx+c¢ = t+ /ax. Enéevant au carré les deux expressions et en
simplifiant les calculs, on obtient

. t2-¢ > _ Jat?+bt+c/a :Zﬁt2+bt+c,/§ '
X= Zjatsp VA ThxrC s/atrn 0 X @/atib? .
En remplacant ces expressions dans I’intégrale, on obtient
t2_c Jat?+bt+cja )\, Jat?+bt+cja
IR(Z,/EHb’ 2/atib )2 (2/at+b)? o - [Ratie,

ou R; est unefraction rationnelle en t.
Les autres cas se traitent de la méme maniére.

ii) Deuxiéme substitution d’Euler. Cas ¢ > 0. On pose alors

Jax? +bx+c =xt+ /C.
Etudionslecas yax?+bx+c = xt+ ,/C. Apréscalcul, on obtient
_ 2 _ 2 _
x— 2D et bxre - SEIAE gy pJOUSDEANC o

a—t? a—t2 : (a—t2)2
En remplacant ces expressions dans I’intégrale, on obtient
2/ct-b Jct?-bt+ /c \, /Ct?—Dbt+a/c
R , 2 dt = | Rx(t)dt,
-[ ( a—t? a—t? (a—12)2 -[ 2V
ou Ry est une fraction rationnelle en t.

iii) Troisieme substitution d’Euler. Cas ou le trinbme ax? + bx + ¢ adeux racines réelles
distinctes a + B, c’estadireque A = b?—4ac > 0 et donc

ax?+bx+c=ax-a)(x- p).
Onposeaors yax?+bx+c = +t(x—a) (ou +t(x— B)). Etudionslecas
Jax? + bx+c = t(x - a).

Aprés calcul, on obtient

_ 2 _ _
X = Zaf+at” , Jax? +bx+c _ Ae-pt ﬂ)t, dx=—2a(a ﬁ)tdt.

t2—a t?-a (t*-a)?
En remplacant ces expressions dans I’intégrale, on obtient
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t?—a ' t?- (t2 -
ou R3 est une fraction rationnelle en t.

_[( —aﬁ+Zt2 ala - g)t) 2a(a - ﬁ)t dt = _[R (Hdt,

Remar que. La méthode des substitutions d’Euler est générale pour ces types d’intégrales,
mais elle peut mener a des calculs fastidieux. Il peut exister des méthodes plus simples et plus
judicieuses pour larésolution de certaines intégrales de ce type (voir VIII. 17, cas V).

Exemple. Calculer I’intégrale|; = J- dx . Dans cet exemple, on a
L+x)JX2+x+1

a=b=c=1 Fasonslapremiéere substitution d’Euler en posant

t—x=yx>+x+1.
Elevons les deux expressions au carré et simplifions les termes identiques
2
t—-X)2=t?-2X+ X2 =X +Xx+1=x(1+2t) =t°-1 = x= ﬁ

d’ou

2 PV e ! t24+t+1 _t(t+2)
IXP+x+1 =t X_—2t+1’ dx 2—(2t 1)2dt 1+x= 1

En remplacant ces expressions dans I’intégrale |1 et apres simplification, on obtient
J' dx :J' 1 ot +t+ly_ o J' da  _
(L+x)Ix2+x+1 tt+2) 24t+41  (2+1)? (t+2)
2t+1  2t+1

:K%_ t+12>dt: loglt| - logjt + 2| + c.

d’ou

I dx ~ log VX +x+1 +X
A+x)yX2+x+1 X2+ X+1 +X+2

+ C.

85. Intégration de certaines classes de fonctions transcendantes.

VII1.17. Intégralesdelaforme: IR(SiI’]X, cosx)dx, ou R(sinx,cosx) étant une fonction

transcendante en Xx.
Pour ce type d’intégrale, on peut faire le changement de variable universel :
t :tg§ & X = 2arctgt.

On adans ce cas:
X 2 X
295 & I N T R
1+tg? X 1+t2’ CoSX 1+tg? X 1+t2’ X“ 1
9% 9%

sinx =
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En remplacant ces expressions dans I’intégrale, on obtient:

_ 12
I (1+t2’1+E2) 2d J-R"'(t)dt

ou R4 est une fraction rationnelle en t.

_ dx —tgX
Exemplell. galculerl —ZdtS_SCOSX. Posons t tgz. Ona
= =—- = —<=— . Enremplacant ression I’intégrale |, on obtient
COSX R dx 1. emplacant ces expressions dans|’intégrale I, on obtien
dx _ 1 2 _ dad  _ 1 X
5 — 3cosx _I 5_31-t2 1+t2dt I1+4t2 2arctg(2tgz>+c.
1+t2

Remar que. Laméthode générale exposee pour ce type d’intégrale peut mener a des calculs
parfoistréslongs. Pour cela, il existe des méthodes plus efficaces et plus simples pour calculer
cesintégrales si lafonction R posséde certaines propriétés. Voici quelques cas:

l.

1) S R(-—sinx,cosx) = —R(sinx, cosx), on peut poser t = cosX,

2) Si R(sinx,—cosx) = —R(sinx,cosx), on peut poser t = sinXx,

3) Si R(—sinx,—cosx) = R(sinx,cosx), on peut poser t =tgx. Ce dernier casest valable s
on a R(sin®x, cos?x).

Il. Intégrales delaforme f sinMxcos"xdx.
Cas m,n € Q. Enposant u = SiNnXou U = COSX, 0N Seramene auneintégrale de

différentielle binbmiale.
Cas myn € Z.
1) Si I’un des deux exposants est pair et |I’autre impair, on peut poser t = CosX.
2)Si m=2k+1et n=20+1, alorson peut poser t = cos2x et I’intégrale devient

- iz [y - v

3)Sim=2k, n=2( aorson peutposert =tgx et on se raméne au cas|.3), ou bien
comme
sn?x = 1= (:2052x . oS = 1+ 02032x ’
alors|’intégrale devient . .
i 2P 2y fy — 1 — cos2x 1+ cos2x
_[sm X COS“xdx K 5 ) ( 5 ) dx.

En développant I’ expression sous la derniére intégrale, on obtient des intégrales suivant les
puissances paires et impaires de cos2x. Alors, on peut appliquer le cas 1).

Exemple. —dx On pose t =tgx et dors
P -[ sin?xcos*x | P X g 2 "
COS2X = = ,  sSin?x = . dx= )
1+tg’x  1+t? 1+1t2 1+1t2

En remplacant dans |’intégrale, on obtient:
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dx (1+t2) 1 , )
jS|n2xcos4x = dt = I( +2+tdt = - 1o+ L 5 *iC=
1 tg
= ——— + 2tgx+ —— +C.
tgx g 3

[11. Intégrales de laforme I sinaxcosbxdx. Dans ce cas, on applique les formules de
trigonomeétrie suivantes:
sinaxcosbxdx = % (sin(a+ b)x + sin(a— b)x),

sinaxsinbxdx = %(cos(a— b)x — cos(a + b)x),

cosaxcoshxdx = %(cos(a— b)x + cos(a + b)x).

V. Intégrales de laformes J.sin”xdx et J.cos”xdx. Dans ce cas, on peut linéariser les

fonctions aintégrer suivant les formules:
vn e N, cos"x = 2—1”(cosnx + Ctcos(n — 2)X +...+cos(—nx)),

n

: -1) 2
vn=2p, sin"x = %(cosnx — Chcos(n— 2)x +

n
+ C2cos(n — 4)X +...+(-1) 2 cos(—nx))

n+1
T2l (_1) 2 : 1
vn=2p+1, sin"x= T(sm cosnx — Cjcos(n — 2)X +
+ CZ2cos(n—4)X +...)
N Ok — n!
o Cn = i —tor

Exemple 1. Calculer [cos*xdx. Ona
[ cos*xdx = % [(1+ cos2x)2dx = % [(1+2cos2x + cos?2x)dx =

-1 1 =
7 I(l + 2C0S2X + 5 (1 + cos4x))dx

_17r3 ; 14
= 4[2x+sm2x+8sm4x}+c.

—_SN2X__ g4y Enposant t =tgx, on obtient

Exemple 2. Calculer | :I o x 1 STx

SN2X_ g _ o t dt [ _2tdt _
Icos“x+sin“x X I 1 a1 1+t th+1

1+t2
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2
I (tg)(;[ ) = arctgt? + ¢ = arctg(tgzx) +cC.

V. Intégration des intégrales abéliennes de laforme _[ R(X,yax? + bx+c)dx al’aidede
. . . . 2
transformatrions trigonométriquessia + 0 et c— b—2 # 0. On peut montrer que cette
intégrale se raméene a une intégrale de laforme J. Ri(sint,cost)dt comme suit:

1) Sa>0 etc—b—2>0, aors
da

R(x, Jax? + bx + c)dx)dx = | R( x, [a(x + b)2+c— b2 Y —
da

= [R(t,/m?t2 + n?)dt, ol n? = a, nz—c—b—

4a’
En posant mt = ntgz, on obtient une intégrale de laforme le(snz, cosz)dz

2)Sia>0 etc—b—2<0 alors

jR(x JaxZ + bx+ ¢ )dx = [R(t, /m?t2 — n?)dt.

Enposant t = on obtient une intégrale de laforme j Rz(sinz, cosz)dz

mcosz !

3) S a<0etc—b—2>0 alors

jR(x JaxZ + bx+ ¢ )dx = [R(t, /n? — mt? )dt.

En posant t = % sinz, on obtient une intégrale de laforme jRg(snz, cosz)dz

b?

4) Lorsque a< Oet c— 1a

< 0, dorslafonctionaintégrer n’aaucun sens.

vy dx _ . _
Exemple. Calculer I’intégrale I—m . Enposant x = asint, dx = acostdt, on

obtient
I dx _(_acostdt _ 1 f_d _ 1 ,-__1 snt _
a2 —x2)3 [a6 cosbt a? ° cos%t a’tgt a2 cost
X
-~ %—a +C= %—X +C.
& [ 2 a2 [aZ_x2
a2

VI1I11.19. Intégrale de fonctions transcendantes de la forme _[R(ex)dx.

Danscecas, onpose t = €%, etaorsona dt = e*dx = tdx = dx = % En remplagant ces
expressions dans I’intégrale, on obtient
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[ Reax = [ Bt = [Reoa,

ol R est une fraction rationnelle entt .

Remar que. La méme méthode peut s’appliquer au cas ou R est une fraction rationnelle en
shx, chx, thx, cthx. (Voir aussi n° suivant).

X
Exemple. Calculerf ex_idx. En posant t = €, on obtient, apres transformation:
e +
e -1 t—1 dt
- — X
I ex+:de— J. 1t T 2log(l+e’) —x+c.

VI111.20. Intégrale de fonctions transcendantes de la forme J.R(shx, chx)dx.

Comme pour les intégrales des fractions de fonctions trigonométriques, on peut faire le
changement de variable universel pour ce type d’intégrales en posant: t = th% pour se ramener a
une intégrale d’une fraction rationnelle en t. En effet, on a dans ce cas

o= —2 o= 148 g gx- —2 gt
X 1-t2 X 1-t2 X 1-t2

Alors

B 2t 1+t2)_dt
J Reshx, chxdx = ZIR(l_tZ’ 1—t2) 1-t2°

Remar que. Comme pour lesintégrales de laforme jsi n™xcos"xdx, on peut appliquer les
mémes remarques pour calculer j sh™xch"xdx. Par exemplesi m,n sont des nombres rationnels,
alors on se ramene a une intégrale d’une différentielle binbmiale en posant t =shx ou t =chx.

VI111.21. Fonctions dont les primitives ne sont pas des fonctions élémentaires. Certaines
intégrales de fonctions élémentaires simples ne peuvent étre cal culées par les méthodes exposées
précédemment. Comme par exemple, lesintégrales

-x2 2 i y2 dx COSX sinx dx
J.e dx, Icosx dx, Isnx dx, I logx J. < dX, J. < dX, J. T
existent, mais elles ne peuvent pas étre exprimeées sous forme de fonctions élémentaires,
contrairement aux dériveées de fonctions élémentaires qui sont aussi élémentaires. Dans ces cas,
ces intégrales définissent de nouvelles fonctions réelles, dites fonctions définies par une
intégrales.
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Enoncés des exercices du chapitre VIII.

Exercice 8.1. Vérifier que lafonction
F(X) = (-D*cosx+ 2(k—1), x € [(k— D, kr], k € Z,
est une primitive de lafonction f(x) = |sinx|, X € R.

Exercice 8.2.

i) Trouver la primitive de lafonction f(x) = 1

152 X € R passant par le point de
coordonnées (1, 7).

ii) Trouver I’erreur dans le raisonnement suivant:

dx  _ _ _ _ _ dx  _ _[_dx
X_l—log|x 1|+c=logll-x|+cC 1o x J-x—l'

Exercice 8.3. Soit F une primitive delafonction f : R — R.

Démontrer les relations suivantes:

1) si f est impaire, alors F est paire;

2) s fest paire, dorsF — F(0) estimpaire;

3) s f est périodique de période T, F(0) = F(T), aorslafonction F est
périodique de période T sur R.

Exercice 8.4.

i) Soit F € C(Ja,b[), c€la,b[ et f:]ab[— R continue au point c.
Supposons que F est une primitive de lafonction f sur chacun des
intervalles ]a,c[ et Jc,b[. Démontrer que F est une primitive de f sur ]a, by.

Xl
ii) Montrer que lafonction sgnx = x X#0 n’admet pas de
0, x=0

primitive sur | — 1, 1[.(Comparer aveci)).

Exercice 8.5. 1) En utilisant latable desintégrales, calculer :

1) [yxmax . 2) [(yX +D(x— /X + Ddx.
IR R

5 | tgzxdx . 6 | >521(If)§<22))
- g [Lr7 (1+x)?

cost+sm2x ' x(1+x2)
ii) Mettre lesintégrales suivantes sous laforme jf(d)(x))dqﬁ, ensuite les calculer:

)I(Zx 35 - 10) [{(8-30%dx.
11) [sin(2x-3)dx . 12) |

dx
2X —
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(Inx)m
13) jxlnx : 14) dex.
15) [e’xdx. 16) [e*x%dx .
17) | coszxdx . 18) [sin®x dx .
19) [—&X . cosx . 20) | cozsxsm3xdx
21) [cos2xcos3xdx . 22) | 6”1 4x .
x2 -1 3+x
23) jx2+1dx. 24) [5H2dx.
25) [th?xdx . 26) | cthzxdx .
2x 2%+ 5%
27) | j exdx . — 28) T
4+X% +2)4-x 2
29) dx. 30) [(916 - %2 ) dx.
P e i« )
Exercice 8 6. A I’aide d’un changement de variabl;e, calculer:
1) . 2 X dx
j%ﬁ ,/>3<+ ) j./xd—l
X+ 9y . 4 [—&X_
I -2)° ) '[x x+1
x+1
5 | X_2dx. 6) Ix(x+1)
7 . 8
I et Zyw N e/_
9 e~ dx. 10) [
) | = ) | =g
11) .[ J1+Inx dx 12) I Intgx
xd;( ' 1 SINXCOSX
13) (poser x =<+ ,0u x=atgt) .
ey t
2
1) |2 15 [
Jaz —x?
16) j"l X 17) jL.
x2Jx? -9
18) 19) [x2J/4-x2dx .
jx./1+x2 '[ a2
_6x-7 _ OoX—¢£
20) j 3x2 7x6+ 1 2D -[ 2-3x +35x2 o
22) —dx. 23) [—X£3S  dx.
j JX2 i —4xX+5 '[ ,/4x2+d4x+3
_oxdx xdx
24) ,[ 2)2 ' 25) IX4+§X2+5 '
26) | xz./x3 1dx . 27y | InTxdx .

28) [sin®xcosxdx . 29) fx—lz cos%dx .
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sin /X
30) | f dx 3y | 19+“(>:<g;<x .
32) I arctg x dx 33) I aricoi1 X22x dx .
Jarcctgx
34) [ Inarccosx gy 35) j—gdx
1 — X2 arccosx 1+Xx

Exercice 8.7. Trouver |’erreur dans | e raisonnement suivant:
du=dx, u=

Q — ! . l _ _L B Q

J.X o V:%,dvz_x_lzdx _XX J.X( X2)dx—1+J.X

Exercice 8.8. Enintégrant par parties, calculer:
1) [x"Inxdx (n = -1). 2) [ xarctgxdx .

3) [arccosxdx . 4 | a;crtgt,/_ X dX .

xar ctgx
5) [xcos?xdx . 6) | JT?@
7) jarji‘)/(_ o . 8 [InG@+1)dx .
)f(l)f%)z . 10) fmdx.
11) [x%e™dx . 12) [x@sinxdx .

13) [ x2 cos?xdx .
15) [0 g

IxE
17) [JaZ+x2dx .
19) |xtg?xdx .
21) [xsin?xdx .
23) [(x? - 6x+ 2)e¥dx .

25) (10X )3qx .
27) [e™sinbxdx (a2 + b? + 0).
29) J' @aCCoSX(fy .

14)  [In?xdx .
16) [e*sinxdx .

18) [arccos?xdx .

20) [x2arcsin2xdx .
22) [xParctgxdx .

24) J‘ arcsnx CSl nx dx .
26) .[xz,/ X2 + a2 dx .
28) [sinlnxdx;

30) J'( COSX )ZdX )

Exercice 8.9. Trouver les formules de récurrence pour lesintégrales |, (n € N) suivantes:

1) I, = [x"e™dx , a# 0. 2) In=[In"xdx .
3) In=|x*In"xdx , a # -1. 4 Iy= de, n> 2.
- " '[,/x2—+a

6) In = [cos™dx, n> 2.
8) In=[ch™dx, n>2.

5) In = [sin"xdx , n > 2.
7) In = [sh™xdx , n> 2.
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n>2. 10) 1, = [ -4
neN, a=+0.

g)ln_jsn”x ,h>2.

11)'”:I (x 2dxa2)n '

Ch”x

Exerxice 8.10. A I’aide de la méthode de décomposition des fonctions rationnelles en

éléments simples, calculer les intégrales suivantes.

xdx

b I(x+ 2)(2x+ 1’

41x—91
3 | o 1)+ dx ,

xX+3)(x—4)
-8

5) J‘ %dx

7) j 32xdx

(2x - 1)(4x? — 16x+15) '

)I (2x*-5)dx.
—5x2+6 ’

11) j —3xX+2

x(x2+2x+ 1)

19 [(£2)°%

x2dx
19 I (X+2)2(x+4)? '

73 -9
N e s ea ™
1)Iﬂ%+b
21) J’ dXX

2x2 - 3x—3
23) I (x— 1)éx2 2X+5)

)j(x2+1)(x2+x)
X2+ x+3
27) | *-D 02+ 1)

29) [ &

1+ x2)2 '

2 xdx .
) I2x2—é’>x—2
4 - OX
) -[ 6x3 X2 - 3x
J' X -1 dX
d
8 j )é;(uz'
x3+1
10 mdx
12) [XA X2 v
14) J' deX

X3 +5x2+8x+4°

2
16 X —2X+ 3
) I (x— 1)(x3 4x? + 3X)

18) X+l g

( 2d 1)3
20) X;‘_Xl.
441
2) | am™
24) j—x X
26) '[(x+1)2(x2+1)
X°—6
28) Ix‘;+6x2+8
14
0 [

Exercice 8.11. Caculer lesintégrales de foncti ons irrationnelles suivantes:

jl+,/_

)jx(1+2,/_+9/_)
5) jiidx

§+x
7 [ ——&X — |
IX(J_H’/_)
9) j xdx

x+1+¢x+1

2) j
4)

10)

—Jx+1
1+3x+

fuww
T
ST T

I‘/_+\z/_+2¢/_
e

8)
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Exercice 8.12. (Intégration de différentielles bindbmiales de la forme x™(a + bx™)Pdx).

1) jf(1+,a/—)4dx. 2) jx—1(1+ﬁ)—3dx.
3) 4 .
jx x2 ) '[91+x3
)f 6) [x5f(L+x3)2dx .
1+x4
= 3/1
7y [ g g [ H/_
9)[‘3’1+X 10) | x(1—x2)dx.
11) j,/x3;rx4dx. 12) j(1+$/_)2
13) [—9&X |
)jx91+x6

Exercice 8.13. Calculer les intégrales suivantes par la méthode de substitutions d’Euler:

1) . 2) [——X
Ix./7x2+4x 7 : Ixm
3) . 4 .
jx./7x2+2x I ) r s
5) J‘ \/2X+X ) J- dx .
(2x - 3) J4x — X2
7) j«/xz—Zx—ldx. 8 [J3x?- 3x+1dx.
9)[ L . 10) | .
x2(—jx+1 1+,/xi+2ﬁ
11 L. 12) [—X  gx.
e e
,/1+x2 (x—1)
13) j dx 14) sz S dx.
15) | dX .
X+ X2 +x+1

Exercice 8.14. Caculer lesintégrales des foncti ons trigonomeétriques:

1) | sin3xcoszxdx. 2 | gons“;(( dx .

3 j Co; xsm3x ' Y gor;Zx o

5 .

o T
(1-cosx)?

9) [tgoxax . 10) |9

tg’x
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Intégrale indéfinie, intégrale définie et équations différentielles du premier ordre
avec réponses et corriges par
OSMANOQV H. et KHELIFATI S

1Y) [ Srroosx

f cos*X + sin*x dx |

sm3xa:os3x ' coszx sin?x
13) I nxS|+n§(osx ’ 14) I 5- gcosx
15) I 2+cosxdOI 16) I5+423|nx )
X sin®x
17 I5 4sinx+ 3cosx 18) I _tgxdx
19 20 .
) j1+S|n2x ) j1 sin*x
21) [ sin®xdx; 22) | cos*xdx.
23) [ cos®xsin®xdx; 24) [ cos?xsin“xdx; :
25) d)f1 : 26) S|n2>§dx;
cos?x cos3x
27) [tg*xdx; 28) [ctg®xdx.

Exercice 8.15. Calculer lesintégrales des fonctions hyperboliques suivantes:

1) [shexdx; 2) fchzxdx
3) [th3xdx; 4 [ —

shx + ch X
5) [sh2x.ch2xdx; 6) [ch*xdx;

7) [ Jthxdx.

Exercice 8.16. Trouver une primitive de chacune des fonctions suivantes dans | es parties

indiquées:
1) f(x) = e™, x e R; 2) f(x) = |cosx|, x € R;
3) f(x) = Jlogx|, x €]0,+o0[; 4) f(x) = EX)|sinzx| (x > 0);
5) fx)=1-x2sx|<let f(x) =1-[x| s [x| > 1;

6) f(x) = |1+ x|—-[1-X].

Exercice 8.17. (Exercices divers). Calculer les intégrales suivantes en indiquant la méthode

utilisée:
1) [(x+1)Jx2+ 2xdx; 2) [xsinxcosxdx;
X In cosx
3) [E-d 4 dx;
) | JX ) ook cos?x
) I 23+ 4X% + X+ 2 6) I X5 -3x% 3x2
(X—12(x*+x+1) 1+g>x3
. X .
7) [Ixlexdx; 8) j FBLeT
+1 2x+3
g) [XEAX+T g dx;
j Ix+1 j J1+x?
11) [ sin*xdx; 12) fln(x + Y1+ x2)dx;
13 dx : 14 C0S2X d
) | sinx + tg°x ) cos?x
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Intégrale indéfinie, intégrale définie et équations différentielles du premier ordre
avec réponses et corriges par
OSMANOQV H. et KHELIFATI S

— X2+ 3x+2 dx

15) e
j X + ,/x2+3x+2
3+x8
17) | =22 —dx;
I 1/2?'3-2x1
19) [ —=2X==L _dx;
I X2+ 2X+ 2
2 J‘ 2X+5 dx:
JOXZ + 6X + 2
23) [(1+e¥)%e¥dx;
1d
25) I ;(<+1 XX’
27) J' XdX

1+x4

X+ 23+ 3x2 -1 4
31 dx;
)I (X 2) (X% +1)?

35) | —"—=d
) [ e (1+x4)2 %
37) J‘ 62X2+InXdX,

39) [{3x—x3 dx-

41
) I 1+./1 2x x2

45) [ CoSX COS“X o

47) | 3 dx;
1+x2
49) [(sinx+ [sinx|)dx;

51) [—&X=L1_ 1 dx;

JOx2 —

53) jLosxxdx,

X X\ 2
56) [ (XD g

16) I S|n3x0035x
18) [Ix? — 2x]dx;
20 —d :
) [t ®™
22) [e*x%dx .

24) | ggg dx;
26) |
28) j

s n4x + cos“x
cos3x

) J' Inx d
x(1 - In?x)
32) [J/I-eFexdx;

34) sin®x _co;sx dx
1+snx

‘3/_

38) j
40) | 9“ de

42) fx,/x2 2X + 2dx;

44) C0S23X dx:

sin3x

ctgx
46) IInsinxdx’
) j,/5 2x+x2'

50) | max(1,x?)dx;
52) [cosSxdx;

54) [ [x/xyx dx;

Exercice 8.18. Soit f une fonction monotone, continue et f-1 son inverse.
i) Montrer que s If(x)dx = F(x) +c, dors

j FL(x)dx = xF1(x) — F(FL(x)) +c.

ii) Etudier les exemples suivants:
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Intégrale indéfinie, intégrale définie et équations différentielles du premier ordre
avec réponses et corriges par
OSMANOQV H. et KHELIFATI S

1) f(x) = x" (n > 0); 2) f(x) =€
3) f(x) = arcsinx; 4) f(x) =argthx.
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Intégrale indéfinie, intégrale définie et équations différentielles du premier ordre
avec réponses et corriges par
OSMANOQV H. et KHELIFATI S

Réponses aux exer cices du chapitre VIII.

Exercice 8.2.1) F(x) =arctgx + ==,Xx € R.

4
EXGI’CICGS.?“.LH
1) mimXx 0 +C; 2) (J_) +X+C;
__2 1 1
3) C X e+ Inx|; 4) tgx+ 2x+C

5) tgx—x+C; 6) —% +arctgx + C; 7) tgx+ C.

8) In[x|+ 2arctgx+C; 9 —++C
) Injx| + 2arctg ) a3

10) — 353 8- 3x)15 4 C;

11)—icos(2x 3)+C; 12) 1|n|2x 7|+ C;
13) In(nx)+C; 14) 17X ¢ 15 lef,c

m+ 1 2
16) —Le*¥ +C; 17) %sn2x+%x+c
18) - 4 sn2x+ %x+c 19 —ctg% +C;
20) —%cos4x— }10032x+C 21) —S|nx+1—10sm5x+C

22) e+ i +C; 23) x- 2arctgx+C;

24) —x-— 6In| 3+Xx|+C; 25 x-thx+ C; 26)x —cthx + C;
; X 2X _ 5 X 2

20 121 ThS 28) =95 ~inz

29) arcsin & +2In(x+,/x2 4)+C;

30) 4,3/_x—%€/x_+%%/x_+c.

Exercice 8.6.

) -2In(1+Jx+1)+2/x+1+C;
2) 2—"?;5_1(5x3+6x2+8x+16)+c
3 11 4+<:-4)|‘vx+ 1‘

2(x—2)2 X-2 Ix+1+1
5) 1/_arctgﬁ,/x—Z +2Jx-2 +C; 6) 2arctg/X +C;

7) -3x+1+3In|1+¥x+1]|+ (W) +C;

8) X+ 2/X + 39X + 3(5/—) + 6(,6/—) +69/_+6In|@/_—1|+C;
2 : Je+l :

9) -2 /(e*+1) + & e+1)) +C; 100 In———+C;

) -2+ 1) + 5 (J( )’ ) ﬁ?__+1

11) 2J/T+TInx —Inlnx|+ 2In|/I+Inx —1| + C

12) %In2|tgx| +C; 13 —%,/a2+x2 +C;

14) aéarcsin%—%x./az—xhrc;
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Intégrale indéfinie, intégrale définie et équations différentielles du premier ordre
avec réponses et corriges par
OSMANOQV H. et KHELIFATI S

J(1+x2)° T2
15 AT 16) - 1

—T —arCS.nX-i-C;
v
17)X9—9+c; 18) n—EXL 4¢
X 1+ J1+x2

19) 2arcsin§ + %(XZ—Z) JA—x2 +C;
20) In[3x?-7x+1|+C;
21) %In(2—3x+5x2)— 11 aciglx=3 ,

5/31 J31
22) 3/x?>-4x+5 +C;

23) %./4x2+4x+3+%In(2x+1+./4x2+4x+3)+c;
1 . 1 X2+ 1 )
24y - —1 ¢ 25 —In(—) C
) 2(x2—1)Jr ) 8 x2+5) "

2 [ry3 3 . 143 . 1 Gn? .
26) 9 JOC+1)T +C; 27) 3 In°x + C; 28) Z Sin‘X+ C,
29) —sin%+C; 30) —2cos/X +C; 31) —In(1+ cosx)+C;

32) %arctg3x +C; 33) - % arccos®2x + C;
4
1 . 3 3
3 - In?(arccosx) + C; 35) — i (arcctgx) 3 +C.
Exercice 8.8.
XML k- —1 Vi o) X2+l _X.c
1) 1+n(|nx n+1)+C, 2) 5 arctgx 2+C,
3) xarccosx— /(1-x?) +C; 4) xarctg/X — /X +arctgyX + C;
5) XTZ + %xsin2x+ % cos2x + C;

6) V1+x2arctgx—In(x+ y1+x?)+C;

7) 2(JX - J1-xarcsin /X) + C; 8) xIn(1+ x?) — 2x + 2arctgx + C;

. x .1 -
9) 20+ X0 + 2arctgx+C,

2 3
10) x2J1+x? — 5‘/(1+x2) +C;
11) —e*(X>+2x+2) + C;
12) — x3cosx+ 3x2sinx — 6sinx + 6xcosx + C;
13) Lx3+ Lx2sin2x+ Lxcos2x- L sin2x+ C;

6 4 4 8
14) x(In2x8— 2Inx9+ 2)+C;
15) - —2 (2 In®*+ 3Inx+2) + C;
TV

X( i _
16) e*(sinX — cosx) L C

2 )
17) %./a2 +X2 + %2 In<x+ JaZ+x2 ) +C;
18) xarccos?x + 2arccosx. y1—x? —2x+ C;
2
19) xtgx— X~ + In|cosx| + C;

2
(2x2+1)J1-4x2 _
% + C,;

20) X—; arcsin2x +




29
BROCHURE D’EXERCICES D’ANALYSE 2
Intégrale indéfinie, intégrale définie et équations différentielles du premier ordre
avec réponses et corriges par
OSMANOQV H. et KHELIFATI S

1

21) XT—ZsinZX— cos2x + C;

22) X34 1arctgx—§+Z+C

23) T(X2_2_39X+ %%LC;

24) - ACINX |, 1*‘@‘—)‘2 c

25) —#(In3x+%ln2x+%lnx+ 3y+c

2 2
26) X(2X8 a),/aerx2 a4ln(x+./a2+x2>+c;
27) asmb>§+tt))gosbx e 4 C:
x(sinInx — cosInx)

2
29) X— 1_X2 @arccosx |

. 2 ’

30) Slnzx—%OSZX—Ze—Zx+C_

28) +C

Exercice 8.9.
DIy = %x”eax— Dl 2) In=xIn"X=nlpg;

_ x*1n"x __n . _ x"Yx?+a n— 1
3)In In_l, 4)In—

e+l a+l n njl aln-2;

5) |n:_cosx?|1ln X 4 nﬁl|n_2; 6) In = smxcr(])s X nn1|n_2;
chxsh" 'x  n_1, . sxch™ X -1
7)In: n - n In_2, 8)In: n + n In_2.
9) |, = — COSX + n-— lho:
) In (n-1sn™x  n-1"2
10) = — %, n- 2102,
(n-1ch" x N-

_ 1 X 2n-3 1
1)t = 2n-1Daz (C+a2)"t  2n-2 a AL
Exer cice 8.10.
1) In|-X£l |,
) V2x+1

2) % IN[(x—2)2/2x+ 1] + C;

3) In (X_(1)4(§);4)5 +C;

4) 131|n|3x+1|—i|n|x|+ -2 In[2x - 3|+ C;
5) %x3 %x2+4x+2lnx+5ln(x 2) —3In(x+2) + C;
6) lx+|n|x| In|2x 1- & In|2x+1|+C

7) In|2x 1)- 6In|2x 3|+5In|2x 5|+ C;
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Intégrale indéfinie, intégrale définie et équations différentielles du premier ordre
avec réponses et corriges par
OSMANOQV H. et KHELIFATI S

[x2-2 .
8) In §2—1 +C;

9 —1 nx_‘/§ 1 Inlx_‘/§ +C;

22 "%z | 2 ke

10) x+%|nx—%ln|x—2|+ Inx - 3|+ C;

, 3
11) 6 +In‘ )_i +C;

12) x+%+|n +C;

13) 4Inx+ Xi ~3In(x+ 1)+ C;

14) Injx+ 1|+ sz +C,;

15 - xiZ a xf4 +2In|%§'|+c;

16) 1 +%In v(x—l|))(|(x—3) +C;

17) 2 - 2nK|- 47In|—2+x|+20|n|x—3|+C;

18) —%+C;

19) In—XL

200 Lin

21) Lin | -

22) x+X—+In

J(x2 = 2x + 5)° 1 x_1 _
23) In + 5arctg<7> +C;

l arctgx .
411 |x+1 2 +f’
—=1In x* — =arctgx + C;

47 x+1)%(x2+1) 2 J

1 .1 _ 1 2 .
201%) +5 In(J1 + x]|) 7 In(1+x°) +C;

1 X2+ 1 7 _
27) =| In——— + arctgx — +C;
) 4[ K+ 1] g (X_l)zJ

xX*+4 , 34 J23 X«/_
28) In o 12 92 5 arctg 5 C,
29) —X— + arctgx+ C;
9) 2021 1) + 5 arctgx +

2-x J_ xJ2  In(x2+2)
30) 221 2) 8 arctg 5+ 5 + C.

24)
25)

+

26) —

Exercice 8.11.
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Intégrale indéfinie, intégrale définie et équations différentielles du premier ordre
avec réponses et corriges par
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1) 2/X —2In(1+ JX) +C;

2) 6t—3t2— 23+ %t“ + %tS - %H +3In(1 + t2) — Barctgt + C,
t=gx+1.

3) 3in XyX __3
2" @ g)A- gX 1 29%)° | 2)7
2 4.

A+ %7 1egx

5) %t“—%tZ—%|n|t—1|+1—§’|n(t2+t+2)—

27 2t+1 .
- arct +C, t=J2+x;
8Y7 [T
/%2 _
6) X?Z—%+éln|x+,/x2—l|)+c;
7) In X+ -2, 10 5 .
1+ 9%) 9xo X 3y 2fx?
8) 2/X — 3¢X — 84X + 69X +48%/X + 3In(1+ @/X) +
+3—2:)’In(gi—15/7+2)—%arctgzlé/;_ljtc;
_1 1 3_1 7,1 7,1 5_1 2
9) 6[ 6(x+1)+9,/(x+1) 5 x+1) +7g(x+1) +5§'(x+1) 43(x+1)
10) In[ 1+x-J1-X J+2arctg 1-x ¢
JI+x +/1-x 1+Xx

agx -1 +C;
ﬁ ]

arctg

4)

Exeg cice 8.12. o 36

3 11 13
1) §(~é7) +51—1(§’Y) +171—3(9/7) +

+ 5 (VX)) 7 ({X) + G

Ix 2¢xX +3 )

2) S[In T+ 9% + 2(1+9’7)2J+C’
3) %In(%’ﬁ—l)—%ln[@/(xhrl)z+$/x2+1+1]+
J3 2Ix2+1 +1 C

+ arct
2 AT
4 1 2+z+1 1 actgZ+l (¢ - 1+
6 @z-1)* /3 J3 ’ o
y 4 y 4
5) l|nM_larctg 1+x +C;
47 f1ext-x 2 %
& Lfare® - L{aar
_v4 _v4
7 lln‘/l X +1_i*/1 X L C
4 X2 4 x4
8 S@/x+¢x -3) {1+ §x +C
3 3
9 - 3/1;x ! arC,[gZaler +X

/3 XJ/3
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Intégrale indéfinie, intégrale définie et équations différentielles du premier ordre
avec réponses et corriges par
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3
—%In J14+X° +X Lc
‘/@/(1+x3)2+x$/1+x3+x2
0 —t Ll t+l 1 jg=1l,C
)2(t3+1) 6 2_t+1 2J3 g«/_
t— 1 x2

11) 1 ,/(x+x2)3 1+2X,/x+x2 + %In(,/i +J/X+1)+C, x> 0;

12) 6,6/_ 4% + 184X + 5 ‘6/5_ — 2larctgyX + C;

1 1 . t2+t+1 1 t2—-1
13) In|t+1 12|nt2—t+1+21/§arCtg z/3 te

t= fTr 0.

Exercice 8.13.
/ 2
1) Larccos2=X 1 c;2) - -Ln 2+X XX +‘/§+ 1 |,c
2 J2x 2 22
in2—X .
3) arcsin<=—= +C;
) /2
1 3+3x+2/3(x%2+x+1)
4) C- In
J3 x-1

5 In|1+x+ /2x+ X2 4 __.c
| | X+ ¥ 2X+ X2

1 X+ 6+ 60x — 15x2 |
6) C- In :
15 2X—3
7) %(x—l),/xZ—zx—l—|n|x—1+./x2—2x—1|+c;

8) %(2x—1),/3x2—3x+1 +2—14,/§|n J32—3x+1 +§(2x—1)‘ +C;
9) C- 3 —gln 2X—1-2/x2=x+1|+2In|x—J/x2=x+1][;
2(2x—1-2yx2—x+1) | | | |

[v2
10) 1- X++2X+ +In(X+ 1+ Jx2+2x+2) +C;
11) (X2 -5x+20) /X2 +4x+ 5 15|n(x+2+./x2+4x+5)+c-
12) (ZXB_%X2+ gi 145),/x2+4x+5 + =22 35 IN(X+ 2+ yXx2+4x+5 + C;

/ 2
13) /2 In 2+ 2 +In(x+,/x2+1)+C;
4 J2+2X% +X
252 _
14) 22X —-2x+1 e

X

15) L+iln%+c, t=X+JX2+x+1.

22t+1) 2 r+1

Exercice 8.14.
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Intégrale indéfinie, intégrale définie et équations différentielles du premier ordre

1)
3)

5 C

6)

7) C-

8)
9)
10)
11)

12)

13)
15)

16)

17) C-

18)
19)
21) -1
22)
23)
24)
25)

26)
27)
28) —

avec réponses et corriges par
OSMANOQV H. et KHELIFATI S

cos X 1
(3cos’x—-5)C; 2 Toody cosx +C;
1 3

In|t C. 4 t 1S|n2—— C;

23in2x+ |tax| + ) tox + X— X+
1

225|nx A

(tg'x— 1)(tg x+10tg x+1)

3tg X

cosx+lln|tg§|

1-cosx’

5 S|n2x
TR (cos“x + 2

7] COS?X + 15) +C;
1tg“x tg X — In|cosx|+ C;
X— lctg7x += ctg5x ctg3x +ctgx + C;

1 (tg X ctgzx) +2In|tgx| +C;

+Zsm2x+C

ll ‘ 1+ tgx
4 1-1tgx
J2 X 1

Tln|tg( —)| +C; 14) —arctg<2tgz>+C

j%arctg(j_tg )+ C;

arctg( x+—>+C

IN(2 + cosx) +

tg? -2’
cosx(cosx—sinx) _ 1 Injcosx — sinx| + C;
4 4 ’
L actg(y2tg0) + C; 20) Ligx+ £arctg(,/i tgx) + C;
ﬁ 2 4
% cos3x — 3 cosx + C;

1 3

sm4x+ —sm2x+

]l_’>2 8

S|n8x+C
8 1 1 1
192 sm6;< aanx—asn4x+ 16
tgx+thX+C'
sinx — cos?xIn(1 + sinx) + cos?xIn(cosx)
COS?X
1tan3x tanx + x + C;

1
2

X+ C;

—X+ C;

C1

cot?x — In(sinx) + C.

Exercice 8.15.
1)1 ch3x —chx+ C;

2) 1sth+ 1x+G
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1 1 1 :
3) C— St~ S In(thx - 1) - 5 In(1+thx);
4) %arctg(shZX) +C;
5) sh4x—lx+c

3
6) 32sh4x+ lsth+ 3x+C

7) argth(,/ﬁ) arctg(,/ﬁ)+c

Exercice 8.16

DFX)=2-e*+Cs x>0 et F(1X) =eX¥+Cs x<0;
_ : X .

2) F(xX) =sgn(cosx).sinx + 2E(4 + f)’

3) F(x) = xlogx—x+C+s x> 1 et

F(X) = —(xlogx X)—2+C s 0<x<1;

4) F(x) = - (1)E® cosnx), x > 0;

5) F(x) = x— %x3 S x|<1le x(1- 2|x|)+ 6sgnx5| x| > 1,

6) F(x) = 4+ F@A+0L+x]+ —(1 )L - X|.

Exercice 8.17.

) L(Joer20) +c
2) %sian - %xcost + G,
3) 2eX+C;

4) tgx.In(cosx) +tgx — X + C;

5 — X31+2In|x 1|+—J_arctg£(2x+1)+c

6) C—§In|1+3x3—x6|,
7) (e*(x-1)+Cs x>0, —e(x-1)—-2+C s x<0;
8) C-InB+¢e™);

9 em((“” Lix, J1EX +%>+c;

10) 2/1+x? +3In(x+ J1+x%) + C;

11) 3—125m4x— %sm2x+ gx+ G

12) x|n(x+J1+x2)—J1+x2+c-
1 tgx
13) C- Cctgx + ——
) o3| do Lava’
14) 2x-tgx+ C;
15 —-—= 1 In|t—1| In|t—2|

18(t+ D) 6t+1)?
,/x2+3x+2_

In|t+ 1|+ C, t= ;
X+1
16) C - ctgzx+ 1tg4x+ 3tgzx+ 3In|tgx|;

——arctg(—
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17) 3,/‘|n(x+,/1+x2)+ Ly 27 2x7 - 1./2+2x2+c;
18) X -x2s x<0, —X—3+x25i 0<x<2

3
X - X2+ 8S|x>2)

19)3/(x2+2x+2 4|n(x+1+,/x2+2x+ )+c
20) —In(x-3)+2In(x-4)+C

21) 9./9x2+6x+2+ A3 1n@x+ 1+ /92 + 6x+2) + C;
22) ex 4+ 2x2 4+ 2) + C;

23) 1(1+e3X) +C

24) ec%sx+c,

jt> - 1 1+ 2t2 1-x
25) In———— + J3arctig=t<£— 1+ C, t= J=—2%;
Jr+t+1 J3 1+x
26) C—%arctg(f 2 ctg2x);
27) 4= 3°+C, t= 1+,
_sSnx + 4 X . I
28) 2C0s%X 2In|tg(2 2)|+
2
29)‘/§I XJr>(‘/_+1+‘/_arctg X‘/_ G
8 ~xJ/2 +1 1-
30) C—Eln|1 In?x|;
31) 3Injx— 2|+ 2arctgx— —=L—— + C
) 3In|x— 2|+ 2arctgx 2(1+x2)+’

32) (./1 &)’ +C;
33) 1(x2 1) [(1+2x%) +C;
34) smx —arctg(sinx) + C;

35) }1(1 1 +In(1+x4)) +C;

36) 69/_—2,/_+—(9/_) — BarctggX + C;
37) 4+ +C
38) —t+23-Llsic = /1%

3 5
t+12 J3 2—1 I3x-x°
39) — 3t _ 1), - t C t=1" "
) 2(t3+1) 4 "Ptrr 2 9 J3 i X
40) %tg5x+C;
1 _ _ 2
a1) In|t=L|-2acgt+C, t= L 1X2X x

@ H3[ v |- |

1 dnk—
+[(t—1)— t—1]}+ inft-1/+C,
t=X+X2-2x+2.
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arctgx) 1
4z (FAPO™ gi
1

a) 5 cosBx+In|tg3X >+C;

3 _COS*°X_ o~
45) In|ctg2 | = COSX — D anx +C;
46) In|InS|nx|+C,
a7) %In(1+\/ﬁ )+ C;
48) C—In(1-x+/5-2x+x?);
49) — cosx(1+ sgn(sinx) + 2E(X);
50) X S |x|<1 X 2 Ssgx s X > L,

51) 2 ,/9x2 % In<3x+ Ox? — ) +C;

5 )

+C s n#-1etIn|actgx| +Csin=1;

52) 80 S|n5x+f—85|n3x+§smx+c
53)——m—§CtX+C;
54) 15;7x15+C
1 o _ay_
55) Tnh—Tna (ar ~ o)~ 2+ C
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Corrigés détaillés de certains exer cices du chapitre VIII.

Exercice 8.5.
2) J(JX + D(x— JX + Ddx =
3 1 1 3
= [(x2 =x+X2 +x—x2 + Ddx = [(x2 + D)dx =
3 5
= [x2dx+ [dx= 2x2 +x+C= %xzﬂ +x+C.

5
1+ cos®x. 1+rcosPx g - 1 1 1
4 I 1+ cos2x _I 2 cos2X 2 I( COS2X +1dx = 5 (tgx+x) + C.
I (1+x)2
x(1+x2)
1+X2+ 2 gy — (1 _r4d 2 B
) ok = [(5 + T 57)dk = [ ok [ 5 dx =

= In|x| + 2arctgx + C.

10) j‘s/(s 3x)6dx=j(8 3x)%dx=—lj(8_3x)%d(8—3x)=

:—§ —(8 3X) 5 5 +C_—— (8-3x)* +C.
X342 [ 3 -x3
16) [e*'x2dx = - fe d(-x3) = — 3e +C.
2x — XaX — X — 1 X X
27) [2¥e'dx = [#edx = [(4e)dx = - (agy 40"+ C = T (48,

2
29) I,/4+x +2J4-x dx —

J16 — x4

iy J4+x2 +2J4—x

dx _
J4 X2 .4+ X2 '[,/W '[,/m -

= arcsm— +2In|x+ JA+ X2 | +C.

Exerci ce 8 6.
2)
|2
En remplacant ces expressions dans I’intégrale donnée, on obtient:

x3 (1+1t2)3 213
—2 _—dx=|—r—2tdt = 2| (1 +t%)3dt =
X [ 85 ja+e)

dx. Posons t = /x—1, adlorsona x = 1+1t? et dx = 2tdt.

= 2[(1+3t2+3t* + tO)dt =

_ 3, 65, 247 _
—2t+2t+5t+7t+C
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=2/x-1+2/(x-1)% + x-1)°+<5£/x-1)" +C=

E‘/ - (5x3+6x2+8x+16)+C.
7) [————dx Posons t = {x+ 1. Alorsona x=t3-1 et dx = 3tdt.

1+3x+

En remplacant ces expressions dans I’intégrale donnée, on obtient:

1 3t2dt 2141 4 af_ 1 _
fl+mdx 1+t_3j 1 dt = 3[(t 1+ )t =

_ 3 _3
= §t2—3t+3ln|t+1|+C— Eg’(x+1)2 —3¢x+1+3In|yx+1+1|+C.

9) dx Posons t = *. Alorsona e*dx = dt et dx = At
e

En rempl ac;ant ces expressions dans I’ intégrale donnée, on obtient:

2 t2 t+1-1 g _
J-‘/% IF'[J‘+ dt.[(‘/r\/—l

—%,/(t+1)3 2T+ 1 +c_§,/(eX+1)3 2/+1 +C.

)t =

11) j“1+|n dx. Posons t = J1+Inx. Alorsona

Inx = t2-1, x = e*?* et dx = 2te”Ldt.
En remplacant ces expressions dans |’intégrale donnée on obtient:

vi+lnx o ¢ totet™? _ 1 _
[ ST dx—fetzl.(tz 0 _2jt2 _2j(1+t2_l)dt_
= [(2+ t—11 —ﬂ)dt—2t+|n|t—1|—|n|t+1|+C=

=2J1+Inx +Ini,/1+|n —1| —In|./1+|nx +1| +C.

15) J' \/1“{‘)(

————adx. Posons x =tgt. Alorson a

_ _ Gt 2 _ 2. _ 1
dx = p—n gt J1+x —,/1+tgt = Cost

En remplacant ces expressions dans I’intégrale donnée, on obtient:

1 .
j~/1+X dx —j cost _ costdt:jd(ﬂnt) _ 1 ¢
coszt sin®t sin®t 3sin’t
Comme sint = cost.tgt = ot x aors

J1+1tg’t J1ex
J’,/1+x2 dx——‘/(1+xz)3 C

x4 3x3
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_ax -3 - _i 2_ 9
17) | eyl Posons x = . Alorsona dx = —=-dt et x =
En remplacant ces expressions dans I’intégrale donnée, on obtient:

o __ed e d(1-1)

t - _ -
X2 X2 — I 9 /9 g a= I
t2

9 9/1- 12 18!,/ —t
t

2 _
-l esc=Li-@r+c=- 182 ¢

19) sz,/4— x2dx. Posons x = 2sint. Alorsona dx = 2costdt.
En remplacant ces expressions dans I’intégrale donnée, on obtient:
[x2J4—x2dx = [4sin’ty4 - 4sin’t 2costdt =
= 16[sin’tcostdt = 4 [sin?2tdt =

= 2[(1 - cos4t)dt = 2t - %sin4t+C = 2t —sin2tcos2t + C =

= 2t — 2sintcost(cos?t — sin’t) + C = 2arcsm——x(2 x?) J4—-x? +C.

20) IWdX Posons 3x2 — 7x+ 1 = t. Alorsona (6x — 7)dx = dt.
En remplacant ces expressions dans I’intégeal e donnée, on obtient:

[l —dx= [ —Injt|+ C = In| 32 - 7x+ 1| + C.

X2 -7x+1
23) —X+3 __gx Transformonslafonction aintégrer de lafacon suivante:
I JAX2 +4x+ 3 L
j x+3 _ 8(8x+4)+3—§dx_
JAx2 +4x+ 3 VA2 +4x+ 3
%(8x+ 4) 5
VAX2 + 4x + 3 ,/4x2+4x+3
= %Jl + %Jz.

Calculons séparément J; et J». Pour calculer la premiere intégrale, posons
4x? +4x+ 3 =t. Alorsona (8x+ 4)dx = dt. En remplacant dans J;, on obtient

lej%:2ﬁ+C=ZM+C.

Ladeuxiéme intégrale se cal culedi rectement comme suit:
d(2x+ 1)

1
32 = -3
'[ ./4x2+4x+ j ,/(2x+1)2+2 Zj J(2x+1)?+2
= %In|2x+ 1+ /(2x+1)?+2 |+C = %In|2x+ 1+ J4x2 +4x+3 | +C.

Ainsi:
—X+3  gx- L /4@ iax+3+20n|2x+1+ /a2 +4x+ 3] +C.
'[ JAX? +4x + 3 4 4 | |
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26) [x2{/x3 + 1dx. Posons t = x3+ 1. Alorsona 3x?dx = dt.
En remplacant ces expressions dans I’intégrale donnée, on obtient:

3
ij,/x3+1dx= %Iﬁdtz %tZ +C= %,/(x3+1)3 +C.

2
33) [ACCOS"2X 4y Posons t = arccos2x. Alorsona — —29X — gt
I J1-—4x? J1—4x2
En remplacant dans |’intégrale donnée, on obtient:
arccos?2x. A (2 - 183 _ 3
_[ g dx = 2J-tdt 23+C 6arccos,2x+C
Exercice 8.8.
5) f xcos?xdx. Avant d’intégrer par parties transformons d’abord I’intégrale comme suit:
Ixcoszxdx = J.x wdx = J. X dx + J. LSZXdx - x .1 Ixcostdx

Calculons maintenant f Xcos2xdx. Posons pour cela:
1

X=uUet cos2xdx =dv. D’ou dx=du et v= isin2xet,alors:
_ Xg _d g _ Xg 1
. [ xcos2xdx = > sin2x 2.[S|n2xdx 2 sin2x+ < cos2x + C.
Aing
2 X2 Xog 1
fxcos xdx = 7 + 45|n2x+ 80032x+C
10) X°dX_ posons x2 = u et ¢dx= dv. Alorsona
j J1+ X2 1+x2
d(1+x?
du=2xdx et v=[—X _dx=L[HFX) = J1+x?,
I./1+x2 I J1+ X2
et

[ XX _ 2 15 %2 — [ 21+ X dx = x2J1+x% - [J1+x2d(1+x?) =
J1+x%2

2
= x2J1+x2 — §J(l+x2)3 +C.

14) [In?xdx. Posons In’x = u et dx = dv. Alorsona du—2lnxOIX V=Xet
_[In xdx = xIn x—fx.%dx =xIn x—ZIInxdx.

En appliquant encore une fois cette méthode pour I’intégrale j Inxdx ,on obtient
[In?xdx = xIn?x — 2(xInx — [ x. %) = xIn?x — 2xInx + 2x + C.

17) Ha2+x2dx. Posons Ja? +x?> =u et dx=dv. Alorsona
du= —X _—dx, v=x et

Jaz+x2
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Ja?+x%dx = xJa?+x% — |[x. —2—dx =
J- 2 J-2 §2+X2
=xJaZ+x2 - [ XEa—a gy -
J Jaz +x2
=xJa2+x2 — [JaZ+x2dx + =
J Im
= xJaZ + x? —fJa2+x2dx+a2In|x+./a2+x2|+C.

2.[,/az+x2 dx = xy/a2 + x2 +a2In|x+ Jaz +x? | +C=>
Va2 +xZdx = 1x,/aerx2 a2|n|x+,/a2+x2|+C

D’ou

22) [xCarctgxdx. Posons u =arctgx et x3dx = dv. Alorsona du = dx o Xy

1+ x2 4
[ x3arctgxdx = X2 arotgx— [ X2 _dx _
A 4 Te
X 1(x*-1+1
= X arctgx— = [ X ==L Ldx =
4 g 1 4'[ 1+x2
X 2
= S actgX— 2 | X -1+ dx =
A g I 1+x2)
= XTarctgx— 1—12x3 + %x— %arctgx+ C.

27) jeaxsinbxdx , (@%>+Db? # 0). Posons €* = u et sinbxdx = dv. Alorsona
du = ae®dx, v = —% cosbx et

[ e™sinbxdx = —%eax coshx + %jeax coshxdx.

On applique maintenant la méme méthode pour calculer I’intégrale j e cosbxdx en posant

e™ = u, cosbxdx = dv. Alorsdu = ae®dx, v = + sinbx et
[ e cosbxdx = %eaxsinbx— % [ e sinbxdx.

Ainsi on obtient
. . 2 .
[ e™sinbxdx = — L eaxcoshx + b%eaxsnbx— % [ e™sinbxdx + C.

b
D’ou
(1+ gz ) [ e sinbxdx = —%eaxcosbx+ 2 A egnbx+C =
[e™sinbxdx = —— b ~e™cosbx + —8&—e™sinbx+ C =
ac+b a‘+b
- a2e+ - (asinbx — bcosax) + C.
Exercice 8.9.

1) Jo = [x"e™dx, a# 0,n> 1. Posons X" = u et e¥dx = dv. Alorsona
du = nx"ldx , v= %eax et
Jn = x“%eax | %eaxnx”‘ldx =

_ 1 npax N [ynlpaxdgy - Lynaax N
= x"e® — D [xmle™dx = zx"e™ - DJ,,.
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. . aX
Ains Jn = % X"e? — %Jn—l avec Jo = jeaxdx = eT +C.

3) Jn=[x*In"xdx, @ # -1, n> 1. Posons In"X = u et x“dx = dv. Alorsona

n-1 a+1
du=n|nxxdx,v= X :

a+l +1 +1 | n-1

a a .
Jp = X .|n_IX_nMdX_

X
= X 1In“x— —n_ flx“ In"x dx =

a+1'a+ oa+1
_ X In" n
= N = ———Jn1.
. a+1 a+1°"t
Donc Jy = X2 In"x— —N_J.,.
a+1 o+1

5 Jn= jsin”xdx , N> 2 Posons sin™'x =u et sinxdx = dv. Alorsona
du = (n—1)sin™2xcosxdx , v = —cosx et
Jn = [sin"xdx = —cosxsin™x + (n— 1) [ sin™2xcos?xdx =
= —cosxsin™x + (n— 1) [ sin™2x(1 — sin?x)dx =
= —cosxsin™x+ (n— 1) [sin™2xdx — (n - 1) [ sin"xdx =
= —cosxsin"Ix+ (n—1)Jn2 — (n—1)Jn,
c’est adire que
Jn+ (n=1)Jy = —cosxsin™x + (n—1)J,» et donc
3y = — cosxﬁn”‘lx T 13 ..

10) n = I cg)n(x

Tout d’abord on transforme I’ intégrale donnée et puis on applique laformule d’intégration
par parties:

, h> 2.

_podx _ ch’x — sh’x _ dx sh’x _
S el = [0 - | S

ch"x ch"x
shx
= Jn_z - J-th Chnx dX.
. shx
Posons ensuite shx = u et y dx = dv. Alorsona
ch'x
adu =chxdx, v = [ d(c?x) = - 1 —
ch'x (n—1)ch X
shx 1 dx
Jh=Jno + — — - =
C T (= Deh™x n_lj ch™?x
shx 1
= \] -2 + — — J -2 =
" (h—peh™x n-17
= P=2no+ o
n- (n—1)ch x
Donc Jn = n_%\]n_z-}— Lﬂ—l
n- (n—1)ch" x
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Exerci E():e 8. 410. e
5) [ X+£XT =8y | afraction XX =8 pnregt pasréquliére. En faisant ladivision
_)_j x3—4x X3 — 4x Pasreg
euclidienne, on obtient e ,
X ng -8 _ g2 yq14 XX §16x—8 _
X° — 4x X —4x
—x2ix4 14 MX+16x-8

X(X=2)(x+2) "

4x% + 16x - 8 4 A -
XX = 2)(X+ 2) en éléments simples de type

Décomposons la fraction rationnelle réguliére

I. On alaformule de décomposition:
4>+16x-8 _ A, _B ., _D
X(X—2)(X+ 2) X x-2 x+2°
En réduisant la fraction du second membre au méme dénominateur et en égalisant les
numérateurs, on obtient

4x% + 16X — 8 = A(X— 2)(X+ 2) + BX(X + 2) + Dx(x — 2).

Cette égalité est uneidendité en x. En donnant alavariable x lesvaeurs
x =0, x=2, Xx=-2, on peut déterminer coefficients A, B, D. Ona
X=0=-8=-4A= A=2
X=2=40=8B=B=>5.
X=-2=-24=8D = D =-3.
Ainsi on obtient |a décomposition suivante:
4x% + 16x -8
X(X—2)(Xx+2)

— 2 2 5 __3
=X +x+4+x+x_2 TR

D’ou
4x% + 16x—8 _ 2 2 5 3 _
Ix(x—23)(x+2) dx = [P +x+4+ & + Ve s 3L
= X?+X7+4x+2|n|x|+5|n|x—2|—3In|x+2|+C.
2
14 x=dx . Tout d’abord factorisons le dénominateur
) Ix3+5x2+8x+4

Q(X) = x3+ 5x? + 8x + 4. Nous avons
X3 +5x2+8X+4=x3+2X°+ 32+ 6X+2X+ 4 =
= X2(X+2) + 3X(X+2) +2(x+ 2) =
= (X+2)(X? +3x+2) = (X+2)2(x+ 1).
Dans ce cas, lafraction ratiorzmellesedécomgoseen élimentssimplesde types | et 1.
X _ 1 2
X3+5x2+8x+4  (x+2)2 X+2 TX+1
En réduisant la fraction du second au méme dénominateur et égalisant les numérateurs, on
obtient

X2 = Ar(X+ 1) + Ao(X + 2)(X+ 1) + B(x + 2)2.
En égalisant les coefficients, on obtient e systeme d’équations suivant :

1=A+B
0=A1+3A2+4B
0=A1+2A2+4B
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Larésolution de ce systemedonne: A; = -4, A; = 0, B = 1 et ladécomposition est:
x? —4 1

= + .
x3+5x2+8x+4  (x+2)? x+1

Ains
x2dx _ dx dx _ _4
Ix3+5x2+8x+4 =4 (X+2)? 1T T xez PNk 1+ C
2 .Le dénominateur posséde deux racines réelles simples
o) I(x2+1)(x2+x) P P
x =0, x = -1 et une complexe simple . Dans ce cas, lafraction rationnelle 1

DX

décompose en éléments simples detypes| et 111. On a
1 1

_ 1
O+ Dx(x+1) X 2(x+1) - x2+1( 2% 2>
A B , Mx+N
Xx+1  x2+1
En réduisant la fraction du second membreau méme dénominateur et égalisant les
numérateurs, on obtient
1=AX+1)(x+1)+B(Xx>+ 1)Xx+ (Mx+ N)X(x+ 1)
dx=021=A,x=4;:1=QBzB=—%

Pour trouver les coefficientsM et N, égalisons les coefficients de x3 et x2. On obtient

0=A+B+M
0=A+B+N.
Lareésolution du systeme donne M = —% et N= —%. Par conséquent
1 1 1% x+1
2+ Dx(x+1) X 2x+1) 2x2+1
D’ou 4
X _ _ _ _
Iu%¢yu+n J 5o IZW D IZZ T
= Injx| - S I+ 1] - 4 [2X0X 2xdx 1j -
2 X2 +1 x2 +1
=In|x|—%|n|x+1| 1In|x2+1| 1arctgx+C
30 | de. L e dénominateur comporte deux racines complexes doubles. La

+2)?2
fraction ratlonnellesedécomposeenélémentssimplesdetypeslll et IV. Nousavons
x3+x—1 _ Mix+ N n MoX + No .
(X? +2)2 (X% +2)2 X2+ 2
En réduisant la fraction du second membre au méme dénominateur et égalisant les
numérateurs, on obtient
X3 +X—1 = MX+ Nz + (Max+ N2)(X? + 2).
En égalisant les coefficients de x3,x?,x*,x°, on obtient le systéme d’équations suivant:
1=M,
0=N;
1= Ml + 2M2
-1-= Nl + 2N2
En résolvant ce systeme, onobtient M, =1, N, =0, M3 =-1, N1 =-1. Par
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conséguent
X¥ax—-1 _ __x+1 . _ X
(X2 +2)? X*+2)? x2+2
D’ou ,
X+ x=1 4y x+1 X _
.[ (X2+2)2 __I 2)2 dX-‘r—I dx =
_— xdx - dx jd(X2+1) _
x2+2)2 (x2+2)2 x2+2
d(x?+1) 1 2
| 2)- [ =
I(Xf+2)2 nx+2) - I( 2 1 2)?
-1 | 2,9 __ox
202 2 XA I(2+2)2
Calculons maintenant I’intégrale f 2)2 separement. Ona
.[ dx =1IX2+2 x2 _1I X___dx =
(X? +2)2 £x2+2)2 1 x2+2 (x2+2)2
- arctg—=X- — L [x. —X dx.
e 2 (Z+2)?
_ xdx _
Posons x = u et W—dv. Onaalors )

du = dx et Vz—m

et
dx 1 X 1 1 dx
- t 4+ -
Joes2? ~ 2R st aers 4l
1 X 1 1
= arct + - arct =
227 |2 WD 4 72
= arct
27 Y s ey
Donc
X3 + X~ 14 A 1 2 _ £ 1/7
[XAX—2 (x2+2)2 Ty 5 In(¢ +2) - “arcig +C.
Exer ci ce8.11
2) j —vx+1 dx. Comme le plus petit commun multiple (ppcm) de 2 et 3 est 6, dorson
1+ yx+1
1, dx = 6t>dt. En remplagant dans|’intégrale

peut poser x+ 1 = t%. Cequi donne x = t5 —
donnée, nous obtenons

Il_vx+ _Il—t t5dt_ It —tsdt_
1+ Ix+1
- B[t -t -+t +t-1- =Lyt =
6( +12+ 1 t2)d

5
_ 67,65, 3pu_o3_3pe2 d(t+1) dt _
=—>t7+ 5t St -2 -3+ 64 8] =5 —= - 6] 50 =
g/(x+ )7 +8 2 O+ 1)° + 3 g/(x+ )% -

—2;7/(x+ 1)3 — 35/(x+ 1)2t2+6 X+ 1+

+3In(g(x+1)? +1) — arctggx+ 1 + C.
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6) j x+1 - VX dx Tout d’abord trasformons lafonction a intégrer sous laforme
X+ 1

+Jx=1
RO cx+d1) Ona
X+1 1
I,/x+ — Jx- x-1 dx
X+ 1+ X— x+1 .1 '
x-1
Posons alors X+1 _ 12, Cequidomne x = L1 ¢ gx— —__Adt
x-1 g t?2-1 (t?2 - 1)?

En substituant dansl intégrale donnée, on obtient
J',/X+1—,/X—1dxz_4j‘ tdt .
IX+1+/x-1 (t+1)3(t—1)t
Décomposons maintenant la fraction rationnelle réguliere —
P onra e v Da-1)
t __A B1 B2 Bs
M+ D3t-1) 1-1 (+1°  (@+D2 t+1
t=Alt+1)°%+Bi(t—1)+Ba(t—1D(t+ 1) +Bs(t—1)(t+ 1=
t=1= A= %.
t=-1= B = %
En égalisant les coefficients de t2 et t°, on déduit

{3 : O=A+Bg:>83=—%.

en éléments

simples. Ona

0: 0=A-B1-B;~B; = Bz = —+.
Ainsi nous avons
I tdt _
(t+1)3(t-1)
:;Idt ;I dt _;I dt _;Idt:
i t (t11)3 N §t+ 1)21 t
= |n|t—1| 4 W-f-z.m—glnlt-f-ll-f-cz
_14t=1 t
= In|,[le +4(t+1)2+C
Donc
I,/x+ — VX X = —4 tdt _
IX+1 + Jx (t+1)3%(t-1)
_ t—1 t
= 2|n|t+1 (t+1)2+C,
avec t= X%% En remplacant t, on obtient
X+ 1 — /—_ [x2 —
I x+1 X—z—u+ilog|x+,/x2—l|+c.
W+«/— 2 2 2
8) f dx Ona: ppcm(2,3,4) = 12, dorson pose /X = t, et donc

X+ IX + 24X
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X =t12, dx = 12t'dt. En remplacant dans |’ intégrale, on obtient
I _ I 12tdt  _ 4o I 8 =
,/_+,s/_+24/_ o +t4 + 2t3 t3+t+2
=12|1(t5-t3=-2t2+t+4 Mdt:
'[( T e T o )

—2b - Lot by 1] =68 g

_ 263t 83+ 612+ 48t + 12 =6t —8

t3+t+2
Pour calculer laderniere intégrale, on la décompose en éléments simples. On a
3dt2-6t-8 _ _ 3t2-6t—-8
t2+t+2 t+D{%2-t+2)
et
t2-6t-8 _ 1 1 (;t_g>: A, _Mt+N
t+D?-t+2) 4t+1) t2—-t+2 t+1  t2-t+2°
3t2-6t-8=At?—t+2) + (Mt+N)(t+1).
t?: 3=A+M
1 6=-A+M+N
t0: -8=2A+N.

En résolvant ce systéme on obtient A = % , M = il N = ~17 . Ainsi ontrouve
t-6t-8 _ 1 . 11t-34
t+D(2-t+2) At+1) 4{t2-t+2)°

D’ouil découle
J’ 3t>—-6t—8
t+D(2-t+2)
1
_ 4 11t — 34 _ 1 1 11t—34
_It+1dt+j4(t2 )dt In|t+1|+ t+2dt
_ 1|t 1+ 1L 2t _ 57 _
nit + |+ t+2 I 1)2
4
=L+ 1+ Lz -t+2)- 2L arctg2=1 + c,
Donc
f dx _
JX + IX + 24X
= 216 -3t - 8t3+6t2+48t+12.[3”[_—?i28dt:
= 2t% — 3t — 8t3 + 6t2 + 48t + 3Inft + 1| +
33 |2 171 2t—1
+ 2= ntc -t + 2| - arct +C =
29X -1
=2f—3g/——84/7+6g/7+481g/i+3|n(1+1ﬁ)+%|n(,e/7 X +2) - %/7_1arctg 1‘2/;7

Exercice 8.12.

1) [JX( 1+ gx)%dx. Onam= % , n= % , p = 4, C’est adire on est dansle premier
cas (voir cours n°VI11.15). On pose dors x = z° et on a dx = 6z°dz 1l vient alors que
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[ /X (@ + §X)%dx = [B(1+ 22)*.62°dz =
= 6[28(1+ 422+ 62* + 42° + 2®)dz =
= 6[(2° + 421 + 6212 + 47% + 7%%)dz =
_ %29 %11 711 4 113-2 713 4 2215 f37217+c
Enremplagant z= gX , ontrouve
[ VX @+ gX)4dx =
—x(2 24 o5 2( 36 8 6 ¢y5
—x<3ﬂ+ 11$/x_>+x 139/Y+ 5ﬂ+ 17$/x_>+C.

4)fm Onam=0,n=3, p:—%, marl =%et
m+ Ly p= —% % = 0 est unentier. On est dans le troisiéme cas (voir cours
n°VIII.15). On pose aors 1;—3)(3 = 73, Cequi donne x = = 1_ i e dx = __(;2(_121)4 .
En remplacant dans |’ intégral e donnée, nous obtenons
J~ ".323 . 220z :_J. 32 iz
W J@-1* zZ-1

Décomposons la fraction rationnelle réguliére 32 en ééments simples. On a
z_ _ z - _A_ , Mz+N
22-1 (z-1)(Z2+z+1) z-1 7Z+z+1
=z=AZ+z+1)+(Mz+N)(z-1).
Egalisons les coefficientsde z2,7*,2°.

2Z2:0=A+M
Z2:1=A+N-M
2:0=A-N
En résolvant ce systéme, on trouve A = 1 , M= -1 , N= 1 Alorsona
3 3 3
z_ _ 1 _ z—1 _
g 22-1 3(2—11) 31(22+z+11)
X __ Z _dz=-= d —E—=—dz =
jm j23_1 =73 2 jzz+z+1 g
(22+1)——
= 1In|z 1+ 1[ 2 2 4z =
é +z+1
z—iln|z—1|+—j (22+1) Z i dz___ _
3 6° 22+z+1 ZZ+z+1
“Ling-y+Lin2+z+-L[—92 _ _
3 6 2 z+ L 1 +3
~Linz-11+ Lin2 +z+1]- —Larcg 9.1 +C.
De cette fagon nous avons trouvé que ,
dx  _ 1,z 1 g2z+1
= g +C
I f1+x¢ 6 (z-1? J3 J3

x3+1

avec z=
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a’l+</i
8) J.de Ona mz—%,n:%,p:%’ mr‘_‘l‘l =2

On est dans le deuxieme cas (voir cours n°VI11.15). Posons alors
1+ X =22 = x= (2 -1)% dx= 4z -1)332%dz
En substituant dans I’intégrale donnée, on obtient

31
[Y— +€/_ dx = 12[ =2 =2 Z(Z _1) .z dz = 12|22 - 1)dz =

=172 ~32+C= 12(W)7 3(§1+ 4% )*+C =
3(4/‘+4f—3)W+C

ExerC|ce813
_1 1_2x+4
1) . arctanh = —£2==— On peut appliquer la premiére
) e x./x2+4x 2 2 [x+2)?
substitution d’Euler en posant: {x? + 4x— 4 = x+t. Ce qui donne
X2+4x—4=x2+ 20 +12 =
t2+4 4+ 4t — t2
X = dx = =—————dt et
, 4-2t° , 2(2-1)2
2 _1+4 A+ At
S A d = A g As ot

D’ou il découle

4+ 4t —t2
| dx - 2(2-1)? dt = [—2dt  _
XJX2+4x— 4 t2+4 4+ 4t—t2 t2+4
4-2t 4-2t
/%2 _4_
=arctg%+C=arctg X +4; 4 X,c
dx

4) . Appliquons la premiére substitution d’Euler.
j(x—l),/x2+x+1
IX2+x+1 =x+t:>x2+x+1—x2+2xt+t2
=1 - 2=22 — 24t
1 2t , 1- 2t)2
PErx+1 ==L+t —t_1t—2_tl'
En remplacant dans |’intégrale donnée, on obtient
2t—2t2-2
| dx | (1-21°2
X—1 /X2+X+1 t2+2t—2 t—tz—l
( ) 1-2t  1-2t
:ZJ' dt :ZJ' dt _ 2 t+1_\/§ +C
t2+2t—2 (t+1)2-3 2/3 |t+1+.43
avec t = yxX2+x+1 —x

= X =

dt =

Le polyndme 4x — x? admet deux racines réelles

6 | dx .
(2x — 3) J4x — X2
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x =0 et x=4. On peut appliquer latroisieme substitution d’Euler en posant
J4x—x? = t.x. Cequi donne

IX—x2=x22 = x= —4_  dx= ___ st ,
- 1+t2 (1+2t2)2
JAxX — X2 _ M qox_3- 53t
_ _ X=X 1+t2 X 1+t2
En substituant dans I’intégrale, on trouve sid
tat
] dx - (1+1%)2 _of gt
(2x— 3) Jax— x2 5-3t2 _ 4t 3t2-5
1+t2 '1+t2
_2(_d _2 _1 J_
I 2_5 3" n
t -3 ZE 3t+
2
aveg t = 4XX
9) dx . On applique la premiére substitution d’Euler en posant
I X—JX2=x+1

JX2—=x+1 = x+t. Cequi donne

X-X+1=X+2x+1° = x= %J_rt;[ =
2
ox= =22=2A-2y /2 1 = _t
(Lropz nXmvxe=xe
En remplacant dans |’intégrale, on trouve
22 -2t 2
(1+21)2 t24t+1
= dt = 2| L=t
/ X — ,/x2 -1 —t J t(1+ 2t)2

Decomposons Iafractl on rationnelle Latrl en ééments simples. On a

t(l 2t
t2+t+1 _ % B2

- A +
t(1+ 2t)? 1+2t  (1+21)2
= t?+t+1= A(1+ 2t)2 + Byt(1 + 2t) + Bot.
En donnant certaines valeurs alavariable t, on détermine les coefficients inconnues;

t=0=>A=1
.1 _.3__1 __3
t= 2:>4— ZBZ:Bz— 5

t=1=3=9A+3B,+B, = Blz—%.
Donc, nous avons

3 3

2 2 _
1+2t  (1+21)2

t?+t+1 _ 1
t(1+2t)2 t

D’ou
It2+t+1
t(1+2t)2

Ix ./xz 3
_of4l 2 2 _
—2J-de—2j. 1+2tdx— Ide—

= 2Inft] - %In|1+2t|+ ﬁ +C,
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avec t = JxX2-x+1-x

Exercice 8.14.

1) [sin®xcos?xdx = [sin®xcos?xsinxdx = [(1 - cos?x) cos?xsinxdx.

Posons cosx = t. Ce qui donnesinxdx = —dt. En remplacant dans laderniére intégrale, on
obtient

03y ey — (1 _ 12y 2 — 15 o 15 _ _00s3x , ©os°X
[ sin®xcos?xdx = —[(1 - t2)t2dt = 3+ +C=-%+ X C

4)Ona

;4 1 — cos?x)?2
f gor;zi j% _j dx—2jdx+jcoszxdx =

= tgx — 2x+.[L'S‘2XdX— tgx— gx+ %sin2x+ C.

2
5) I dx sin x+Scos X dx = I dx_ | fcosx. COSX. ¢y
sin®x sin®x o Sin°x
Calculons les deux intégrales séparément. Pour la premiére, on a

dx

I —j dx _.[ cos? % _ I dtg3)
smx 2sin % cos % 2tg— tg5
Pour calculer la deuxieme i ntegral e, nous allons appliquer la méthode d’intégration par
parties. Posons pour cela: cosx = u et £95X dx — dv. Ce qui donne

= In|tg%| +C.

sin’x d(sinx)
du = —-sinxdx e v = . = - _1 ,
j sindx 2sin?x
* inxd d
cosx COSX sinxdx COSX X
COSX. dx = ——= - : = ——= - : =
I in3x 25(‘:8?)2 j12sm2xx 2sin2x 2sinXx
. , =—m—§|n|tg§|+c
En combinant les deux résultats, on obtient
dx COSX 1 X
- = ——= + =In{tg4% | + C.
sin®x 2sin’x 2 | 97 |

7 [—SnX SNX___ 4y Posons cosx = t. Onaalors sinxdx = —dt et en remplagant dans

(1 - cosx)?
I’intégrale donnée, on obtient
.[ sinx dX:_I a1 _ 1
(1-cosx)? (1-v2 1-t 1-cosx

10) | tgg(x = [ctg®xdx. Posonsctgx = t. Cequi donne

X =arcctgx , dx = — 1 ittz et en remplacant dans |’intégrale, on obtient
dx g4 6_ 14, 12 1
=— t=—|(t°—t*+t°-1+ dt =
tg8x I1J7rt2 i £( 1+t2)
L +t——t—+t+arcctgt+C=

775 3
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cg'x  cg’x  ctg’x

=X-—Z—+—g ~—3 +ctgx + C.
12)
Icos4x+sm4x dx —
COS2X — Sin®X ) prs X )
I(cos X + SiN°X)“ — 28iN“XC0S X dx —I 1-— 29n2xcoszxdx_
1 14n2p COS2X cost
— = 9n“2x -
SRS T g [ 2o00820 o 1 f O T foosaxdx -
1 COS2X ™ 1 2C0S2X cost 12
==|—>— sm2x+C———Int I _x)|+=9n2x+C =
ZIsin(%—Zx) 4 otz ) 7
= lIn tox+1 +isin2x+C.
4 ltgx-1| 4

14) j )§ 3COSX Pour calculer cette intégrale, appliquons la substitution universelle en
posant: tg = t. Ce qui donne

2dt 1-1t2
, COSX = .
o S 1+1t2
En remplacant dans I’intégrale donnée, on ot()jnent
20t
_ f 1+12 _ f 2dt
5- 3COSX . 301-tH) 8t2 + 2
C14t2

arctg2t +C= iarctg(Ztg%) +C.

X = 2arctgt ,dx =

.[ 4t2

Exercice 8 14
16) j — X cete intégrale peut se calculer par la substitution universelle en posant
5+ 4S| nx’ odt _ o

t =t. Cequi donne dx = <= , sinx =
92 q 1+t2 ot 1+t2

1+t2 dt
:2 _— =
I 5t2+8t+5

5+4smx _I
:;I dt

2 5t+4 _2
3arctg 3 +C—3arctg

20) f . On peut calculer cette intégrale en appliquant la substitution suivante:

tgx = t. Ce qw donne

x =arctgt , dx = —9dL_  cos?x = 1 __1
d 1+1t? 1-;1:92)( 1+1t?
Sin2x = cos?X.tg?x = —Lt— .
. ORI
En remplacant ces expressions dans I’ intégrale, on obtient
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dt
dx 1+t2 1+t2
Il—sin“x j 1-(—t2 2 j1+2t2d j( 1+2t2)
1+t2
1 1 1 1
= =t+ ——arctg(vy2t) + C = =tgx+ ——arctg(vy2tgx) + C.
Exercice 8.16

23 +4x% + X+ 2
f - D20C 1 x1 1) dx. Lafraction rationnelle réguliere se décompose en éléments
simplesdetypes I, Il et I11.
2+ 42 +x+2 _ A1 A Mx+N
X-D?(x?>+x+1) Xx-1 ((x-1)2 x>+x+1
Comme précédemment, on obtient
2P+ 4% +X+2 = A1 (X=DP+ X+ 1)+ A2+ x+ 1) + (Mx+ N)(x—1)2.
x3: 2=A1+M
X2 4=A,—2M
x1: 1=A-2N+M
X0 2=—-A;+As+N.
Laréﬁolutionade ce 2:systéme donne A; =2, Ay =3, M 0, N =1, et,donc:
2X° +4X“+ X+ 2 _ 1
I(x—1)2(x2+x+1)0'x_f3 dx+f d1)2 O+ | T
_ X _
= 2Inx—1|- X_1+j Y
(x+ 5)% + (257)?

— 2ln—1]—- -3+ -2 arct x+1 ¢

2
9) j wdx. (intégrale d”une fonction irrationnelle de laforme

Ix+1
IR(X, JX+1,¥x+1)dx. Onposedanscecas x+ 1 = t®. Cequi donne:

X =15 -1 et dx = 6t°dt. En remplacant dans I’intégrale, on obtient:
.[X2+ X+ 1 q

6 2,43 Pl
Sy RUSOL 2 U 6tsdt = 6] t3[(t6 — 1)2 + 3]t =

_ 15 59 , 3 , 16 316 610, 34, 66
= 6[(t15—2t°+ 3+ )t = gt gt0+ St J°+C.

D’ou
X2+ Ix+1 s x+1D?  x41 , Jx+1 1
j—m dx-6(x+1)( G =+t | +C.
dx
16 _ cos®x  _f_1_ _1 _dx
) Ism 3x cos®x J sin®xcos®x Itgax cos®x ~ cos?X

cos8x
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Posons tgx = t. Alorsona —9X— = ¢t , cosx= —L1 = 1
cos?X

2 1+1t2°
1+tgXx
En remplacant ces expressions dans la derniére intégrale, on trouve

| dx —I(1+t2)3dt _Il+3t2+3t4+t6dt
sin®xcos®x t3
= [ L3l +3jtdt+jt3dt -
_ 1 t2 _
=50 +3|n|t|+3 4 ' ic-=

ctg X + 1tg“x+ 3tg x + 3In|tgx| + C.

27) [—R&_— - [x3L+x?t)$dx Ona m=-3, n=-1,
T

+
M+l _ 5 Onegdansle premier cas. Posons alors

gl X
o

» N
1+xt =25 Cequi donne
__1 _ __5z%z
X= Emo ™ T oy
et
[t _ 5[ EoD° A gl -

4 ' 5_1)2
x3\s/1+% (2
59,54 _3/ 1
—gz+4z +C avec z= 1+X.

X+ 2x3+3x2 -1
31 dx. Lafraction rationnelle se décompose en é éments simples de
) | X—2) 0 + 1)2 P P

lafagon suivante:
X423 +3x* -1 _ _ A, MiXx+Ni  Mox+Np
(X—=2)(x? +1)? X—2 x2+1 X2+ 1)?°
Déterminons maintenant les coefficients. On a
X+ 23+ 3x° -1 =
= A(X® +1)2 + (M1X+ Ny)(X— 2)(X* + 1) + (M2X + N2) (X — 2).
En égalisant les coefficients de x*,x3,x2,x1,x° on obtient le systéme d’équations suivant:
x*: 3=A+M;
x3: 2=-2M;1+N;
X2 1 3= 2A+M1—2N1+M2
Xl 0= N1—2M1—2M2+N2
X0 —1=A-2N;-2N;
En résolvant ce systeme nous obtenons
A=3 M1=0 Mz=1 N; =2 Nz =0.

et donc . , ,
XT+2x°+ 33X —1 4y — 3 dx xdx
R R T el e L vl vy

= 3Injx — 2| + 2arctgx + —f

m%+n
x2+1)2

= 3In|x - 2| + 2arctgx — #
k=2l + 2arcgx - 5o
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38) [—X_dx. Onam=5,n=2,p=-+ b6 M+l _3
I i 2
On est dans |e deuxiéme cas. On pose adors 1 - x? = z2. Ce qui donne
X=,1-22 ,dx=——2dz2 et
1-z
[1 _ 2\5
J' X X__J‘( 122) . zdz :_J'(l_ZZ)ZdZ:
J1-x2 Ji1-2°

= —[dz+2[Z2dz- [Z*dz = -z + %23 - %25 +C.
En remplagant z= 41— x?, on obtient

jx—szdx= —J1-x2 +%(1—x2),/1—x2 -~ %(1—x2)2./1—x2 +C.

1-x
41) dx . On peut appliquer la deuxiéme substitution
j 1+J1-2x—-x2

d’Euler en posant {1 - 2x—x? = xt — 1. Cequi donne

1-2X—x2 =x22—-2xt+1 = x = Z(t_?

+1
dx = wdt 1+ /1_2X_X2 :M.

(1+12)? 1+t?
En remplacant dans |’intégrale donnée, on obtient
.[ dx _ .[ 1+2t—t> 4
1+J1-2x—x2 t(t-1)(1+t?)

On décompose la fraction rationnelle en éléments simples de la facon suivante:
1+2t-t2 _ A, _B . Mt+N
t(t—1)(1+1t?) t o t-1 " 1+¢2
= 1+2t—1t% = A(t+ 1)(1+1t?) + Bt(1 + t2) + (Mt + N)t(t — 1).
t=0= A=-1
t=1=B=1
En égalisant les coefficients de t3, t2, on détermine lesvaleursde M et N.
3:0=A+B+M = M=0.
2:-1=-A-M+N= N=-2

1+2t—t2

= dt =
I1+./1 2X — X2 It(t—l)(1+t2)

= [ +dt+ [Apdt— [ 2t = In| 1L | - 2acgt+ C

1+t2
J1I-2x—x%2 +1
< )

avect =

4 . L, ., . .
45) | %dx = [ cos®x. %dx. Appliquons la méthode d’intégration par parties, en

posant
cos’x = u, du = —3cos’xsinxdx , <BXdx = dv, v = ;2
o sin®x 28in°x
D’ou il découle
€0SX 4y — __COS’X_ _ 3 [ COS°X 4y —
S|n3x 2sin?2x 27 €nx
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__cos’ _ 3l-sin®xq, _
sin’x 2 sinx
_cos’x 3 1 3 (g _
P | T [ sinxdx
_ _cos’x _ 3 x|_3
=D 2 In|tg= | 5 cosx+C.
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Chapitre I X. Intégrale définie (de Riemann)

L’intégrale définie (ou de Riemann) est un puissant outil mathématique dont les applications
sont nombreuses telles que le calcul des aires, le travail d’une force, le calcul de limites de suites
etc.

81. Construction del’intégrale de Riemann.

I X.1. Définition de I’intégrale définie. Soient f une fonction définie sur un segment [a, b]
et a=Xp <Xy <Xz <...< Xp = b, unesubdivision finie quelconque de [a,b] gu’on désignera

par D. Formons les sommes suivantes, appel ées sommesintégrales de
n-1

Riemann, o(D; &) =>_ f(&)Ax oulespoints &, Xi < & < X1 sont choisis arbitrairement et
i=0
AXi =Xz —Xi, 1 =1,2,...,n.

Définition. Lenombre | € R est appelé intégrale définie ou intégrale de Riemann de f sur
le segment [a,b] s
Ve >0, 30>0, VD, V& : (Ap <0 = |0(D,&) - 1| < ¢€).
On note dans ce cas

b
I =I f(x)dx
a
et ondit que f estintégrable sur [a,b] si le nombre | existe (indépendamment du choix des
o)
Remarques. .
n
1) On définit aussi cette intégrale par | =lim)_ f(&)Ax; avec A = max|axi|, i = 1,2,...,n,
/1—>0i:0

c’est adire lalimite des sommmes intégrales de Riemann, indépendamment du choix des &;
guand 4 - O (danscecas n - +x).

On désigne par R[a,b] I’ensemble des fonctions réelles intégrables au sens de Riemann sur
[a,b] : fe R[ab] < festintégrable sur [a,b].

2) On peut construire I’intégrale de Riemann suivant une autre démarche en construisant
d’abord I’intégrale de fonctions dites en escaliers (ou étagees), ensuite on la généralise a des
fonctions plus générales. Une fonction est dite en escaliers sur [a,b] s’il existe une subdivision

D={a=Xo< X1 <X2<...< Xp = b} de [a,b] telle que
f(X) = ci, X e [X-1,%[, ci € R, i =1,2,...,n.

3) Il existe d’autres types d’intégrales. intégrale de Stieljes-Riemann, intégrale de L ebesgue

etc.

4) Comme I’intégrale de Riemann ne dépend pas du choix des &;, alors dans lasuite de ce
cours, on notera les sommes intégrales de Riemann liées ala subdivision D par op aulieu de

o(D,&).
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b
Exemple. Montrons al’aide de la définition que Vc € R, I cdx = c(b— a). En effet, dans

a

cecas f(x) = ¢, VX € [a,b] et pour toute subdivision D de [a,b] et pour tous points &, on a

oD =Z f(&i)(Xi — Xi-1) =Z C.(Xi — Xi—1) =

i=1 =1
= C((X1 — Xo) + (X2 = X1) +...+(Xn — Xn-1)) = C(Xn — Xo0) = c(b—a),
C’est adire cLue toutes les sommes intégrales de Riemann sont constantes, égalesa c(b — a).
En particulier, _[ dx=b-a

a

§2. Conditions d’intégrabilité d’une fonction.

Dans ce paragraphe, on établit des conditions d’intégrablité d’une fonction sous forme de
théoremes qu’on admettra.

I X.2. Condition nécessaire.
Théor éme. Toute fonction intégrable sur [a,b] est nécessairement bornée sur ce segment.

Remarques.
1) Laréciprogue est fausse. Par exemple, lafonction de Dirichlet définiesur [0,1] par:

1,xeQn(0,1],
0,xéeQnNI[0,1],

est bornée, mais pas intégrable sur [0, 1] ( voir exercice 9.5).
2) D’apres le théoreme, toute fonction non bornée n’est pas intégrable au sens de Riemann.

f(x) =

IX.3. Sommes de Darboux. Propriétés. Pour établir des conditions nécessaires et suffisantes
d’intégrabilité au sens de Riemann, on introduit dans ce n° la notion de sommes intégrales de
Darboux qui sera nécessaire pour la suite.

Soit f unefonction bornée sur [a,b] et soit D = {a=xo, X1, ..., X» = b} une
subdivision finiede [a,b]. Comme f est bornée sur chague segment
[Xi-1,X%] (i = 1,2,...,n), aorssur chacun d’eux, m; = inff et M; = supf existent.

Définition. Les sommes :
n

So = M1AX) + MoAXs +. .. +MpAXn :Z MiAX1,
i1
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n
So = MAX1 + MpAX2 +. .. +MpAXn =Z M; AX;.
i=1
sont appel ées respectivement, sommes supérieure et inférieure de Darboux, correspondant
alasubdivison D de [a,b].

I X.4. Propriétés des sommes de Dar boux. Les propriétés suivantes sont vraies.
Propriété 1). Pour toute subdivision D de [a,b] et pour tousles &j,ona: Sy <op < S .

Propriété 2). Pour toute subdivision fixe D de [a,b] et pour tout € > 0, on peut choisir les
& telsquel’onait: 0< Sy —op < e.
De méme, on peut choisir les & telsque: 0 <op—-S; <€ .
Conséquence. S =sup o(D; &) ;S =inf o(D; &) .
&i &i

Propriété 3). Pour toutes subdivisions quelconques D et D' de [a,b], onatoujours:

S<SH e 5.
Conséquence. L’ ensemble des sommes inférieures ( resp. supérieures) de Darboux est
majoré ( resp. minore).

Définition. Lesnombres T =inf Sy et | =sup S, qui existent et sont appelés
{D} {D}
respectivement les intégrales supérieure et inférieure (de Darboux) de f sur [a,b].

Propriété5. | <1 .
Conséquence. VD, S; <1 <1< Sp.

n
Propriété6. Sp-Sp =2 wi()Ax, ol wi(f)= sup [f(X)—f(X")| est appelée
i=1 X X'elXi-1.Xi]
oscillation def sur le segment [Xi_1, Xi].

Lemme de Darboux. Le lemme suivant joue un réle important pour établir des conditions
d’intégrabilité:

Lemme. T=Ilim S et | =lim S.
Ap—0 Ap—0

I X.5. Théoreme fondamental d’intégrabilité. Dans ce n®, on établit des conditions
nécessaires et suffisantes d’intégrabilité d’une fonction, regroupées dans le théoreme
fondamental suivant:

Théoréme fondamental. Soit f une fonction définie et bornée sur le segment
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[a,b], alorsles propositions suivantes sont équival entes:
1) f estintégrablesur [a,b] ;
2) lim (Go-S) =0;

Ap-0 -
3) Ve > 0, il existeunesubdivision D de[a,b] telleque S-S, <€
4 1=I.

(%orollaire. Pour qu’une fonction f soit intégrable sur le segment [a, b], il faut et il suffit que
|im2 wi(H)AX = 0.

Ao=0;4
§ 3. Classes defonctionsintégrables.

Dans ce §, on établit des conditions suffisantes d’intégrabilité pour certaines classes
concrétes de fonctions, qui par leurs propriétés satisfont a la condition suffisante du corollaire
précedent.

I X.6. Conditions suffisantes d’intégrabilité.

Théoreme 1 (I ntégrabilité des fonctions continues. Toute fonction continue sur le segment
[a,b] estintégrable sur ce segment.

Certaines fonctions bornées présentant des points de discontinuité sur un segment peuvent
étre intégrables. Pour cela, introduisons la terminologie suivante: on dit qu’un intervalle
| R recouvrelepoint x € R ouest unrecouvrement du point xe Rs xel. Onale
théoreme suivant.

Théoréme 2. (Intégrabilité de certaines fonctions discontinues). S f est une fonction
définie et bornée sur un segment [a,b] et si Ve > 0, il existe un nombre fini d’intervalles
recouvrant tous les points de discontinuité de f dont la somme de leurs longueurs est inférieure a
g, alorslafonction f est intégrable sur [a, b].

Corollaire. Toute fonction bornée et continue sur un segment [a, b], sauf en un nombre fini
de points, est intégrable sur ce segment. En particulier, toute fonction continue par morceaux sur
un segment est intégrable.

Consequence. Si deux fonctions f, g, définies sur un segment [a,b], différent enun
nombre fini de points, alorssi I’une est intégrable sur [a,b], I’autrel’est aussi et on &
b

J. f(x)dx =jl g(x)dx.

a b

Théoreme 3. (Intégrabilité des fonctions monotones). Toute fonction monotone sur un
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segment [a,b] est intégrable sur ce segment.

Théoreme 4. (Intégrabilité de fonctions composées). Soient f une fonction intégrable sur

unsegment [a,b] M =supf e m=inf f. S g est unefonction définie et continue sur le
[a,b] [a,b]
segment [m,M], alorsla fonction composée h(x) = g(f(x)) estintégrablesur [a,b].

84. Propriétés desintégrales définies.

Dans ce paragraphe, on étudie certaines propriétés importantes des fonctions intégrables
telles que lalinéarité, les formules d’estimation et de moyenne, ainsi que de composition.

IX.7. Opérations sur lesfonctionsintégrables.

Propriété 1. Soient f, g € R([a,b]). Alors
a) frge R[ab] e VieR, Afe R([ab]),etona:
b

b b
i) j (F(x) + g(x))dx :j f(x)dxij g(x)dx;

a

b b
i) j OHX)dx = 4 j fxdx;

b) f.g e R[a,b] et Vn e N, f" € R[a,b].

b b b
Remar que. Attention, en général: J. f(x). g(x)dx ¢I f(x)dx. J. g(x)dx.
a a

a

Propriété2. S f estintégrable sur [a,b], alors f est intégrable sur
[a,B], V]a,B] < [a,b].

Ceasignifieque: f e R [a,b] = V[a,B] < [a,b], f e R [a,B].

Propriété 3). Par convention, on pose :

jl f(x)dx = — j} f(x)dx et 'T f(x)dx =0 .
a b a

Propriété 4) (Additivité ou relation de Chaslesdel’intégrale). S f estintégrable sur
[a,c] etsur [c,b], alors f estintégrablesur [a,b] etonalarelation:
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jj- f(x)dx :JC. f(x)dx Jrji f(x)dx,

appelée relation de Chasles pour les intégrales définies.

IX.8. Inégalités. Estimations. Le calcul de certaines intégrales définies n’est pas toujours

possible. Dans ce cas, on donne des estimations en les comparant a d’autres intégrales. Pour cela,
on établit dans ce n°, quelques inégalités importantes.

b
Propriété5. S f € R([a,b]) et f> 0 sur [a,b], aors J- f(x)dx > 0.

a

Corollairel. S f,g € R([a,b]) etVx e [ab], f(x) <g(x), dors

b b
[ f09ax <[ g

Corollaire2. Si f € R([a,b]) et Vx € [a,b], m<f(x) <M, aors:
b
m(b - a) <[ f(xdx < M(b - a).
Propriété6.S f € R([a,b]) et M =sup [f|, alors |f| € R([a,b]) etona:
[a,b]
b
<[ foo1dx < M(b - ).
a
Remarque. L’inverseest faux, c’est adire que [f| € R([a,b]) n’implique pas
que f € R([a,b]). Par exemple, lafonction f définiesur [0,1] par :

1, xeQ@Q,
f(x) =
9 {1,x¢@.

n’est pasintégrable sur [0,1], mais [f| = 1 estintégrable sur [0, 1].

b

_[ f(x)dx

a

Propriété 7. Soit f continue et positive, f > 0, sur [a,b]. S'il existe xo € [a,b] tel que
f(xo) > O, dors da > 0 tel que:

b
_[ f(x)dx > a > 0.

a

IX.9. Premiere formule de la moyenne. Une des formules importantes des intégrales
définies est laformule de la moyenne, appel ée aussi formule de Lagrange, dont les applications
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théoriques et pratiques sont nombreuses.

Théoréme. Soient f, g € R[a,b]. S g gardeun mémesigne sur [a,b], alorsil existe un
nombre a, m< a <M avec m=inf f, M =sup f, tel que:

[a,b] [a,b]
b b
I f)gxX)dx = «a J. g(x)dx.

S, deplus, lafonction f est continue sur [a,b], alorsil existe xo € [a,b] tel que:
b b

J. f(X)g(x)dx = f(xo) J. g(x)dx.
a

a

Corollaire (formuledelamoyenne). S f € R[a,b], alorsil existe a, m<a <M, td
que:
b
j f(x)dx = a(b— a).
a

S, deplus, f estcontinuesur [a,b], alorsil existe xo € [a,b] tel que:
b

j f(x)dx = f(xo)(b — ).

a
b

Lenombreréd o = ﬁ J- f(x)dx est appelée valeur moyenne def sur [a, b].

a

1X.10.. Deuxiéme formule de la moyenne.

Théoreme. Soient g € R[a,b] et f une fonction décroissante (resp. croissante) et positive sur
[a,b], alorsil existe & € [a,b] tel que
b

¢
J T00g00dx = (@) [ gooax

a

b b
(resp. I f()g(x)dx = f(b) J. g(x)dx).

¢

Corollaire ( deuxiéme formule dela moyenne). Soient g € R[a, b] et f une fonction
monotone sur [a,b], alorsil existe £ € [a,b] tel que
b

3 b
If(x)g(x)dx = f(a) J. g(x)dx + f(b) J. g(x)dx.
a ¢

a
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Remarque. Si f n’est pasdéfinieenaoub, ets f(a+0) et f(b—0) existent, dorsla
deuxiéme formule de laformule peut se généraliser comme suit:
b

& b
j f()g()dx = f(a+ 0) j g(x)dx + f(b — 0) j g(x)dx.
a 3

a

85. Méthodes d’intégration danslesintégrales définies.

Lecalcul d’'uneintégrale al’aide des sommes intégrales telle que définie au n°[1X.1] n’est
pas toujours commode et peut mener a des calculs compliqués. Cependant, il existe des méthodes
de calcul plussimples, et ce, al’aide des primitives des fonctions aintégrer. Pour cela, on établit
d’abord larelation entre I’intégrale définie et I’intégral e indéfinie d’une fonction sur un segment
[a,b].

IX.11. L intégrale définie comme fonction d’une de ses bornes. Soit f une fonction
intégrable sur [a,b], f € R[a,b]. Onsait que pour tout [a,B] < [a,b], fe R[a,B], en
particulier, Vx € [a,b], fe R[a,x] (ou fe R[x,b] ). Posons

D(X) =j f(t)dt.
a
Il est clair que @ est unefonction définiesur [a,b] avec:
a b
o(a) =j f(hdt =0, @(b) :j f(t)dt,
a a

et I’on dit que @ est une fonction définie par uneintégrale.

Théoreme. S festintégrable sur [a,b], f € R[a,b], alors @ est continue sur [a,b], c’est
adireque @ € C[a,b].

Remarque. Lafonction f peut étre discontinue sur [a,b]. On exige seulement qu’elle soit
intégrable sur [a,b].

IX.12. Existence de primitives pour une fonction continue.

Théoréme. Soit f une fonction intégrable sur [a,b] et continueen xo € [a,b]. Alorsla
fonction

X > D(X) :j f(hdt, x e [ab],

est dérivableen xg etona:
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®'(Xo0) = f(Xo).

L e théoreme signifie qu’en tout point de continuité de f, lafonction @ est dérivable et sa
dérivée est égale alavaleur prise par f en ce point.

Corollaire. S f est continue sur [a, b], alors elle admet une primitive sur [a,b] égale a
X

D(X) =j f(Hdt, v e [a,b].

a

Aingi, toute primitive F def € C([a,b]) s'écrit
X

F(x) = j f(Hdt+c, x < [a,b],
a
ou c est une constante réelle, c’est adire que c’est une fonction définie par une intégrale.

Remarques. y

1)S fe C([ab]), dors ¥x € [a,b] & j f(H)dt = £(x).

a

2) Sionprend ®(x) = J. f(t)dt, alors ®'(x) = —f(x), envertu de laconvention

b X X

j f(Hdt = — j f(t)dt.
X b

3) On peut introduire al’aide de I’intégrale définie de nouvelles fonctions définies par des
intégrales qu)i( ne sont pas é émxentai res, par exemPI e

f(x) =j etdt, f(x) :j ﬂdt f(x) :j QoS .f(x) j %dt (a> 1) appelées

respectlvement fonction erreur fonction sinusi ntegral cosinusi ntegral et logarithme intégral .

4) Si f n’est pas continue sur [a,b], elle peut admettre ou ne pas admettre des primitives
sur [a,b].

IX.13. Formule d’intégration de Newton-L eibnitz. Dans |e cas des fonctions continues sur
un segment [a, b], on aune formule fondamentale du calcul de I’intégrale de Riemann al’aide de
primitives, exprimée par le théoréme suivant.

Théoréme. (Formule de Newton-Leibnitz). S f est continue sur [a,b], ets F estune
primitivede f, alorson a:
b

j f(t)dt = F(b) — F(a).

a
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Exemple. jl‘
0

X
1+x2

_1 2y 11 - 1 _ _1
dx = 2Iog(1+x) |5 2(IogZ logl) 2IogZ.

IX.14. Changement de variable dans|’intégrale définie. Comme dans |’intégrale indéfinie,
la méthode du changement de variable s’applique aussi dans le calcul de I’intégrale définie d’une
fonction satisfaisant a certaines conditions. On ale théoreme suivant:

Théoreme. Soient x — f(x) une fonction définie sur le segment [a,b] et t — x = ¢(t)
une fonction définie sur le segment [a, ] vérifiant les conditions suivantes:

i) feClab];

i) ¢ € Cla,B] ;

iii) ¢la, B] < [a,b], ¢(a) =a, ¢(B) =b.

Alorson ala formule du changement de variable suivante:

B
b
[ f09ax =] fp) ¢'H)
a a
Remar ques.
1) Lorsd’un changement de variables, ne pas oublier de changer les bornes.
2) Laméthode du changement de variable est souvent plus efficace que laformule de
Nevlvton-Lei bnitz comme le montre I’exemple suivant: soit acalculer I’intégrale

| = _[ J1-x%2dx. Danscecas, il est préférable de faire le changement de variable suivant:

posc())ns X = ¢(t) = sint. Alorsona
90 =0, ¢(5) =1, ¢[o,%] - [0,1], ¢ € cl[o,l] f € C[0,1]. D’apréslaformuledu

2
changement de variable, on a donc:
1 /2 /2 /2

I,/l—xzdx=.f J1-sint cost dtzj cos’t dt = % I (1+ cos2t)dt =
0 0

0 0

_ 1 sin2t w2 _ 1(nm _ _
=5 (tr952) 187 = 3(5+0-0+0) = %
Si on veut, dans cet exemple, appliquer la formule de Newton-L eibnitz, ce serait un peu long
pour calculer une primitive de f(x) = y1—x? qui est F(x) = %,/1— X2 + %arcsinx.
3) Attention aux conditions du théoreme. Trouver |I’erreur dans le raisonnement suivant. On
a, d’une part :

/

et d’autre part:
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dx — dx _ ' ax _ dx ]
.[ .([ 1 -[ sin?X + cos?X -([ cos?x(1 + tg°x)

En posant t =tgx, on obtient dt = cc?s),( tg0 = 0, tgr = 0. D’ou:

_dt
_[dx- 1+12 =0

Donc 0 =x. Cequi est absurde!
4) On peut affaiblir les conditions du théoréme.

IX.15. Formuled’intégration par parties dans!’intégrale définie. Comme pour le
changement de variable, |la méthode d’intégration par parties s’applique aussi dans le calcul de
I’intégrale définie. On ale théoreme suivant:

Théoréme. Soient u, v deux fonctions ayant des dérivees continues sur |e segment
[a,b], u,v e C'[ab]. Alorson alaformule suivante d’intégration par parties:

b b
I u(X)V'(X) dx = u(x)v(x) |3 - J. v(xX)u'(x) dx.

Exemple. Caculer | xe*dx. Posons u=x, V' =¢€X Alorsonau =1, v=¢ et

P — N

u,v € C[1,2]. Donc

2 2 X
Ixexdx=xex |2 —Ie dx = (e*(x—-1)) |3 =e*-0= ¢
1 1

Remar que. On peut affaiblir les conditions du théoreme.
86. Applicationsde I’intégrale définie en analyse..

X.16. Calcul delalimite d’une suite numérique. Dans certains cas, |le probléme du calcul
de lalimite d’une suite numérique peut se ramener au calcul d’une intégrale définie si le terme
général de la suite donnée peut se mettre sous la forme d’une somme intégrale de Riemann. En
choisissant de maniére adéquate la fonction aintégrer, I’intervalle d’intégration ainsi que les
points &;, alors lalimite de la suite donnée n’est finalement que I’intégrale définie de cette
fonction sur I’intervalle choisi. Donnons un exemple de cette méthode.

Soit acalculer lalimite de la suite (x,) définie par :
nJlrl + nJer +. . '+Wln’ n=12,...

Ecrivons le terme général x, sousforme d’une somme intégrale de Riemann. On a:

Xn:
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1 1 1 1 1 1 1_1
+ +o..+ = = + = +ot+= =
n+1 n+2 n+n n1+% n1+% n1+%
n
:Z %(1 1L>=Gn
i=1 + n
o 1 __1
Danscecas, posons Xi = 1, AXi =4, 1=12...,n ft f(x) = Tix' X€ [0,1].

Commelafonction f est continuesur [0,1], alorsl’intégrale _[ 1?(x ne dépend pas du choix
0

des &; et on peut prendre & = X = Ln i=1,...,n dou

; 1 1 _ _Li _
,!lﬂ(n+1+—n+2+" n+n I|mZ < n)-hmon—

N—>+00 N—>+00

_I|me(§)AX| jldx —log(1+x) |} =log2-logl = log2.

N—>+00

IX.17. Formulede Taylor avec resteintégral. Dans ce n°, on donne une nouvelle formule
de Taylor avec reste intégral. On ale théoreme suivant.

THEOREME 1. Soit f une fonction définie sur unintervalle | < R ayant une dérivée
d’ordre (n+1), n e N, continueau voisinage V < | dupoint xo, c’est adire f € C™(V).
Alors Vx €V, ona
f//(

2l

+L j X= T (o

L fP o)

0) (X X )2 n|

f(x) = f(xo) + (0)(x Xo) + — 22 (X—Xo)" +

Cette formule est appelée formule de Taylor pour la fonctionf en x, avec reste-intégral.
87. Applicationsde I’intégrale définie en géométrie.

IX.18. Calcul del’aire d’unefigure plane. Soit f une fonction définie et bornée sur un
segment [a,b]. Lapartie du plan Oxy limitée par lesdroites x = a, x = b, |’axe des abscisses
Ox et lacourbe (C) d’équation y = f(x) est une figure plane, appelée trapeze curviligne et sa
surface est appelée aire du trapéze curviligne. Désignons par ¢ cette aire et déterminons la
formule permettant de la calculer. Pour cela, on ale théoreme suivant:

b
Théoréme. S f est continue et positive sur [a,b], alorsona o =I f(x)dx.

a
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Remar ques. X

1) Si fest continue et change de signes un nombre fini defois, adors o :I [f(x) |dx.

a
2) Si f est continue par morceaux sur [a,b] et s a1, az,..., ax sontlespointsde
discontinuité (de premiére espece) de cette fonction, alorson a

ay a an b
o =[ ffeolax+[ feolax+..+ [ fieoldx+{ [ixdx.

A1

Exemple. Calculer I’aire o de lafigure plane limitée par lesdroitesx =0, x=x, y=0
et y=snx. Ona sinx> 0, x € [0,7] et

T
o =J. sinxdx = —cosx |§ =-cosr+cosO=1+1=2.

0

IX.19. Aired’unefigure plane limitée par deux courbes. Soient f;, f, deux fonctions
définies et intégrables ( en particulier continues) sur un segment [a, b] vérifiant la condition
f1(x) < fa(x), Vx € [a,b]. Alorsl’aire delasurface limitée par lesdroites x =a, x=b et
les courbes d’équations y = f1(X) et y = fo(x) est égaea

b
o :j (F2(x) — F1.(x) )dlx.

Exemple. Calculer I’aire de lafigure plane limitée par les courbes d’équations y = x? et
y = /X. Déerminons tout d’abord le segment d’intégration [a,b]. Pour cela, cherchons les
points d’intersection de ces deux courbes. Aux points d’intersection, les coordonnées sont égales,
d’ou
X¥=Xeoxt=xex(x*-1) =0 xxX-1DX?>+x+1) =0,
Lesracinessontx =0, x=1. Pour x=0, onay=0 etpour x=1, y=1. D’oules

points d’intersection sont M1(0,0) et M2(1,1). L’intervale d’intégration est alors[0,1] et ona
JX > x? sur[0,1], d’ou

1
3
o=[ (K-dx=2x3- X 5 =211
0

IX.20. Aired’un secteur curvilgne en coordonnées polaires. Soit p = f(6) |I’éguation
d’une courbe en coordonnées polairesou 6 — f(6) est une fonction continue sur [a, 8]. L’aire
o du secteur délimité par lacourbe p = f(6) etlesrayonsvecteurs 0 = a, 0 = f§ secalcule par
laformule

R

B
_1 _ 1
o= | p*do =5 [f(6)d.
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IX.21. Longueur d’un arc de courbe d’équation y = f(x), X € [a,b]. Soit f une fonction
définie et continue sur un ensemble X < R et [a,b] < X. Pour le calcul del’arc de courbe
compris entre les points A(a, f(a)) et B(b,f(b)), on ale théoréme suivant.

Théoreme. S f € C[a,b], alorslalongueur del’arc de courbe AB est égale a
L= [T+ 00 ax.
b

Exemple. Calculer lalongueur d)((e Iachzg(i nette d’équation
y = ach% = %(eg +e_3), -b<x<b (b>0, a>0).

On obtient aprés calcul:
y2 = shZ% et J1+y? = J1+m2% = JChZ% = chy.

D’ou
L=[ ch¥dx= Tsh% |2 =2ashB.

Remarque.

1) Si lacourbe est définie par des équations paramétriques:
Xx=0{t), y=wt) (¢ <t<p), ou o(t) et w(t) sontdesfonctionscontinuesains que leurs
dérivéeset ¢'(t) et w'(t) nes’annulent pas sur le segment considéré, alors lalongueur L est
donnée par laformule:

B
L =[ Jo'2(t) + y2(t) ot

2) Si lafonction est définie en coordonnées polaires p = f(6), a < 0 < f3, adorslalongueur
de I’arc de courbe est donnée par laformule:

L:I p+p'?do.
B

Exemple. Calculer lalongueur de |’astroide d’équations. x = acos®, y = a’sint. La
courbe étant symétrique par rapport aux deux axes de coordonnées, calculons d’abord le quart de
lalongueur de cette courbe se trouvant dan%I le premier quadrant. On a
ax - _ 2t o _y — i N2 <t< L
, ot 3acos<tsint, ot 3asintcost, 0<t< 5
Par conséquent

Z

2 2
% = [ J9a?costsin?t + 9a?cos’tsin“tdt = 3a | Jcos’tsin’tdt =
0 0

y4
costsintdt = Sa[&zt] 2 _3a

= 3a 2 1, 5

o —

donc L = 6a.
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IX.22. Volume d’un solide derévolution. Soit f une fonction définie et positive sur un
segment [a, b] et (C) sa courbe représentative d’extrémités les points A(a, f(a)) et B(b,f(b)). La
partie de |’ espace R* obtenue par larotation autour del’axe Ox du trapéze curviligne limité par

lesdroites x = a, X = b, I’axe Ox et I"arc AB est appel ée solide de révolution engendré par f
sur [a,b]. Pour le calcul du volume V de ce solide de révolution, on ale théoréme suivant:

Théoreme. S f est définie, positive et con'ginue sur [a,b], alorsona

V=1 [ 2(xdx

IX.23. Aired’une surface de révolution. Soit f une fonction définie et positive sur un
segment [a,b] et (C) sacourbe représentative, d’extremités A(a,f(a)) et B(b,f(b)), qu’on

désigne par AB.La partie de |”espace R obtenue par la rotation de |’arc de courbe AB autour de
I”axe Ox est appelée surface de révolution engendrée par f sur [a,b]. Pour le calcul del’aire
o d’une surface de révolution, on ale théoreme suivant:

Théoréme. S f € C[a,b], alorson a

o =2 [ f(x) 1+ 2(x) dx.

88. Applications en mécanique.

IX.24. Coordonnées du centre de gravité d’une cour be. Soit une courbe matérielle AB
d’équation y = f(x), a < x < b. Alorsles coordonnées (xg,Yg) du centre de gravité dela
courbe s’expriment par Iegintégraleﬁ définiessuivant%éJ s f e C([a, b)),

[ xJ1+f20x) dx. [ 00 J1+172(x) dx
Xg:ab ) yg:ab

[ J1+2(x) dx [ J1+209 dx

a a

Exemple. Trouver les coordonnées du centre de gravité de la demi-circonférence se trouvant

audessusdel’axe Ox. L’équation delacourbeestdanscecas: y= Ja?-x?> , —a<x< aet
ona
2
I X /1+ 72— 1+ X _ a _
y a2 — X2 ’ y a2 — x2 [aZ — x2

En remplacant ces expressions dans les formules correspondantes, on obtient:
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_Ia X. aza_ X2 dx [—a,/a2 —x2 ]a 0

Xg = € = - X a_a = ﬁ = 0.
aarcsin
J' 2a : dx [ a]—a
ad a-x a
J- \/az—xz.%dx a J- dx
-a var—xX _ -a _ 222 _ 2a

Yg = Ta -~ T rma " rma T



73
BROCHURE D’EXERCICES D’ANALYSE 2
Intégrale indéfinie, intégrale définie et équations différentielles du premier ordre
avec réponses et corriges par
OSMANOQV H. et KHELIFATI S

Enoncés des exer cices du chapitre I X.

Exegcice 9.1. A I’aide de la défintion deI’inEégraIe définie, calculer lesintégrales suivantes.

1) j% (0 < a<b); 2) [xmdx (0<a<b, m=-1);
3 il
3 [ 0<a<b); 4) [adx (a>0);
2/2 Ox
[ sinxdx; 6) | costdt.
0 0

Exercice 9.2. Soit f une fonction bornée et croissante sur [0, 1]. Montrer que
1

j foodx— L 3 f(K) = o), n - +o.

0 i=1

Exercice 9.3. Démontrer que les fonctions suivantes sont intégrables sur les segments
indiqués:

in I 1
1) fo) =< oo xe Joz]. sur 0,2
0, X=0;
1 =1
2) f =< X EG)X#0 g0
0, x=0,

Exercice 9.4. Soit f continue sur un segment [a, b] sauf au point Xo €]a, b[ qui est un point de

discontinuité de premiére espece. Montrer alors que f n’admet pas de primitive sur [a,b]. En
déduire que toute fonction continue par morceaux sur [a, b] n’admet pas de primitive sur ce
segment.

Exercice 9.5. Démontrer que la fonction de Dirichlet
0, s xestirrationnel
x(X) = . .
1,s Xx estrationnel
n’est intégrable sur aucun segment de R.

Exer CI ce 9.6. En appliquant laformule de Newton Leibniz calculer lesintégrales suivantes:

Y |l 2|
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1 e
3) j (e* — 1)%e*dx. 4 [ Lxlnxgy

6 xdx
) I T ) ey
1
dx dx
7 j 2x2+3x—2dx 8 -[ X2 +4x+5
‘n x
2 2
dx cos3xdx
9 Il 1+cosx ° 10) Il Jsinx
_ % -2
T sm(l)dx
1) | £ [ In®xdx
1 X 1
£
2 sh2 g
13) e cosxdx . 14) —ax
£ S{l J1+x2
2 1
dx
1 1- . 1 .
5) £| X|dx 6 | T oxeosa L @< <™
1 - T
2d
17) g ﬁ 18) _jﬂ cos?xdx
19) [ shexdx 20) j X243 gy
0
4
3 1 q
21 tg*xd 22 X
) é g ) £4x2+4x+5
[ L
2 X+ 24 Xc+ oX
3 jz X2(x—-1) o ) { X+ 1D(x?+1)
1 2
25) [ ——dx 26) S SE—
{ VX2 +2x+ 2 £ V2 +3x— 2¢?
4
4 dx [ e
27 28 ax.
e N
cos(Inx) dx
29 ————=dx. 30
) | —x X ) | X(1 + In?x)
! s
1 4
31) [ J4-x2dx 32) [ cosixdx
0 0

1
1




33)

35)

37)

39)

41)

43)

45)

47)

49)

51)

Exercice 9.7. A I’aide d’un changement de variable, calculer les intégral es suivantes:
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_dx
1+sinx+cosx’

P o —plx

| ch?3xdx
0

3
[ Inxdx

1

[ ¢sinxdx

+

[a o

(cos?X + Xsin?x)dx

— X2+ 2x3
C0S2X

|;.‘—;00|PIN
\YJ
X
N

w

B 0O Yk O i |
@D
N
+
P
Q.
X

x
T_\K‘
|
x
[eX
x

sinxsin2xsin3xdx

o — N

) | J_JY_ T
3 | ef — dx
°n
4
5 [ cos’xdx
%
7. | AN VX
0

—X+1Xm

42)

v/
4

4 dx

) I 1+ 2sinx

2
3

) [ XX
I SN X
4

38) [ x®sinxdx
0
1

40) | x(2-x?)%2dx

0

+3
[ (x?sin5x+ cos% + tg3x)dx
-3
2
[ e“xdx.
0
46 _dx
) j x,/1+lnx
%
_ o dx
48) i 3+ cosx’
3
50) j x15./1 + 3x® dx
In2
52) | shtxdx.

0

2 xdx
4) | sin%dx
0
1
2d
6) -[ (1):- x)é)3
dx
8) —
J'[? X2 /x2 -1
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Exercice 9.8. En appliquant la méthode d’intégration par parties, calculer lesintégrales

suivantes.
In2 e
1) [ xe>dx. 2) [ fInxjdx .
0 e*]i
3) [ xsinxdx 4) | arccosxdx .
0 0
21 J3
5 [ x2cosxdx . 6) | xarctgxdx.
0 0

Exercice 9.9. Calculer lesintégrales suivantes:
-In2

D [ o™ 2] e
3) jexcoszxdx; 4) }arcsinﬂdx;
0
) IO snzf‘(ffzcijgsz“x o 2 i %;
7 fof(x):(f%dx, fe C([0,1]), f(x) > 0, x e [0,1].
f(xlnx)zdx, 9) gm
10) j mdx,
3

11) | f(ydx s fe C(R) véifiant larelation:
—-a

pf(x) +gf(—x) = 1, x, p, g Ravec p+q + 0.

Exercice 9.10. En utilisant les sommes intégrales de Riemann, calculer les limites suivantes:
1) I|m( 1,2, 401,

e N n2 N n2 N
2 im + +...+ :
) n%o(n21+12 {12+22 1n2+n2)
D m g g )

: +2P+...+nP .
4 LLT nP+l ’

1
5) lim H 1+ n)2n

N—oo
k=1

6) lim (n (an!])l )
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Exercice 9.11. En négligeant les infiniments petits d’ordres supérieurs, calculer les limites
suivantes:

1) LLrQ [(1+ %)smn—+(1+ )snﬁ—”+ AL+ nﬁl)sin (n;lzl)n }

; 0 T zn: 1
2) lim{sng. ), —=—— |

n—»oo(' n= 2+cos%>

> Jx+ K (nx+k+ 1)
3 i k=1 i
) lim o, (x> 0);
b b ok

4) lim + +...+ ;
) lim (27 T n+%>

Exerci ce 9.12. Calculer les dérivées suivantes;

b
2 d [ gny2?
1) dx jsmx dx; 2 = [ sinx2dx;

b" X2

3) %jsnxzdx 4) o [ V1+t2dt;
d C(())SX

5) j : 6) -2 [ cos(zt?)dt
dX 2 1+t4 o sinx

Exercice )9.13. Calculer les limites suivantes;

X
[ cost2dt [ (arctgt)?dt.
1) lim &*—v—:; 2) lim 2
x>0 X Xor+o0 X2+ 1
X 2 sinx
O etzdt> [ et
3) im0 /. 4 lim 2
X—+00 J- e2‘2dt X->0+ J~ '_Sln dt
0
X 2
Exercice 9.14. Démontrer que [ e“dt ~ ezxx pour X — oo,

0

Exercice 9.15. Soit f continue et positive sur [0, +oo[. Démontrer que la fonction
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} t(t)dt

p(x) = %

[ ftydt
0

est croissante pour x > 0.

Exercice 9.16. Calculer lesintégrales suivantes.
X2, 0<x<1;

2
1 f(x)dx s f(x) =
)I(X)XS ) 2-%X 1<x<2

0

1 X, 0<x<t
2) | fodx s f(x) =

){(X)X 0 t1=X, t<x<1

Exercice 9.17. Calculer lavaleur moyenne de chacune des fonctions suivantes sur
I’intervalle indiqué:
1) f(x) = JX + % dans ’intervalle [1,4];
__1 a; 317.
2) f(x) = 7y dans| mtervalle[l, 5 }
3) f(x) = sinxet g(x) = sin?x dansl’intervalle [0, 7];

4) . f(x) = e—'il dans I’intervalle [0, 2].

Exercice 9.18. Démontrer les relations suivantes:
1) siblafonctiot? f est continue sur le segment [a, b],
1

dors [ f(x)dx =[ f(a+b-x)dx = (b—a) [ f(a+b—x))dx;

a a 0 x x
2 2
2) si lafonction f est continue sur le segment [0,1], lors | f(cosx)dx = | f(sinx)dx.

0 0
T bis

3) si lafonction f est continue sur le segment [0,1], alors [ xf(sinx)dx = % [ f(sinx)dx et
0 0
appliquer le résultat obtenu au calcul de I’intégrale

T
XSinx dx

1+ cos?x
0

Exercice 9.19. Soit f une fonction continue sur [—a,a], a > 0. Montrer que
1) _[a f(x)dx = 0 s f estimpaire;
—a
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2 | f09dx = 2 :f(x)dx si f est paire.

Donner une interprétation géométrique de ces deux résultats.

Exer cice 9.20. Soit f une fonction continue et périodique sur R, de période T > 0. Montrer
que

a+T T
Vae R : I f(x)dx = IO f(x)dx.
a

Exercice 9.21. Enintroduisant lanouvellevariable t = x + % caculer I’intégrale suivante:

2
I =I (1+x- %)e’”%dx
12

Exercice 9.22. Caculer I’intégrale
1 !
_ 1
| = L,Z,mKCOS'Og x) ‘dx.

Exercice 9.23. Soit f continue et positive sur [a,b], a < b et soit M =sup f. Pour n € N*,

[a,b]
b
Iy = (j [f(x)]”dx>

i) Montrer que vVn € N*, |, < I\/I(b—a)%.

1
i) Montrer que Ve > 0,36 >0, In > 617 (M —¢).
iii) Endéduire lim I,.

N—>+c0

on pose

Sl

Exercice 9.24. Soit
/2

In =I sin"xdx, n € N*,
0
i) Démontrer laformule de récurrence 1, = 0= 1.
ii) Calculer 1, et en déduire 17 et Is.

Exercice 9.25. Soitf € C([a,b]) telle que
Va,p, a<a<p<b [ fxdx=0.
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Montrer que f(x) = 0, Vx € [a,Db].

Exercice 9.26. Soit f € C'([1,a]), a > 1. Montrer que
a E(a)
E(x)f = E(a)f(a) - ) , f(k
| EO0f 0oax = E@f(a) -3 (K,
k=1
avec E(x) est lapartie entiere de x.

Exercice 9.27. Soit {f,g} < C([0,+x[), g > Osur [0,+oo[ et % croissante sur
[0,+o[. Montrer que lafonction

i
IQ W du

[ oW

h(x) =
est croissante sur [0, +o[.

Exercice 9.28. (Inégalité de Cauchy-Schwartz).
Soit {f,g} < C([a,b]). Montrer que

b b b
J. f(x)g(x)dxsf f2(x)dx. J. g2 (x)dx.

Exercice 9.29. Soit f continue sur [a, b] et vérifiant larelation

! 42r X2y < f(X1) ;f(xz) _

Démontrer que
(21D < [t < Q11O 4.

Applicationsde lI’intégrale définie.

Exercice 9.30.

1) Trouver I’aire de lafigure délimitée par les courbes y? = 9x et y = 3x.

2) Trouver I’aire de lafigure délimitée par I’hyperbole équilatére xy = a2,

I’axe Ox etlesdroitesx = a, x = 2a.

3) Trouver I’aire comprise entre lacourbe y = 4 — x? et |’axe OX.

4) Trouver I’aire de lafigure délimitée par lacourbe y = x3, ladroite y = 8
et I’axe Oy.

5) Trouver I’aire du domaine délimité par une demi-onde de sinusoide et
["axe OX.

1

6) Trouver |’aire comprise entre la courbe y = "

_ X
v et laparabole y = 5
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7) Calculer I’aire comprise entre lacourbe 'y = x(x—1)? et I’axe Ox.

8) Lecercle x22 +y? = a? est partagé en troisrégions par I’hyperbole
X2 —y? = aT' Calculer I"aire de chacune de ces régions.

9) Calculer I’aire délimitée par lacourbe y = |Inx|, I’axe OX et les droites
x=0,1, x=10.

2
10) Calculer I"aire délimitée par I"ellipse Y

X2 _

= + F =1

11) Calculer I’aire délimitée par lacourbe y? = x?(a? — x?).

12) Calculer I’aire délimitée par lescourbes y = Inx et y = xInx.
x2

13) Calculer I’aire délimitée par lacourbe y = xe 2 et son asymptote.
14) Calculer I’aire délimitée par lacourbe y = et son asymptote.

1+x2

Exercice 9.31.

3 .
1) Calculer lalongueur delacourbe y = x 2 entreleslimites x =0 et x = 4.
2) Calculer lalongueur delacourbe y = 1 —In cosx entreleslimites

- - L
Xx=0 e x= 1

3) Calculer lalongueur delacourbe y = yx—x? + arcsin /X.

Exercice 9.32.
1) Calculer lalongueur de la courbe définie paramétriquement par

X = a(t—sint)
y=a(l-cost), (0<t<2n).

2) Calculer lalongueur de la courbe
X = a(cost + tsint)x
y = a(sint—tcost), (0<t< 2n).

Exercice 9.33.
1) Trouver lalongueur de la premiére spire de la spirale d’Archimede p = ag
apartir du pole, 0 < ¢ < 2r.

_ P ya
2) Caculer lalongueur de lacourbe p = 17 cosg (le] = 2).
Exercice 9.34.
2
1) On fait tourner I’ellipse X—i + Y~ 1 autour del"axe Ox. Trouver
a2 b2

le volume du corps de révolution engendré par cette rotation.
2) Trouver le volume engendré par larotation autour deI’axe Ox d’un arc
desinusoide y = sinx.
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3) Lafigure délimitée par laparabole y? = 4x et ladroite x = 4 tourne
autour de I’axe Ox. Trouver le volume du corps de révolution
ainsi engendre. ,

4) On fait tourner lafigure y = b(%)?, 0 < x < a autour del’axe Ox.
Trouver le volume du corps de révolution ainsi engendré.

5) Onfait tourner lafigure y = 2x— x?, y = 0 autour de |’axe Ox.
Trouver le volume du corps de révolution ainsi engendré.

Exercice 9.35. Caculer le volume du solide compris entre le cylindre de base le cercle de
rayonr > 0 et un plan incliné passant par le diamétre de la base du cylindre (voir dessin).
Calculer en particulier levolumes r = 10 cmet h = 6 cm.

Exercice 9.36.

1) Trouver I’aire de la surface obtenue en faisant tourner la parabole y? = 4ax
autour deI’axe Ox apartir del’origine au point d’abscisse x = 3a.

2) Trouver 2I’ai re de la surface obtenue en faisant tourner I’ellipse
;—2 +% =1 (a> b) autour del’axe Ox.

3) Trouver |’aire de la surface obtenue en faisant tourner la chainette
y = ach% (|| < b) autour de |’axe Ox.

Exercice 9.37. ,
1) Trouver le centre de gravité du quart d’ellipse ;—2 + % =1((0<x<a 0<sy<h).
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Réponses aux exer cices du chapitre 1X.

, 1 1. pm™1_ g™l a-1.
ExerCfceQ.l. 1) 5 b 2) oS I 3) In ;o 4) “na ; 5) 1, 6) sinx
Exercice 9.6.

y L1z 3 E e 3526 L >%ng

8) actan<: 9)2 10)0; 11) 1, 12) 6-2¢ 13) &€=2 T
T . . . Yz 3

15) 1; 16) 5 X—; 17) éLi— 18) ; 19) (2 3ch2 + ch32);

1 : 4 4 1.
20) 5 +7In2,221)‘/36 + =7 ,22) arctan ; 23) 2In3 >
24) L: 25) |nSX V2. 95 1 272In2281ee4

) 5529 I 26 B2 ) Le-e%);

29) sinl; 30) Z; 31) —+—J‘ 32) ‘/_

,/§; 35) —smh6+ l; 36) %@Jr%ln%;
37) 3In3-2; 38) 73— 6m; 39) 0, 40) 8%21, a1) Z,

42) GSn%n; 43) 23 44) 6271 45) £, 46) 2(J_ 1);

47) 2arctan(e) - £ + L n&+1.

2772 2
w2 5

arctanlﬁ —arctanT :

46 29 1. oy 31 225
49) - 483, 50) 2, 51) L 59 JIn2- 222

33) In2; 34)

/ 2
Exercice 9.7.1) 7+ 2In2; 2) i; 3) In<u>; 4) = ) A7

1+./2 560
6 Li DL 8 L+ LY 3 g 9 z.,
Exercice 9.8.
ping;220-4x9m4a L5ane 222

Exercice 9.9. 1)2+%I093—§I095; 2) §+In(2—\/§);
3er _ 1) . n?. 1 ‘/§ Y
3) (e 1); 4 . 5 Z_. 6) 5 In3 — 18 —-—;, 1) 5

8) 2 27, 9) 2 10) J_—SJ_—In<ﬁ+1>+In<J1_O+3>

11) 528G
Exe& cice 9.10. 1 4 4
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Exercice 9.11.

1) %n, 2) % 3) x+ L, 4 ﬁ

Exercice 9.12.
1) 0; 2) —sina® 3) sinb?; 4) 2xy1+ x*;

2
5) X . ) (sinx— cosx)cos(z Sin3x).
J1+x2  J1+ x8

Exercice9.13.1) 1; 2) ;3 0, 4 1L
Exercice 9.16. 1) t

28 2 6 2 1 | 2
Exercice9.17. 1) 2In2, 3) £, 5 4) 2+In 7
Exercice 9.18. 3) ’TT

Exercice 9.21. % ed2,

Exercice 9.22. 4n.

2k — D!

| ) @i 2 S n=%
Exercice9.24.1ii) I, =

(20 g
Qkr i O TS

ou (k- =1x3x5x...x(2k—1) et (2k)!! = 2x 4 x 6 x...x(2K).
|7 = 1—6, |8 = in

35 256
Exercice 9.30.
1) l, 2) a?log2, 3) 102, 4) 12,
526 %-1, 7 L, 8L-Y2in35+2),

e i In(J3 + J2)]

a2[2” fln(f+f>] 9 (9.9) - (8.1 7-15

10) 7rab 11) 4a2 12) 3—¢ 13) 2 14) =

Exercice 9.31.

1) 2%(1@/?0-1), 2) |ogtg%”, 3) 2

Exercice 9.32.

1) 8a; 2) 272

Exercice 9.33.

1) ar/4n?2+1 + aln(2n+./4n2+ 1)], 2) pJ—+In(J—+1)
Exercice 9.34. 1) 47rab2 2) 2. 3) 321, 4) 37rab2 5)
Exercice 9.35.V = §2h V = 400 cm?.

Exercice 9.36.

2 _h2
1) B a2 2) 20b? + 2rap@eSNL; - VLD
3) na(2b+asmh 2
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a 4b

Exercice 9.37. (g—n 3 )
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Corrigés détaillés de certains exer cices du chapitre | X.

Exercice 9.1. Lesfonctions considérées dans cet exercice sont continues, et par conséquent
I ’intégralbe ne dépend pas du choix des points de partage du segment et des points ;.

) | % (0 < a < b). En partageant le segment [a,b] en n parties arbitraires par les
points x? (i=0,1,...,n) eten posant
él = ,/Xixi+110 < Xj <§i < Xi+1 (l = 011121"'1n_1)1
on trouve que .
S Zf(f )AXi Z lIAXI _Z XX|+1 Z XI)J(rlel =
i=0

n1'"

n-1
2) jxmdx (O<a<b, m=#-1). Soit S, =Y. f(&)Ax. Partageonsle segment [a,b] en
0

n parties par lespoints a = Xo, X1, X2,..., xn_i, Xn = b de fagon a ce que ces points forment
la suite géométrique : .
Xo=2a, X=X, Xn=Db (i=1212...,n).

Dans ce cas, on obtient _

|

r=m=-8 q={8.x=a(8)" S =3 ).

i=0

Choisissons &; comme suit: &; x., i=1,.2,. ,nl On obtlentalns que
i+

s Ea®) o)™ -t
= ami((3 )n—1>z( )I(ml)

|(m+ 1

est la somme d’une suite géométrigue avec le premier terme

Lasomme Z ( )
(m+1)

égal & 1 etderaison égalea (b> N Onadonc
n1 l(m+1) (Q)"“_

Z(> ) am+11 ’

et, en remplacant dans I’expression de S,, on obtient:
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b 1
b m+1 (brml_arml) (5); -1
S, = aml (Q)% -1 (E B _ n
a (m+ 1) &, marl
a b _
OIS e
n
Alors L
(2)m -1
b LIIE 1
[ xmax —lim s, = BT —a™ n _
Nosoo m+1 b m+1
a (E) n -1
lim
nHoo m+1
n
_ pm+l _ gm+l In _ pm+l _ gm+l
B m+ 1 Inb B m+ 1
Exercice 9.6.
1)Ona
-1 -1 -1
j dx :ij d(11 + 5x) :|:_ 1 } B
, (11+5x)°% 5 , (11 +5x)3 10(11+5%)% |,
) - :L(L 1) =L
10 * 36 72

1 1 X !
3) [ (ef-D*erdx =[ (e*-D*d(e*-1) = [le)s] - (e_—51)5
0 0 i

e3

e3
dx d(lnx+1) e
5 = =2 J1+Inx = 2.
) { xJ1+Inx 1 J1+1Inx I: ]1

3 3
dx _1 dx _ ANl 4x=21713_ 1,4
7) .[2X2+3X—2_ 2{ (X+%)2 (%)2 N 5|:In 4X+8|:|2 5|n3'
5
10) [ SO gy -
T SnXx
-5
2 an2 2 1 5
_ [ Lodmcosxy, | ((sinx) 3—(sinx)3>d(sinx)=
T Snx T
_7 T _777:
_3[dgmex 12 _3[dgnex 12 =31 _n_3_.1 _1y_
_2[ smxl% 8[ smxl% 2(%@ -3 22 1)
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2197 - 36
B 32 '
sh2
19 | X [In|x+./1+x2|]
Tl 1+x

_ In‘shZJr \/1+shZ‘/T3]sin8x2 ‘ ~In|shl+ /T+ sh1?] =
= Injsh2 + ch2| - Injshl1 + chl| = Ine? —Ine=2-1 = 1.

1
dx
16 =
) _Il X —2xcosa+1
1 x—cosa 1}
= — arctg2 =224 -
I (x— cosa)2+sma Slna[ 9 gna ]_1
1 1-cosa 1+cosa _
= Sng ¥© 19 Ssna ) Sifaarctg Sina )
=S+arctg(tg )+ arctg(ctg%):
_ 1 L0y —
= SnAcgtg S )+ arctg(tg(2 5))
sina 2 2 29na’

40)j e sinxdx. Comme f(x) = e’ sinx est impaire, alorsj e’ sinxdx = 0. En effet
j e sinxdx —j (sinx)e dx+j e’ sinxdx = —j (sm(—x)e(‘X) dx+j e’ sinxdx =
= —j (sin(- x)e(‘x) dx+j e sinxdx = —j ex S|nxdx+j e sinxdx = 0.

43).[7'(/3 2X7_X5+2X3_X+1dX:J~ﬂ/3 2X7 X5+2X3_XdX+J~ﬂ/3 1 dX—

—0+tgx | ™3, = /3 - (-V3) = 2/3, car X' = congx —X est impaire.
Exer cice 9.7.
1) f ‘/_ dx. On applique la méthode du changement de variable. Posons pour cela:

1/th, dx=2tdt, et alors, ona
X=4=t=2)et X=9=1=23).
Ainsi

X1 ! -1
3

[2(%+t+|n|t—1|)] - 2(%+3+In2)—2(2+2+|n1) = 7+2In2
2

» — ©

PV S R S I P R 1 g
dX—ZJ.mdt—ZJ.Tdt—ZJ-(t-Fl-{— )dt—
2 2
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,/ eX ! eX .
3) Onatout d’abord ——=—dx. Posonsensuite t = €%, et aors, on
) I Ve + e’x £ JeXx+1

d=edxk=d=%L x=0=t=1 e x=1=t=e).
Parcon%lfquent:

L[ 9 [infes PFE|] - S

. J&E+ e~ ] Jt2+1 1+ /2
pid pid yd
4 4 4
5) Ona | cos’2xdx = [ (cos?2x)3cos2xdx = % [ (1-sin?2x)3d(sin2x).
0

0 0
Posonsdonc sin2x = t, et alors:

disn2x) =dt, (x=0=1t=0) et (x=%:>t=1).
D’ou
n
4 1 1 1 1
[ cos’2xdx = 5 [ (@-t2)%d = EI (1-3t2+ 3t4 —t8)dt =
° 1 . 3 1.7 ; 8
1 5_ 1 -8
=[-rrge-4 )} 35"
Exercice 9.8.
e 1 e
2) | IInxjdx = — | Inxdx+[ Inxdx. Posons
1/e 1/e 1

u=Inx dv=dx aors du= %dx e v=x
En remplacant daens laformule d’intégration par parties on obtient

I [Inx|dx = —[xlnX—X]]lJevL [xInx-x] = 2(1 - %)'
1

e
21

5) [ x2cosxdx. Posons

0
U= x2, dv=cosxdx alors du = 2xdx et v = sinx.

En remplacant dans laformule d’intégration par parties, on obtient
21 2

[ x?cosxdx = [x2sinx]Z* -2 [ xsinxdx.

0 0
Posons encore unefois u = x, dv = sinxdx, alors du = dx et v = —cosx. Par conséquent
2

2r
[ x?cosxdx = [x2sinx]" - 2[-xcosx]5" - 2 | cosxdx =

0 0
= 0+4r - 2[sinx]7" = 4r.

Exercice 9.9.
1) Ona
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I“ x—1]
X—2|+ x— 3|
1 2 4
_ 1-x x—1 _ X=1 4v_2.9 3
—J.O 5_2de+'|.15 2de+'|. X 1+J.32x 5dx 2+ IogS IogS
3 A o2
10) j%dx Tout d’abord calculons une primitive de lafonction
1
/ 2
X — f(X) = % Ona

1
T2 1
j%dx = [x2(1+x?) 2 dx

C’est une intégrale d’une differentielle binomiale avec:

m=-2,n=2, p:%,mTJrl:_% et mT”+p=0,mtia.

2 .
Alors on pose 1;:—2)( = t2. Cequi donne

1 tdt t
, dx=—T2— et J1+x% = .
Jt2-1 J(2 =13 Jt2-1

j,/1+x dx __It(tz—l) tat
Jt2-1 \/(t2—1)3
—jtz dt_—j(1+ 1)dt=

/ 2 _
:_t_;|n|t—1|+cz_ f1+_2x _;m ALIHXT =X)L o
2 t+1 X 2 /1+X2 +X
Calculons maintenant I’intégrale donnée. On a
:|J§

f_Jl—d[ EES WA REET
_ |2 1(1,2-J3 _ J_ 1
B [ﬁ . (In 2+ /3 ~/_+1>J

27 /17X +x
2.2 1 n(‘/_+1)2 iy +In2+‘/_

X =

Par conséquent

1

32 @2+B)? VERRNF R
Exercice 9.10.
1) Posons .
_ 1,2 n-1_1,1,2 n—1,_ 1 %
&—F+F+...+T—ﬁ(ﬁ+ﬁ+...+ n )_ﬁZﬁ

i1
Lasomme S, peut étre considérée comme une somme intégrale de la fonction
x — f(x) = x surlesegment [0,1] en supposant que ce segment a été partagé en n— 1 parties
égales et, comme lafonction est continue, donc intégrable, alors on peut choisir les &; tels que
& =% =+ (=12..,n-1). Onadanscecas
= n-1 n-1 .
S :Z f( éi)AXi :Z éiAXi :Z XiAXj = % lﬁ
o i=1 i=1 i=1 i=1
Ains
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1,2 e 1 X1
oz F e ) Sm S 'O[de_[Z}o_Z'
2) Tout d’abord transformons lasomme S, comme suit:

n

qu% s 1n z%z L.
1+n—12 1+(2)2 1+(m)? i-1 1+<Ln>
C’est une somme intégrale de lafonction x — f(x) = 1+1x2 sur le segment [0,1]. D’ou
il découle que
_ 1_ 1
lim = [arctgX]; = 4
Exercice 9.11.

1y tim [+ BsnZ @ Brsn2E o aws Dplysn =07 ]

N—oo

Comme sinx = X+ O(x3) (x - 0), ona

sin % = '—’§+O('—i) i=1,2...,n-1
n n
Alors
_(1+%)Sn_+(l+ n)snﬁﬂ-}— +(1+n 1)Sn (n;lzl)n' _
_Z (1+n)5|n _Z (1+n) +Z (1+n)0( )
i=1 -
Montrons que

|.m§]1 1+ n)o( ) _o.

N—o0 ,

i=1
En effet, il existe une constante @ € R (communepouri = 1,2,...,n—1) tel que:

Vi, O(—) < oz.(;I )et alorsona_
n-1

> @+ o( ) <2 @+ e (5 )<2 @+ dp.a (5 <

n-1
< “2_2 > 1+ ﬁ) = aF<1+ﬁ+1+%+...+l+nTl> =
i1

_ 1 ((m-Dn ) _,3n-1 _,
_ans( 20+ (n 1))—05 =1 o

(€M)

N

Par conséquent
lim S, —|Im2 (1+ o n—g =lim £ > L@+ =

N—o0 N—oo N—oo

1|1 izll
=7rfx(1+x)dx=7r[ ° 3} - o
0
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2T | o 2
4) lim i +.oo+ % .

N-o0 n+% n+
1 2 n
Transformons S, = 2N + 2N +...+ 2N de lamaniére suivante

n+1 441 n+ &
2 o n

i

n a2

Sn:%z 2n1 :S‘I_S“ll

i=1 1+ =

. in

3|H

- |
n | n —_
d.2n e S = % > 12+nin' Montronsquelim S; = 0. En effet, cmme
N—oo
i=1

2etin>n, i=12...,n, ondedunllnegallte
1 _ 2n 2
O<S‘< Z:1+n_n(n+1)<n'

Donc lim S, = 0. Ainsi, on obtlent
v . . . 1 |_ L 1
lim S, =lim S, =lim & > 2T = 2*dx = T3
0

n
N—oo N—oo N—oo .
i=1

i
2n

IA

Exerci CE 9.12. .
1) 4 [ sinx2dx = 0, car [ sinx?dx est constante.
dx

a a

_ g4 d [«
2) jsmxzdx —sin?a, car jsmxzdx— - { sinx2dx.

oL [ 1vCd-2

0
Pour trouver la dérivée de cette intégrale, appliquons laformule de dérivation de I’intégrale
comme étant une fonction composée, a savoir

9
( | f(t)dt> = 1(9(x)).g'(x).

Alors on obtient

&(j ,/1+t2dt> = 2XJ1+ X4,

Exerci cg 9.13.

[ cost?dt
1) lim &—— = % (F.1.). Appliquonsla premiere régle de L’Hospital. Lesfonctions

x-0
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X — f(X) :j cost?dt et x — g(x) = x Vvérifient les conditions pour appliquer cette régle. On a

0
dans ce cas
!
X
(f costzdt>
. . 2
lim =0 £ —|im €OSX° _ 1
X x-0 X x-0 1
[ cost?dt
H 0 _
Donc lim —— =1

x-0

4) Comme dans |’exercice précédent, on applique la premiére régle de L’Hospital qui est

applicable. On a
sinx !
[ Jtotat _
B Jta(sinx) cosx B

0 =

o / Jsin(tgx) . 1

( | ./sintdt) (199 o
0

_ [19EN) ey~ [Snx cos3x,
sin(tgx) tgx
tg(sinx) ~ sinx ~ Xxetlafonctionx — /X est continue sur ]0,+[. Comme lim
X-04

04) () .
sinx

[ Jtotat

[SNX cos3x = 1, on déduit que lim —2——— = 1.
th )(_>()Jr th
[ Jsntadt

0

Car

Exercice 9.15. Calculons tout d’abordxladérivéede (Q(x). Ona
xf(x) [ fdt—f(x) [t f(tat

0 0 _

0'(x) = 5
(} f(t)dt>
0
= f(—x)z (xf f(t)dt — jxt f(t)dt)>
f f(t)dt 0 0

0
f(—X)2 > 0, etdautre part

avec, d’une part
X
[ f(tyat
0
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g(x) = x j f(t)dt —jxt f(t)dt =} (x—t)f(t)dt > 0,

0 0 0
car 0<t<x=x-t>0 et f(x) >0. Alors ¢'(x) >0, x> 0. Donc ¢ est une
fonction croissante sur [0, +oo.

Exercice 9.17.
1) Silafonction f est continue sur le segment [1,4], alors, d’apreslethéoreme dela
moyenne:

f(c) = j f(x)dx avec ¢ €]a,bl.

Alorslavaleur moyennedelafonctlon X — f(X) = J_+F sur lesegment [1,4] est

égalea

4
f(c)=%j(f+—)dx |:2‘/_+J—:|=2—3C’.
1

4) y= ﬁ X € [0,2]. Comme dans|’exercice précédent 1), on a

dx.

_1 2
©=%1 &1
0
Pour calculer cette intégrale, appliquons la méthode du changement de variable en posant
e =t. Etaors,ona e*dx =dt, dx = Tt

Déterminons les limites de lanouvelle variable t. On a
x=0:>t—e°—1 g x=2=1t=¢e2
2

2 €
1 1 1 _
f(c)—§£6x+1 —f t(t+1) {(T_Hl)dt_

_ t 1% _ 2
—[In,[Jrl}l —2+Ine2+1.

Exercice 9.30.

1) Trouvons d’abord les points d’intersection des courbes d’équations respectives: y? = 9x
et y = 3x dont les ordonnées sont égales et donc on al’équation /9x = 3x. Cequi donne
X-9x2=0=9%x(1-x) =0=x=0, x=1. Comme /X > xsur[0,1], on déduit que

1 1
S=[ (3y/X - 3x)dx = 3[ 2‘/3?(_3 X2 J (_ — l 1
0 0

2

3) Comme pour |’exercice précédent 1), les points d’intersection de la parabole y = 4 — x?
avec |I’axe Ox sont déterminés par I’ equatlon 4—x2 =0 qui donne x = +2. Alorsona
_ Dy — _ X2 _(a_8Yy_ (a,8y_32
S=] (4-x)dx = [ 4x- X ]_2 8-8)-8+8 -3

-2
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2
10) Désignons|’aire délimitée par la courbe g—z + % =1 par S Comme cette aire est

symeétrique par rapport aux deux axes Ox et Oy, aorsil suffit de calculer I’aire de la partie de

cette figure se trouvant dans le premier quadrant. De I’équation de I’ellipse, on déduit que

y:bfl—;—i,OSXSa, etalorsona
a

S _(pf1_ X

Z_gb 1—¥dx.

Pour calculer cette intégrale, on fait e changement de variable suivant:
X = asint, dx = acostdt.
Dans ce cas
X=0=t=0et x=a=t=2L

>
Par conséguent, comme cost > 0 sur [0, /2], on obtient que

2 2 2
% = ab j J1—sin?t costdt = ab f cos?tdt = ab j %dtz
0 0 0

o Mﬁ_%,

0

1
2+t g
Donc S= rab.

11) Ona x?(a®?-x?) > 0, [x| < a etlacourbe y? =x2(a? - x?) est fermée
(y = t|x|Ja? —x?) et symétrique par rapport aux axes de coordonnées Ox et Oy. Comme dans
I”exercice précédent 10), on a

a
S=4 j xya2 — x2 dx.
0

Faisonsle changement devariable x = asint, dx = acostdt. Dans ce cas

X=Ozt=Oetx=a2t=%.

Par conséquent
T
T

2
_ 423 2t i _aa3[cos’t 12 _ 4.3
S=4a fcostsmtdt—4a[ 5 ]0 3a
0

Exercice 9.31.
3

1) y=x2,x=0, x=4. Lalongueur del’arc d’une courbe y = f(x) (a < x < b),
donnée en coordonnées rectangulaires se ct?l cule suivant laformule:

L =[ J1+f2(x) dx

a

3
s f' e C([ab]). Comme f(x) =x2 e C([0,4]), dorsona f'(x) = %ﬂ et

3 =

4
s 4 2/(1+%x)3

L =[ J1+2(x) dx =[ /1+%xdx=% £~ | =
0 0
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_ 8
= (10410 - 1.

Exercice 9.32.

2) x = a(cost +tsint), y = a(sint—tcost) , 0 <t < 2z. Lalongueur del’arc d’une
courbe dont I’équation est donnée sous forme paramétrique se calcule selon la formule suivante

L) () e

L =f Jaz(—gnt+ sint + tcost)? + a?(cost — cost + tsint)? dt =

027'(

_ _ 277 _
- a £ J(tcost)? + (tsint)? dt = a j tdt = [az ]O = 2r2a.

Dans notre cas, on a
2

Exercice 9.33.

2 p= T+ cosg (J¢| < Z). Lalongueur d’un arc de la courbe dont |’ équation est
donnée en coordonnées polaires se calcule par laformule suivante:
2r

L= o7 P,
0

Ona p' = __psing__

2 in2
p2+p'2d¢:jﬂ ; J1+<1fgof¢>z dp =
5

H 2+ 2C0s¢ _% 2 _
IL 1+cos¢ { (1+ cosg)? dg = L 1+cos¢ y 1+ cosg dg =
2 2

f I
o Q - 3 s3t
-z (1+§T:os¢)cos2 cos;’*2
H dt
Calculons I’intégrale
eg I cos®
_ _ _sint_ _ _dt _
U= =3st du = p—— d e dv= poerd Vv = tgt.
Donc
? dt _[ tgt J% ?snztdt_ﬁ ? dt } dt
cos’t Lcostly ) cost Y7 ! costt cost
0 0 0
T _ 3
2£ 003t J_+[In|tg(2 H —,/?+In|tg &
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Par conséquent L = p(J—+In|tg D

Exercice 9.34.
2
1) Levolume du corps obtenu par larotation del’ elllpse 2+ % = 1 autour del’axe Ox
se calcule par laformule suivante:

a
Vor [ yid-r | - X b2 =

= ”ak? [azx )g la = 4 .ap2,

5) y=2x-x?,y= 0. Déterminons tout d’abord, I’intervalle d’intégration. Pour cela, on a
2X-x>=0=x=0¢et x=2
AIorsIevqumeV&gtégal

2 2
V=r[y2dx=r [ (2x-x2)2dx = 7 | (4x% - 4x% + x¥)dx =
0 0

0
_ [ 4y3_ya, X577 _ 16n
‘”[3)‘ X+5]0 15 -

Exercice 9.36.
3) L’aire de la surface obtenue par larotation de la chainette y = acosh% (X < b) se
calcule par laformule suivante:

b b
S=2r [y 1+y’2dx=27raf cosh % /1+sinh?% dx =

by by X
= 27a | cosh®%dx = 2ra f %dx—
b
a[x+ fsmh X } = na(2b+a5|nh b)
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Chapitre X. Equations différentielles ordinaires du premier ordre.

81. Equationsdifférentielles ordinaires du premier ordre. Généralités.

Une équation différentielle ordinaire (E.D.O.) est une relation entre une fonction inconnue
d’une seule variable, ses dérivées et |a variable indépendante. Dans le cas de fonctions de
plusieurs variables, on parle d’équations aux dérivées partielles (E.D.P.).

X1.1. Equationsdifférentielles ordinaires du premier ordre. Une équation différentielle
du premier ordre est donc une équation de laforme

F(xy,y) =0,
qui peut s’écrire quelquefois sous forme explicite
y = f(xy),
c’est adire que I’éguation (1) est résolue par rapport ay’', dite équation nor malisée ou sous
forme différentielle
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0
Dans la suite, on étudiera essentiellement les e.d.o. de laforme (2).

X1.2. Solutions d’une équation différentielle. Courbesintégrales.

Définition 1. On appelle solution de I’équation différentielle (1) ou (2) toute fonction
y = ¢(x) définie et dérivable dansunintervalle |1 = (a,b) vérifiant
F(X,9(x),0'(®)) =0, ¥x e (ab)
ou

o' (x) = f(x,0(x)), Vx € (a,b)

Remar ques.

1) Il est clair que Vx € (a,b), lepoint (x,¢(X),¢'(X))) appartient au domaine de
définition de lafonction F dans (1) et le point (x,¢'(x)), acelui de f dans(2).

2) Dans la plupart des cas, la solution est trouvée sous forme implicite:

y(xy) = 0.
On dit, dans ce cas, qu’on a une solution implicite. Par exemple, I’équation différentielle:

!

y = —% admet comme solution implicite, :

X2 +y?2-C?=0, CeR.
En effet, en dérivant par rapport ax, on obtient 2x+ 2yy' = 0, c’estadire y' = —%.

Définition 2. Toute solution d’une équation différentielle ordinaire, sous forme explicite ou
implicite, est appel € cour be intégrale de cette égquation

(1)

(2)

©)

(4)

()

(6)
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Les courbes intégrales d’une équation différentielle représentent ainsi les graphes des
solutions de cette équation.

Remar que. Il est tout aussi important de considérer la variable x comme
fonctiondey, x = y(y), y € (a,B).

Définition 3. Deux équations différentielles

Fl(xiy’y/) = 01 FZ(X,y’yl) =0 (7)
sont dites équivalentes dansle domaine D ¢ R s toute solution y = ¢(x) del’uned’elles
est solution de |’autre et inver sement.

Danslasuite, au lieu d’éudier une équation différentielle, il nous arrivera souvent d’étudier
une autre qui lui équivalente.

X1.3. Etude d’une équation différentielle. L’étude d’une équation différentielle consiste &

1°/ trouver I”’ensemble de ses solutions;

2°/ trouver les solutions possedant certaines propriétés;

3°/ démontrer I’ existence d’une solution possédant certaines propriétés si on ne peut la
calculer.

Dans ce cours, on se limitera & la recherche de solutions possédant certaines propriétés.

X1.4. Probléme dela condition initiale. Soit I’e.d. (2) ou lafonction f est définie dans un
ensemble D < R? et soit (Xo,Yo) un point de D. On appelle probléme dela condition
initiale ou probléme de Cauchy del’e.d. (2) la recherche d’'une solution y = ¢(x) de cette
équation vérifiant la condition:

@(Xo) = Yo, 8)
appelée condition initiale.
Géomeétriquement, cela signifie qu’il faut chercher une courbe intégrale de I’e.d. (2) passant
par le point (Xo,Yo) € D.
Ainsi le probleme de Cauchy est la donnée d’une e.d.o. avec une condition initiale:

! — f , ,
y = f(xy) ©)
y(Xo) = Yo.

X1.5. Existence et unicité du probleme de la condition initiale. Le probleme de Cauchy (9)
peut admettre une seule solution, plusieurs solutions ou aucune solution. En géenéral, pour
I”existence et I’unicité de la solution du probléme de Cauchy (9), on ale théoreme suivant
donnant des conditions suffisantes:

Théor éme. Etant donné le probléme de Cauchy (9) avec f définie dans un domaine
D < R?et (Xo,Yo) € D. S lafonction f est continue dans un voisinage
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Vo = JXo—6,X0 +6[ % Yo —¥,Yo + 7[ de(Xo,Yo), alorsle probléeme de Cauchy (9) admet au
mMoiNs une solution passant par le point (Xo, Yo).

Deplus, s g—; est continue dans Vo, alors cette solution est unique et définie sur un

intervalle xo — h,xo + h[.

Remarques. 1) Si les conditions du théoréme ne sont pas vérifiées, on ne peut rien dire sur
I”existence et |I’unicité de la solution du probléme (9), car ces conditions sont suffisantes mais pas
nécessaires.

2) Les points ou les conditions du théoréme ne sont pas vérifiées sont dits singuliers.

3) Deux solutions y = ¢(x) ety = y(x) du probleme (9) coincident s’il existe unintervalle
JXo — a,Xo + a[ sur lequel elles sont égales.

X1.6. Solution générale et solutions particulieres. Solutionssinguliéres.

Définition 1. On appelle solution générale de I’équation différentielle (1) ou (2), une
famille (S) des courbes définies par
y =¢(xC) (10)
dépendant d’un parametre C € R telles que:
i) pour toute valeur admissible de C, lafonction y = ¢(x,C) € (S) est solution del’e.d. (1)
ou (2), c’est adire que
F(X’¢(X1C)’¢I(X1C)) =0 ou y, = ¢I(X1C) = f(X,¢(X,C)), X € (a, b)’
il) quelque soit la condition initiale y(Xo) = Yo, il existe C = Cp tel que la solution
y = ¢(x Co) Vérifie y(xo) = Yo.

Remar que. En fait, la constante (ou paramétre) C ne prend pas n’importe quelle valeur
reélle, elle dépend généralement du domaine D sur lequel est définie lafonction F (ou f).

Définition 2. (Solution particuliére) Toute solution de l’e.d. (1) ou (2) obtenue a partir dela
solution générale (10) pour une certaine valeur du paramétre c est dite solution particuliere.

Donc la solution générale deI’e.d. (1) ou (2) est I’ensembl e de ses solutions particulieres.

Définition 3. Larelation
d(xy,C) =0 (11)

définissant implicitement la solution générale de I’e.d. est appelée intégrale générale de
I’e.d. du premier ordre, et toute relation obtenue a partir de I’intégrale générale (11) pour une
valeur particuliére de la constante ¢ est appelée intégrale particuliere del’e.d.

Remarque Il peut exister des solutions de I’e.d. (1) ou (2) qui ne sont pas particulieres, c’est
adire qu’on ne peut les obtenir en donnant une valeur ala constante ¢ dans la solution générale.
Ces solutions sont dites singuliér es. Plus exactement, on ala définition suivante:
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Définition 4. On appelle solution singuliére de (1) ou (2) toute courbe intégrale telle que
par chacun de ses points, il passe une autre courbe intégrale.

Aing, il N’y apas d’unicité de solutions passant par les points d’une courbe intégrale
singuliére.

82. Méthodes de résolution de certaines équations différentielles de la forme (2).

Résoudre une équation différentielle du premier ordre signifie trouver sa solution générale ou
son intégrale genérale. Parmi les méthodes connues, celle qui consiste a résoudre une e.d. par les
intégration est dite méthode de quadratur e et, dans ce cas, on dit ”intégrer une équation
différentielle” au lieu de résoudre une e.d. Dans ce §, on développe quel ques méthodes
d’intégration des e.d.o du premier ordre les plus connues et qui sont réparties en plusieurs types.

Remarque. Laplupart des e.d.o. ne peuvent étre résolues par la méthode d’intégration.
Cependant, il existe d’autres méthodes, a savoir la méthode géométrique des isoclines, la
méthode des approximations successives qui ne font pas partie de ce cours.

Dans la suite, on supposera gue les conditions du théoreme d’existence et d’unicité sont
satisfaites.

X1.7 Equations différentielles a variables sépar ées. C’est une équation différentielle ayant
I”une des formes suivantes:

YRy = Dtoly) = h(x) (12)
ou
M(x)dx + N(y)dy = O. (13)
Dans ce cas, on obtient une e.d. ou les variables x et y sont séparées comme suit:
fa(y)dy = fa(X)dx ou N(y)dy = —M(x)dx.
En intégrant les deux expressions, on obtient la solution générale sous laforme
J.fz(y)dy = Ifl(x)dx +C ou IN(y)dy = —J. M(x)dx + C,

avec C € R. Il suffit alorsde calculer lesintégrales ainsi obtenues.

X1.8. Equationsdifférentielles & variables séparables. C’est une équation différentielle
ayant I’une des formes suivantes dont les variables peuvent étre séparées:
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y = ¥ - ton) (14)
ou
M1(X)M2(y)dx + N1(X)N2(y)dy = O. (15)

Ces équations se transforment en des équations différentielles a variables séparées en
Séparant justement les variables comme suit :

(14) = — f,00dx S fa(y) 0 (16)

dy
fa(y)

N2(y) M1(X)
15 dy = -
W= My Y~ N
Ainsi en intégrant ces expressions, on obtient la solution générale comme dans X1.7 sous la
forme

ax s N1(xX)M2(y) = 0. (17)

- Ifl(x)dx+ C ou J-—NZ(y) dy = —_[ M g 4

dy
fa(y) M2(y) N1(X)

avec C € R.

Remarque. Dans (16) et (17), lesconditions fa2(y) = 0 et N1(X)M2(y) # O peuvent
contenir des solutions dont il faudra ajouter ala solution générale.

Exemple. Intégrer I’équation différentielle suivante: (1 + y)dx— (1 —x)dy = 0. C’est une
e.d. avariables séparables. En séparant les variables et en intégrant les expressions obtenues, on
obtient

dy _ [ _dx
1+y 1-xX

+c,ceR, s (1-x(1+y) # 0=

logll+y|=-logll- x|+ C < log|(1+y)(1-x)|=C

= log(l+y)(1-x|=C<= (1+y)(1-x) =C
avec C; = €. Ains la solution générale est
. Cl I Cl— 1+x
Y=1-x 1= 1-x
S (1-x)(1+y) =0, dorsona x=1 ou y=-1. Dansces cas, cesdeux courbes sont
solutions de I’équation différentielle donnée. En effet,ona 1-x =0, dx =0 et
1+y=0, dy=0.Donc,commexetyjouentlemémerdle, x =1 et y = —1sont aussi des
solutions de I’e.d. donnée.

, X = 1.

X1.9. Equation différentielle homogene du premier ordre.

Définition 1. On dit qu’une fonction f dépendant de deux variablesx et y, z = f(x,y), est
une fonction homogene dedegré n € N par rapporta x et y s pour tout réel A, ona

f(Ax, Ay) = A"M(Xy). (18)
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Exemple 1. Lafonction f(x,y) = x3+y3 est une fonction homogene de degré 3, car ona
pour tout A € R,

f(AX, Ay) = (AX)3 + (Ay)2 = 2303 +y3) = A3f(x,y).

Exemple 2. Lafonction f(x,y) = _sz_y v est une fonction homogeéne de degré zéro, car
AX.AY Xy o Xy
VA e R, f(Ax,1y) = = =f = .
=T = G (y)?  x*-y? ) X2 —y?

Définition 2.

i) L’éguation différentielle du premier ordre de la forme (2), % = f(x,y), estdite
homogene par rapporta x et y s lafonction f(x,y) est unefonction homogéne de degré zéro
par rapport a x et y.

ii) L’équation différentielle du premier ordre M(X,y)dx + N(x,y)dy = 0 (3) est dite
homogéne si lesfonctions M et N sont homogenes de méme degré par rapport aux deux
variables x et y.

X1.10. Intégration d’une équation différentielle homogéne. Comme
Vi e R, f(Ax,Ay) = f(x,y), onpose A = L+ (x = 0), dorson obtient f(x,y) = f(L; %). Ainsi,
I”équation (2) s’écrit comme suit

g1 Y
a = 30, (19)
c’est adire qu’une équation homogene peut toujours s’ écrire sous forme
a _ 4y
o = Y0 (20

Pour intégrer cette équation, faisons le changement de variable % =u, C’estadire
y = ux (x # 0). Cequi donne
dy
dx
En remplacant dans|I’équation (20) , on obtient

u+ d—)L:x = f(L,u) = ¢(u)

—u4 du
= U+t % (21)

d
qui est une e.d. a variables séparables. En séparant les variables ,on obtient
du _ dx 4 _
o) —u < S ¢(u)—u=+0,

et pal’ i| |t®| at|0| 1 on trouve
= X + C

¢(u) —u
Enfin, en remplacant ensuite u par % on obtient la solution générale de I”équation (20).

S ¢(u)—u =0, alorslaracine u = ug, c’estadire y = ugx est solution deI’éguation (21).

Exemple. Soit I’équation différentielle (x? + y?)dx — 2xydy = 0. Elle s’écrit sous forme
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d X2 +y?
d—z(/ = —— 2y sixy # 0.
: X2 +y? . . y
Lafonction f(x,y) = Xy est homogene de degré zéro. En posant & = u (x # 0) et

en appliguant la méthode précédente, on obtient, apres calcul, I”égquation a variables séparables
suivante:

du 1-—u? 2u _OdX G 12
dXx— o = 1_uzdu— x s 1-u=+0.

En intégrant, on trouve

2
jlzu du=[&+c=-Inpt- u2|—ln|x|+C:>—In‘1—2(/— — Injx|+ C

y2_x2

2 _ y2
Y X l-c= X X —ec-c,

In‘

Donc I’intégrale générale est donnée par y2 — x?> = C;x.
Si1-u?=0, dors u=+1etlesdroitesy = +x sont solutions de |’ équation donnée.
D’autrepart,s xy = 0, alors x = 0 ou y = 0 sont aussi des solutions de |’e.d. donnée.

X1.11. Equations différentielles se ramenant a des équations homogénes. Considérons
I”équation différentielle du premier ordre de laforme:

¢ ( ax+by+c )
aix+byy+cy )
Si ¢ = c1 = 0, dorson obtient une éguation différentielle homogéne qui s’integre comme
dans le numéro précédent X1.10.

Si ¢+ Oou c; # 0, I’éguation donnée n’est pas homogene. Dans ce cas, on peut se ramener

a une équation homogéne équivalente en faisant e changement de variable suivant:
X=x1+h, y=yi+Kk

tel que h et k sont des constantes a déterminer. De (23), il découle que % = g—ii En
remplacant les expressions de x,y et ay dans (22), on obtient I’e.d. suivante:

dx
dy _f( axy+by; +ah+bk+c )
dX1 N a1x1+b1y1+a1h+b1k+ C1

Il s’agit aors de choisir maintenant h et k de fagon que
ah+bk+c=0
{ ath+bik+c1 = 0.
pour que I’e.d. (24) devienne homogene. Deux cas sont possibles:
1) Le déterminant du systéme d’éguations linéaires (25) est non nul,

Azabl—albio,

et alorsil existe h et k uniques vérifiant (25).
2) Le déterminant du systeme d’équations linéaires (25) est, A = 0, alorsle systeme (25)

n’admet pas de solutions. Dans ce cas, on a %} = %1 = A etl’ed. (22) devient

(22)

(23)

(24)

(25)
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g_f( ax+by+c )
dx \ A(ax+by)+ci )

Le changement de variable z = ax + by transforme cette derniére équation en une équation a
variables séparables.

- ;o 2X+y-1 . . \ Lo
Exemple 1. Soitl’ed. y' = IXi2y55 Le déterminant du systeme est égal a
A =(2).(2) —4.= 0. Ainsi, on est dans le cas 2) précédent. Posonsalors 2x+Yy = z. Cequi
donne % = % — 2. Enremplacant dans I’équation donnée, on obtient
dz _ 5z+9
dx 2z2+5’

qui est une équation avariables séparablessi 5z+9 + 0, delaforme:

22+5 4, _ 22+5 4, _ 2, 1 _
52+9d2—dx:>j52+9dz J-dx+C:> 52+ 25In|52+9| x+ C.

Enremplacant z = 2x+y ontrouvelI’intégrale générale de I’équation donnée
10y + 5x + 7In|10x + 5y + 9| = C;.

Exemple 2. SoitI’e.d. (x+ 2y + 1)dx — (2x — 3)dy = 0 qui S’écrit sous laforme:
dy x+2y+1
X - >x-3 S 2x-3 %0,
dont le déterminant est égal @ A = -4 + 0. Ains,enposant X = X3 +h et y =y; +Kk, alors
I’e.d. devient
dy:  Xi+2y1+h+2k+1

de_ - 2X1 +2h-3
Lesystéme
h+2k+1=0,
2h-3=0
admet une solution unique: h=3 et k = —%. Ains I’e.d. devient
dy: _ Xa+2y:
Xm 2X1

qui est une équation homogéme. En appliquant la méthode exposée en XI. 9. on obtient la

solution générale sousforme:  Inj2x — 3| - gi g =C.

X1.12. Equations différentielles linéair es. Parmi les équations différentielles ordinaires
fréguentes, on ales égquations linéaires données par la définition suivante:

Définition. On appelle équation différentielle linéaire (E.D.L.) du premier ordredela
forme

Py’ + Q(X)y = R(X),

(26)
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c’est adire une équation linéaire par rapport a la fonction inconnue et sa dérivée, ou P, Q
et R sont des fonctions de x données, continues sur unintervallel c R,.S R=0sur I, alors
(26) est dite équation différentielle linéaire homogeéne ou sans second membre. Snon, c’est une
e.d.I. avec second membre.

S P+ 0, dors(26) est quivalente al’E.D.L.. suivante:

Yy +p(y = r(x) (27)
avec p(x) = % et r(x) = % appelée équation linaire normalisée.

S P =0, dorsil faut vérifier s sesracines sont des solutions de |’e.d. (26).

Recherche des solutionsd’une E.D.L. Soient y; et y» deux solutions de (27), alorsla
fonction y = y, —y1 véifiel’e.d. homogene

y' +p()y =0 (28)
associée al’éguation (27). Ainsi on déduit que la solution générale de (27) est lasomme de la
solution générale ys del’E.D.L..(28) homogéne associée a (27) et d’une solution particuliere
Yp de (27), C’est adire y = yg + Yp.

Solution générale de I’équation linéaire homogene (28). Soit I’équation différentielle
linéaire homogéne normalisée (28): y' + p(x)y = 0 avec p une fonction continue sur un intervalle
I < R. Remarquons tout d’abord que lacourbe y = O est une solution de (28). Supposons que

y + 0 et considérons une primitive P(x) de p sur | qui existe, car p est continue sur |. Dans ce
cas, montrons que lafonction y = Ce™® (C # 0) est une solution de (28). En effet, en dérivant
cette fonction et en remplagant dans (28), on obtient

y +py = -Cp(x)eP¥ + Cp(x)e™P® = 0.

D’autre part, montrons que I’ensembl e des solutions de (28) est formé de ces solutions, c’est
adire que toute solution (28) est delaforme y = Ce™”® pour un certain C € R. En effet, soity
une solution quelconque de I’ équation (28) et considérons lafonction z = ye®® qui donne
y = zeP®_ En dérivant cette derniére fonction et en remplacant |es expressions obtenues dans
(28), on obtient

Z (x)eP® — p(x)z(x)e P + p(x)z(x)eP® = 0 = Z(x)e ¥ = 0.
Comme Vx e |, eP® + 0, ondéduitquez = 0, etalors z= C € R. Doncy s’écrit
y = Ce”®, Ains I’ensemble des solutions S, de I’équation linéaire homogéne (28) est
S = {y = CeP® = Ce_I PO ¢ e R}

qui est égal alasolution générale de (28).

Exemple. Résoudre I’équation y' + ysinx = 0. Ona P(x) = J.sinxdx = —cosx. Aing la
solution générale de cette équation est: 'y = Ce*, C € R.

Solution générale de I’équation (27) avec second membre. Comme la solution générale de
(27) est lasomme d’une solution particuliére de (27) et la solution générale de I’équation linéaire
homogene (28) associée a (27), cherchons donc une solution particuliere de (28). Soit y une
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solution de (27). En multipliant les deux membres de (27) par e” avec P(x) = I p(x)dx et
sachant que r(x)e”® admet une primitive, car elle est continue, on déduit que
(Ye")" = y'e™® + p(x)ye™™ = (y' + pOgy)e”™ = r()e” =

(yeP¥)' = r(x)eP® < IC e R : yePX¥ = I r(x)ef¥dx+C =

JCeR:y=geP® I r(x)e"®dx + Ce ™,
Ains I’ensemble des solutions de |’ éguation linéaire (27) avec second membre est égale a
y =e"® J. r(x)e”®dx+ Ce™®, C e R.

M éthode pratique derésolution de I’équation (27). Laformule précédente donnant la
solution générale de (27) peut ne pas étre retenue par coeur. Pour cela, en partique, on applique la
méthode de résolution suivante en deux étapes:

1/ on cherche la solution générale de I’équation linéaire (28) associée a (27);

2/ on cherche une solution particuliere de (27)

3) ensuite on fait la somme des deux solutions obtenues pour obtenir la solution générale de
(27).

Développons ces deux méthodes.

1/ Recherche de la solution générale de (28). Sachant que y = 0 est solution de (28), alors on
supposera par lasuite quey = 0. Comme cette équation est a variables séparables, alors elle est
équivalente a

d
Ty = _p(x)dx. (29)
En intégrant cette derniére, on obtient

logly| = —I p(x)dx+ C1, C1 € R.

Comme lafonction log est continue sur R} avaleursdans R, aors, d’apres le théoreme des
valeursintermédiaires, il existe C, > Otel que C1 = logC,. Donc la solution générale, incluant
lasolution y = 0, s’écrit

-1 p(x)d —| p(xd
|)’|=Cze-|.pxX@y:CeIpXX C = +C..

2/ Pour larecherche d’une solution particuliere de (27), on peut appliquer |I’une des deux
méthodes principal es suivantes. méthode de la variation de la constante ou méthode de Bernoulli.

i) Méthode de la variation de la constante ( méthode de L agrange).

Premiere éape. On cherche la solution générale de I’ équation linéaire homogéne (28)
associée a (27) comme exposee plus haut. Cette solution est donnée par laformule

y = cel® oo g (30)
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Deuxieme étape. Cherchons une solution particuliere y, de (27) souslaforme

Yo - y = Cooe |7 @y
c’est dire que la constante C est considérée comme une fonction de x (variation de la
constante). En dérivant (31) y' = cle) P Cp(x)e_I PO et en remplacant dans (27), on
obtient, aprés simplification, I’e.d. suivante:
C = eI P9 dXr(x)
dont la solution est obtenue par intégration

C= Iejp(x)dxr(x)dx+ K, KeR.

Comme on cherche une solution particuliére, on peut prendre K = 0, ainsi une solution
particuliere de (27) est égale &

Yp = O eI p(X)dxr(x)dx> e_j Peodx

Donc la solution générale de (27) est donnée par laformule:

y = Ce_I PO, ( J. ej pOOer(x)dx) e_I P& C e R. (32)

i) Deuxieme méthode (méthode de Bernoulli). On cherche la solution de (27) sousla
forme
y = uQ)v(X). (33)
Pour plus de commodité, on ommettralavariablex dansu, u’, vetv'. Danscecas, ona
y' = u'v+uw'. Enremplacant y et y' dans (27), on obtient, aprés simplification
u'v+ulVv + px)v] = r(x). (34)
On cherche ensuite une solution de I”équation linéaire homogéne V' + p(X)v = 0 qui est une
équation a variables séparables. Ayant trouvée v, I’équation (34) devient u'v = r(x), d’otil’on
déduit u, et par conséquent y.

Exemple. Résoudre|’éguation y' — %y = ex". C’est une E.D.L. avec second membre.
Appliquons la méthode de Bernoulli en cherchant y = u.v. Onadoncy’ = u'v+ uv' et
I”équation devient
u'v+u(v — Rv) = exn. (35)
Choisissonslafonction v = v(x) defagon que: V' — %v =0. Ona % = %dx qui est une
équation a variables séparées. En intégrant, on trouve

I% _ j%dxﬂncl = Inv| = ninx|+ InC; =

= In ‘ = Inx|" = v = C1x".

‘L
Cy

Il suffit de choisir C; = 1, donc v = x". Dans ce cas, (35) devient %.x” =eX", Cesta
dire que
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du = e*dx, J.du = J.e"dx = u=¢e+C.
Ainsi la solution générale de I’équation (35) est donnéepar y = (e*+ C)x".

M éthode du principe de superposition. Si le second membre de I’équation linéaire (27) est
la somme de plusieurs fonctions, c’est adire de laforme:
y' + Py = r1(X) + r2(X) +...+7n(X) = r(x), (36)
on peut appliquer le principe de super position des solutions suivant: on cherche une
solution particuliére de chacune des n équations suivantes

y +pX)y = r(x), k=1,2,...,n (37)

gu’on notera respectivement par yi, Yz,...,Yn. Dansce cas une solution particuliere de
I”équation (36) donnée est yp =Y1+VY2 + +Yn. En effet, ona

Yo + POX)Yp —Z Vi + P(X) Z Yk —Z Vi + POk —Z M) = r(x).

k=1 k=1 k=1 k=1

Casparticuliersd’éguationslinéaires a coefficients constants. Ce sont les éguations de la
forme

y' +ay =r(x), (38)
avec a € R et r une fonction continue sur |. L’éguation homogéne associée étant alors
y' +ay = 0. (39)

En cherchant la solution de cette derniére équation souslaforme y = Ce®, C = 0, on
obtient

y = Cke®™ et y' +ay = Cke®™ + Cae®™ = C(k+ a)e =
Comme e = 0, alorsk vérifiel’équation pour
k+a=0, (40)
appelée équation car actéristique de (39), dont lasolution est k = —a. Ainsi y = Ce ™,

Remar que. En appliquant la méthode exposée plus haut, on obtiendrait le méme résultat.

Casparticulier de solutions particuliéres del’équation (38). Si le second membre est de la
forme

r(x) = P(x)e™(AcosAx + BsinAx), (41)
on peut chercher une solution particuliére de (38) souslaforme
Yp = Q(x)e*(Ccosix + DSINAX).

Revu jusgu’ici
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X1.13. Equations différentielles de Bernoulli. Parmi les équations différentielles pouvant se
ramener a des équations linéaires, on a celles de Bernoulli, données par la définition suivante:

Définition. On appelle éguation différentielle de Bernoulli toute équation différentielle de
laforme
dy
P T P(X)y = Q(X)y*, o € R, (42
ou P et Q sontdesfonctionscontinuesde x, a # 0 et a # +1 (sinon, on aurait une
équation différentielle linéaire ou a variables séparables). En divisant les deux membres de
I”équation par y*, on obtient
y ™y + POy = Q). (43)
On fait alors le changement de variable suivant en posant y** = z et on trouve
y oy = 13, px En remplacant dans I’équation (43), on obtient I’équation linéaire

Z+(1-a)PX)z=(1-0a)QX).
On résout cette derniere équation en z par I’une des deux méthodes exposees en X1.12.
Ensuite on remplace z = y*“ pour avoir la solution générale.

X1.14. Equations différentielles aux différentielles totales.

Définition 1. Soit z = u(x,y) une fonction a deux variablesréelles x et y définie et dérivable
par rapport a chacune des variables x et y sur un domaine D < R2. On appelle différentielle
totale de u I’ expression suivante:

_ Ou au
du = o dx + oy dy, (44)
% et ‘?—a; étant les dérivées (partielles) respectivement par rapport axetay.

Définition 2. On appelle forme différentielle une expression de la forme
o = M(X,y)dx + N(X,y)dy.

ou M et N sont des fonctions des deux variables x et y. On dit cette forme différentielle est exacte
dans D s’il existe une fonction z = u(x,y) définie sur D telle que

du — %dXJr g_;lldy = M(x,y)dx + N(x,y)dy.

Définition 3. L’équation différentielle
M(x,y)dx + N(x,y)dy = O (45)

est dite aux différentielles totales si |a forme différentielle @ = M(X,y)dx + N(x,y)dy est
exacte.
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Dans ce cas, il existe unefonction z = u(x,y) ayant des dérivées partielles telle que
M(X,y)dx + N(x,y)dy = du = 0.

Ains lasolution générale de (45) est donnée par laformule u(x,y) = C, C € R.
Pour savoir si une équation différentiellle est aux différentielles totales, on ala condition
nécessaire et suffisante suivante exprimee par le théoreme suivant:

Théoreme. S M,N, ON & OM 5ot continues sur D, alors pour que la forme

oX oy
différentielle o = M(X,y)dx + N(x,y)dy soit exacte, il faut et il suffit que
aM _ oN
oy X (46)

Exemple. Soit I’équation (x? + y)dx + (x — 2y)dy = 0. Tout d’abord vérifionsla condition
(46) .Ona

M(X,y) = X2+, %zletN(x,y):x_zy, Ny

et, alors % = % Par conséquent, I’ éguation donnée est aux différentielles totales. 11

existe donc une fonction u(x,y) telle du = (x? + y)dx + (x — 2y)dy. Trouvons cette fonction.

Delarelation % = M(X,y) = X+ Yy?, on déduit

uexy) = [0€ +yax+ py) = X +yx+ o(y), (47)

ou ¢(y) estunefonctionde y ( c’est donc une constante par rapport alavariable x) qu’il
faut déterminer. En dérivant cette égalité par rapport a y et sachant que

gi‘/ = N(x,y) = x— 2y, il vient que
Q=X+ = x-=xr9'() = 9'() =~ = p(y) =¥ +C, Ce R
De cette facon on trouve que u(x,y) = —+yx y? + C. Lasolution générale est donc
?erx—yz:C.

X1.15. Facteur d’intégrant. Si I’équation (45) n’est pas aux différentielles totales, il est
possible de trouver une fonction p = u(x,y) detelle fagon que si on multiple laforme
différentielle @ = Mdx + Ndy de|’équation (45) par cette fonction, alors laforme différentielle
obtenue

uMdx + uNdy (48)
serait exacte. Pour cela, elle doit satisfaire aux conditions du théoréme précédent, a savoir
ouM) _ o(uN) O oM _ NOK L uON
&y - ox O My teey TNy tE @
o N _pmor u(M _ N Ny

X oy oy
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ologu \,0logu oM _ oN
N EW M oy oy ox (49)
Ainsi tout facteur intégrant de (45) vérifie (49) qui est une équation différentielle aux
dérivées partielles. Généralement, il est difficile de déterminer la solution u de (49). Cependant,
dans certains cas particuliers, I’équation (49) peut se simplifier. Etudions certains de ces cas.

1) Casou u nedépend pasdey : u = u(x). Dans ce cas, oK _ 0 et (49) devient

oy
oM _ oN
ologuy oy  0ox (50)

ox N ’
et il est nécessaire a ce que I’expression de droite dans (50) ne dépende que de x.

2) De maniere analogue, s u = u(y), aors (49) devient

oM _ OoN
ologu oy  OX
y i . (51
Exemple. Trouver lasolution générale de I’équation ldx+(y —Inx)dy = 0.
ON _ oM
oM _ 1 OoN _ _1 ox oy _ -2
Ona y T X ax T X Comme M =5 on est dans le cas 2.
ON _ oM
OX oy "
Cherchons alors un facteur intégrantlsous 1forme uly) = ej M . On obtient ainsi
J‘ _Yy_ X dy
uy) =e X = T am

1
{

En multiliant les deux parties de |I’équation donnée par u(y) = L

1 _Inx \qy =
Xydx+(y ¥ )dy—o.

Il est facile de voir que I’équation obtenue est une équation aux différentiellestotales et le
premier membre de cette équation est la différentielle totale d’une certaine fonction u = u(x,y).
Trouvons cette fonction. On a

il vient que

ou _ 1 _ (1
o = 3y € ukxy) = [ gydx+ (),
ou ¢(y) est unefonctiondey, constante par rapport ax. D’ou u(x,y) = lT + ¢(y). En
dérivant cette égalité par rapport a y , on obtient
&=,
oy
En tenant compte de |I’égalité
ou nx
=Ny =y- —2,
oy xy) = ¥ 2
on trouve y — ISX = —'{/‘—2)( +¢'(y). Dot ¢'(y) =y etd(y) = yT +C, CeR. Donc
2
ux,y) = Inx +y?+C

Par con%quent la solution générale de I’ équation proposée est
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2

8§3. Equationsdifférentielles non résolues par rapport ala dérivée.

Soit une équation différentielle de laforme (1)
F(x,y,y') = 0.

Pour trouver les solutions de cette équation, il est préférable de la résoudre d’abord par
rapport ay' et, ensuite, appliquer I’une des méthodes précédentes. Cependant, trés souvent, cela
n’est pas possible et, méme si c’était le cas, il n’est pas toujours facile d’intégrer I’équation ou
les équations obtenues. C’est pour cela qu’on résout les équations non résolues par rapport ay’
en introduisant souvent un parametre al’aide d’un changement de fonction inconnue comme
dans le cas d’une éguation de Bernoulli. Dans ce paragraphe, on étudie quelques unes de ces
équations.

X1.16. Equation sousforme d’un polyndmeen y'. Soit I’équation différentielle de laforme

Y)"+ar(X Y)Y +.Aana (X Y)Y +an(x,y) = 0. (52)
En posant % = z, I’équation (52) devient
2"+ ai(X, )2 +. . +an1 (X, Y)Z+ an(x,y) = 0 (53)
qui est un polynéme en zde dégré n € N*. Ensuite cherchons les solutions réelles de (53) par
rapport azdont lenombreest k < n. Soient f1(x,y), f2(X,y),..., fk(X,y) cessolutions. Ainsi on
obtient un systeme équivaent d’équations
y/ = fl(X1Y)1 y/ = f2(X1y)1"'1 y/ = fk(X,y), k<n (54)

qui sont des équations résolues par rapport a y', dont les intégral es générales respectives sont
D1(xy,C) =0, D2(x,y,C) =0,...,0k(xy,C) =0
Par conséquent I’intégrale genérale de |’équation (52) s’écrit
D1(x,Y,C). Da2(x,Y,C)... DX Y,C) = 0.

Exemple. Résoudre I’équation (y')? + (sinx — 2xy)y' — 2xysinx = 0. Ona
(Y)? + (Sinx— 2xy)y — 2xysinx = 0 < (Y +sinx)(y —2xy) = 0
et alors, on obtient deux équations résolues par rapport ay’

N Gnx = o
OIX+5|nx—0et ax 2xy =0

qui sont des équations a variables séparables dont |es solutions générales s’ obtiennent par
intégration, a savoir, respectivement
y = cosx+C et y=Ce¥.
Ains lasolution générale est
(y — cosx — C)(y — Ce¥’) = 0.
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X1.17. Equationsincomplétesdelaforme f(y,y') = 0 et f(x,y') = 0. Si cesdeux
équations ne pas résolvables par rapport ay’, alors en général, on pose y' = p.
Premier cas. L’éguation f(y,y') = 0 est résolvable par rapport ay, c’est adire
y = ¢y = ¢(p).

En dérivant cette derniére égalité par rapport ax, on obtient

dy () I
o - P- ¢(p) :>dx— D dp sip=+0.

Dans ce cas, la solution générale s obtl ent par intégration sous forme paramétrée
x=[LPdprc, y= ).
Deuxieme cas. L’équation f(y,y') = 0 n’est pas résolvable par rapport ay. Si elle peut
S'écrire al’aide d’un parametre t tel que
d
y=90, p=Yy = 5 = v,
on peut procéder comme suit: dérivons y = ¢(t) ets w(t) = 0, il vient que

o't 9'(t)
(0 dt = j (0 .

Ainsi la solution générale est donnée sous forme paramétrée par

x—J-¢((tt))dt+C y = ¢(t), t— paramétre.

dy = ¢'(t)dt = pdx = y(t)dx = dx =

Exemple. Résoudre I’équation y?2 + (y')?3 = 1. Enposant y = cos’t = ¢(t) et
y =p = snd = y(t), I’éguation est vérifiée al’aide de ce paramétrage, car on a

yZ3 4+ (y)?2 = (cos®t)?® + (sin®t)?® = cos’t + sin’t = 1.
En appliquant |a méthode exposée, on obtient

J"f)((tt))dt J‘ 3COSZtS|n'[ 3J' costdt

= 3t + ctgt + C.

Donc la solution générale est donnee sous forme paramétrée par
X = 3t+ctgt+ C, y = cos’t, t— paramétre.

Troisiemecas. f(x,y') = 0 est résolvable par rapport ax, c’est adire que
X =¢(y) = ¢(p).
Danscecas, ona
dx = ¢'(p)dp et dy = y'dx = pdx = dy = pé’(p)dp.
Ainsi la solution générale est donnée sous forme paramétrée comme suit:

X=¢(p), y= [p#'(Mp+C, p-paametre
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Exemple. Résoudre x = 2y’ + 3y’?. Enposant y' = a p et en appliquant la méthode

dx
eXposée, on obtient
X=2p+3p? = g(p), ¥ = [p(2+6p)dp+C = p?+2p*+C.

X1.18. Equations de L agrange et de Clairaut.

Définition. On appelle:
i) équation de L agrange une équation différentielle de laforme

y = XA(y') + B(y"), (55)
avec A, B desfonctionsdey’;
ii) équation de Clairaut une équation différentielle de laforme

y=xy'+B(y), (56)
avec B unefonction dey’. Remarquons que (56) est un cas particulier de (55) avec
AlY) =Y.
Pour résoudre ces équations, on introduit un parametre en posant
y =p.

En dérivant (55) par rapport ax, on obtient I’équation

_Av).xdAdp  dBdp _ [ dA . dB)dp /
p_A(y)+Xdpdx+dpdx_(xdp+dp)dx+A(y)

qui est équivaente a
dA | dB)dp N ) =
(x dp + dp) ix +(AY)-p) =0. (57)
Deux cas peuvent se présenter:
1/ dp = 0. Dans ce cas, on déduit de (57) que

Aly)-p=0. (58)
S p=p1, p=p2... sontlesracinesde (58), aors|’équation de Lagrange (55) a pour
solutions les droites d’éguations
y = XA(p1) + B(p1), Y = XA(p2) + B(p2),...

qui sont des solutions singuliéres.
2/ dp # 0. Dans ce cas, (57) devient

_ gy dx dA L, dB ) _
(A p)dp+(xdp+dp) 0

qui est une équation linéaire d’inconnue x par rapport alavariable p, dont la solution
générale est donnée sous forme paramétrique

x=¢(p,C), y = ¢(p,C)A(P) + B(p),  (p est un parameétre).

Exemple. Résoudrey’ +y = x(y')2. Cette équation s’écrit
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!

y =x(y)?-y
qui est une équation de Lagrange. Posons p = Y/, alors 'y = xp? — p. En dérivant par rapport
ax et en remplacant, on obtient, si dp = O :

dp dx 2 1
_ n2 _ it el A =
p = p“+ (2px 1)dx<:> dp+p—1x o(p—1)
dont la solution générale est
_ p-logp+C

X = (p——l)z’ y = xp? - p, (p-paramétre).
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Enoncés des exer cices du chapitre XI.

Exercice 11.1. Montrer que les fonctions suivantes sont des solutions des équations
indiquées:

)y =S3DX  xy'+y=cosx

2y = Ce‘2X+%X , Y +2y=¢";

y=2+Cy1-x2 , (1-x2)y +xy =2X;

4)y = x(C—log|x]) , (x—y)dx+ xdy = 0O;

X
5y = X(J.O%dtvLC) , Xy —y = xe¥;

6) 2x+y—1=Ce¥*, (2x+y+1)dx— (4x + 2y — 3)dy = 0.

Exercice 11.2. 13.01. (Equations a variables séparables).
Trouver les solutions genérales des équations différentielles suivantes:

1) (xy? +x)dx + (y — x?y)dy = O; 2) xyy' = 1-x%
3y = 15 —ny; 4) y'tgx-y = &

/ 2. / 1_y2 .
S) Xy +y=Yy5 Oy+ 152 =0
7) J1-y?dx+y/1-x2dy = 0; 8) (1 + X)ydx + (1 - y)xdy = O;

1 —0 dx _ 1+x2

9 (1+y)d>.< (1-x)dy = 0; 10) & = Toye
1)y + Jeosy = O
12) (1+ y)(lexdx— e¥dy) — (1+y?)dy = 0;

! . !/ 2
13)y = X1y’ 14)y = (4x+y+ 1)~

15) y' sinx — ycosx = 0, y(%) =1;

16) x/1-y?dx+yy1-x2dy =0, y(0) = 1;
17) y?sinxdx + cos?xlogydy = O;

18)y' +sin(x—y) = sin(x+y), y(r) = 5;
19) (x? + 1)y + 4xy = O;

20) 2y + (tanx)y’ = 0;

2) yy' +xy? +x =0, y(0) = 1.

Exercice 11.3. Trouver les solutions des équations différentielles qui satisfont aux conditions
indiquées:
1) x?y'cosy+1=0, y— %n’, X — +00 ;

2)x3y —siny =1, y - 51, X - o;
3(x+ 1)y =y-1y est bornée pour X —» +oo.

Exercice 11.4. Equations homogénes. Trouver les solutions générales des équations
homogenes suivantes
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Dy =% -2 2) xcly — ydx = ydy;

) X+Y. / 2xy .
3)y:x_y7 4)yzry2,
5) y’=§+%; 6) Xy —y=/x2+y?;
)Y +x%y = xyy'; 8y - ex +¥;
9) xy' —ylng(/, 10) xy2dy = (x3 +y3)dx;

11) (3y? + 3xy + x?)dx = (x? + 2xy)dy;

12) xdy — ydx = /x? + y? dx;

13) (8y + 10x)dx + (5y + 7x)dy 0; 14) (2 /%y —y)dx + xdy = O;
15) xcos%(ydx+ xdy) = ysin< (xdy yadx)

2 2
16) y = > 17) X%y’ = y(y? +3);

dx dy .
18) = ;
—Xy+y?  2y?-xy
19>Xy Y =t 20y = ¥ -1
COSY
21) (xy y)arctgy —x y(1) =
2xy X2 _

Exercice 11.5. Equations se ramenant aux éguations homogénes.
1) (3y—7x+ 7)dx— (3x—7y—3)dy = O;
2) (X+2y+ 1)dx— (2x+ 4y + 3)dy = O;
DY - P
2X—-y+4°
4y - 2X-y+1
Y = %= 2y+1°

Exercice 11.6.. En faisant un changement de variabley = z*, transformer les équations
suivantes en des équations homogeénes et |es résoudre:

1) 2xy'(x-y?) +y* =0

2) (x+y3)dx + 3(y3 — x)y2dy = 0.

Exercice.11.7. Equationslinéaires.
i) Trouver les solutions genérales des équations suivantes:

1) y +2y = 4x 2) y +2xy = xe*;
3y + 1=y -1, 4) (L+x0y —2xy = (1+x2)2;
5)y+y—cosx 6) y +ay=e™
7) 2ydx+ (y* - 6x)dy = 0; 8) y = 2% 7

I y . y _ 3.
NY = 2ylogy +y—x" X+1 >+ D%
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11) (x-x3) Yy + (x> -1y-ax® = 0;

12) y'+ 3y = &

13) y +y=¢e>; 14) y’—aﬁ—){z X)+(1
15) y'cosx + ysinx = 1; 16) y' — yy = ex"
17) y — =Dy = eX(x+ 1)"; 18) y' + ey = e?;

y3<+1
19) (e‘T —xy)dy—dx =0;
Y 1
20)y ——7+ex.

ii) Trouver les solutions particulieres satisfaisant aux conditions initiales données.
21) y' — ytgx = W]-SX’ Y |xo =0;

22)xy'+y-e€ =0, Y |xa =b;

23)y' +ytgx = W]:c,x, y(0) = 0;

24) y' cosx — ysinx = 2x, y(0) = 0.

iii) Trouver une solution particuliére pour chacune des équations suivantes en utilisant le
principe de superposition:

25)y +3y = x+ e

26) Y +y = 2eX+ 4sinx + 3¢osX;

2Ny +y =xe*+ 1.

Exercice 11.8.. Intégrer les équationsde Bernoulli suivantes:

Dy +xy = x%? 2) 1-x)y - xy—axy* = 0;
3 3y —ay’-x-1=0 4) Yy txy) =1,

5) y—Yy' cosx = y?cosx(1 — sinx); 6) Yy + T -y?;

7)xy +y = y?logx, 8) Y - ytgx = ~y?cosx;

9 (x3+e)y =3x?% x%&Y=C+y;

10) y' - 2ye* = 2 yeX, 11) 2y'logx + % = ytcosx;

12) y' +y = y?(cosx — Sinx).
Exercice 11.9. En faisant un changement de variables, ramener les équations non linéaires

suivantes aux équations linéaires ou aux équations de Bernoulli:

y2
1)y’—tgy=exwlsy; 2w +1=x-1e 2.

Exercice 11.10 .Résoudre les équations suivantes par dérivation:

1) _[ :ty(t)dt = X?y(X); 2) y(x) = _[ Zy(t)dt + e~
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Exercice 11.11. Aux différentielles totales

13.05. Vérifier que les égquations suivantes sont aux différentielles totales
et lesrésoudre:

1) (ZXZI —xy?)dx + (2y* - x?y)dy = 0;

xay _ y .
2) 1y ( Y 1)dx;
3) e¥dx + (xe¥ — 2y)dy = O;
4) yx¥tdx + Xy|I’1X((ley =0;
X — xdy .

xdx+ydy vy
5) = 5
6) 2(3xy? + 2x3)dx + 3(2x%y + y?)dy =.0;
xdx+ (2x+y)dy _ o
(X +y)? ’
8) x2dy — y%dx _ 0
(x-y)? '

9) (X? +y)dx + (x — 2y)dy = 0;
10)(y — 3x?)dx — (4y — x)dy = 0;

1) (Y -x)y =y, 12)

y? 1 1 X2 _
13)((X—y)z X)dH(V (X—y)2>dy_0’

ydx — xdy
14 S ki) 4
) xdx + ydy X1y
15) ) X(2x2 + y?) + y(x* + 2y?)y = O;
2 2 2 2
16) (2x+ X ery dx = %dy;
Xy
in2 - _
17) (S92 4 x)dx+ (y— —S'QZX )dy - 0;
2 _ 2
18) 2 . =8O o y1) -1

Xdx + (2x + y)dy
(x+y)?

Exercice 11.12. Facteur intégrant.

Trouver le facteur intégrant et les solutions genérales des équations suivantes:
1) (X2 +y)dx—xdy = 0;

2) (X2 +Yy? +2x)dx + 2ydy = 0;

3) xdx+ (y3—Inx)dy = O;

4)(xcosy — ysiny)dy + (xsiny + ycosy)dx = 0;

5) (1 - x2y)dx + x*(y —x)dy = 0, u = $(X);

6) (x*logx — 2xy3)dx + 3x2y2dy = 0, u = ¢(X);

7) (2xy? = 3y®)dx + (7 - 3xy*)dy = 0, u = ¢(y);

8) (3y? - x)dx + (2y° — 6xy)dy = 0, u = $(x+y?).

Exercice 11.13. Problémes divers.
Résoudre les équations différentielles suivantes tout en indiquant leurs types:
1)y =ax+by+c; 2) ay' + by +cy™ = 0;
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;L X+y-2, LY axy—y?

3)y——y_x_4, 4)y_—y2 ;
2

5y = a 6 _

2xdx 3X2 — 0 3 2u2\dv — O
7) ¥ + y4 dy = 0; 8) (2y + xy?)dx+ (X + x°y%)dy = O;
9) (2xy +x%y + y—3)dx+ X2+y2)dy =0; 10)y = _@A+yy) .

3 ’ X(y+1) - x?’

11) xdy + de+y2(Xdy—de) =0; 12) ysinx +y'cosx = 1;
13)y - y+y cosx = 0; 14) xy' cos ¥ = ycos¥ —x

159y = Cosy — tay;
16) XxsinX.y' + (SiINX — XCOSX)y = SINX.COSX — X;

17) (y — xy?logx)dx + xdy = 0, u = ¢(X.y);
18) (2xyeX* — xsinx)dx + e<dy = O;

19y =

. 2 I _ /.
%y 20) X+ xy' = 3x+Y;
21) xyy' - y? = X 22)xy' +y = y?logx, y(1) = 5
23) (xcos2y + 1)dx — x?sin2ydy = 0 ;
24) (xye¥ + y?)dx = x2e¥dy;
25)3X+y-2+Yy(x-1) =
26) (1+y?)dx = (,/1+ y? cosy — xy)dy;
2y
2Ny + 5+ 2y S

sin?x’
28) (x — 2y3)dx + 3y?(2x - y®)dy.

Exercice 11.14. Etant donnée I’équation y' = % + ¢(§). Quelle doit-étre

lafonction () pour que la solution générale de I”équation soit y = —X—?
y log|CX|

Exercice 11.15. Démontrer que I’équation y' = y? + x avec la condition
initiale y(0) = 0 n’admet pas de solution dans I’intervalle ]0, 3[?

§ 2. Equations non résolues par rapport aladérivéey'.

Exercice 11.16. .Equations non résolues par rapport aladérivéey'.

1) 4y2 - 9x = 0; 2)y2-2yy' = y*(e* —1);
)Y+ (x+2)e =0 4y — W2 3y +x2y = O;
Y =y® +4y” )y =y 1+y?;
7)y—y?+2xy+xz B x=y*-y +2

9) x = +-L

y?
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Exercice 11.17. Equationsde L agrange et de Clairaut.
Résoudre les équations suivantes:

Dy =2xy +logy’ 2y =x(1+y)+y%
$y=xy+§a; Ay =xy'+y%

12
B)xy?-yy' -y +1=0; @y=x1£X;
Ny =29+ 8)y = 50y +y logy);

Ay=xy+y +fy.

Exercice 11.18.. Trouver les domaines d’existence et d’unicité des équations différentielles
suivantes:

Dy =% -y 2y =XZW;
3)y' = siny - cosx; 4y = V=X

Exercice 11.19. Montrer que pour la condition initiale y(0) = O,
I”équation % = % admet une infinité de solutions de la forme

y = ¢x. Pour laconditioninitiale y(0) = yo # 0, laméme équation
n’admet aucune solution.

Exercice 11.20. Montrer que le probleme

dy
&—y,
y(0) =0,

possede au moins deux solutions pour 0 < a < 1 et une solution pour @ = 1. Construire les

courbes intégrales pour a = % eta=1

Exercice 11.21. Trouver les solutions singuliéres des équations différentielles suivantes:
l)y? -4y =0; 2)y?-y? =0
2,y

3 (1+Yy?)y?—4dyy —4x = 0; 4y = ——.

Exercice 11.22 Trouver les solutions singuliéres des éguations suivantes connaissant |eur
solution générale:

Ny=y?2-xy + %, y=Cx+C2+X—22;
2)y2 -y +e =0, y=Ce+-L;
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Jy =4xJy-1, y=x+C)?+1,

4)y=y/2—xy’+x—2, y = X72+0x+cz.

Exercice 11.23. Etablir les équations différentielles ayant pour courbes intégrales les
fonctions suivantes:

1) y = x? + 2Cx (parabole); 2y = % (hyperbole);

3) y = Cchx ( chainette); 4) x2 — y? = 2Cx (hyperbole).

Exer cice 11.24. En appliquant la méthodes des isoclines, construire les courbes des
équations différentielles suivantes:

Dy =x+1; 2y =x+y,;

Yy =x2-y? 4)y' = cos(x-y);

5)Y = —%; 6)y —y-x;
/_ y_3X

Ny = X+3y’

Exer cice 11.25. En appliquant la méthode des approximations successives, trouver lestrois
premiéres approximations des solutions des équations différentielles suivantes:

Dy =xt-y?; 2y =2y-2¢-3 3y =2x-y.

83. Applications

Exercice 11.26. Etablir I’équation différentielle de la famille des courbes dont le segment de
la normale compris entre les axes de coordonnées est partagé en deux en tout point de tangence.

Exercice 11.27. Etablir I”éguation différentielle de lafamille des courbes dont la surface
comprise entre les axes de coordonnées, cette courbe et I’ordonnéey est proportionnelle ay*.

Exercice 11.28. Démontrer que la courbe telle que toutes ses normales passent par un point
fixe est un cercle.

Exercice 11.29. Une courbe (c) passe par |’ origine des coordonnées et se situe sur la partie
supérieure du plan, y > 0. Tout rectangle, limité par les axes de coordonnées et les droites qui
leurs sont perpendiculaires passant par un point M(x,y) € (C), est partagé par cette courbe en
deux parties, dont la surface de celle qui en dessous de (C) est Iégale alamoitié de celle qui est
au-dessus. Trouver |”équation de cette courbe.

Exercice 11.30. Montrer que les tangentes a toutes les courbes intégrales de |’ équation
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différentielle y' + ytgx = xtgx + 1 aux points d’intersection avec I’ axe des ordonnées Oy sont
paraléles. Déterminer |I’angle sous lequel les courbes intégrales coupent |I’axe Oy.

Exercice 11.31. L’ expérience a montré que la multiplication des bactéries dans un milieu
culturel suffisant est proportionnelle aleur quantité. A quel instant la quantité des bactéries
augmente de m—fois par rapport aleur quantité initiale?

Exercice 11.32. Trouver la courbe telle que la perpendicul aire abai ssée depuis I’ origine des
coordonneées sur la tangente soit égale a |’ abscisse du point de contact.

Exercice 11.33. Trouver la courbe telle que le rapport du segment coupé sur I’axe Oy par la
tangente au rayon vecteur soit égal a une constante k.

Exercice 11.34. Soit (C) une courbe d’équation y = y(x) passant par le point A(a,a) et
possédant la propriété suivante: si par un point M(x,y) appartenant ala courbe (C) d’ordonnée
égal a [BM| (voir figure), on mene la tangente jusqu’a l’intersection avec |”axe des ordonnée au
point D, alors la surface du trapéze OBAD est constante et égale aa?. Trouver cette courbe.

Exer cice 11.35Exercice Krasnov n 122. p.40. En utilisant les coordonnées rectangulaires,
trouver laforme d’un miroir réfléchissant parallélement a une direction donnée tous les rayons
issus d’un méme point donné.
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Réponses aux exercice du chapitre XI.

Exercice 11.2.
D) 1+y2=C(1-x3); 2)x2+y2=InCx%; 3)y=JC+3x—x?;
4)y=_Csinx—a, b5) CXZLl, 6) x/1-y2 +yJ/1-x% =C,

y
7) J1-y? =acsinx+C, 8) logxy)+x-y=C, 9) (1+y)(1-x) =C,
10) x = 1y_+§y 11) ysiny+ cosy — XcosX + sinx = C;

12) e — +e¥ - 2logll+y|- (y—_21)2 =C; 13)4x+2y+1 = Ce?¥;
14) tarctg (4x+y+1)-x=C; 15) y=sinx

16) y1-x2 + J1-y? =1; 17) y = (1+ Cy+ logy) cosx;

18) tg% = g?snx;

19) iy = (1+—C§(2)2 y = 0 (solution singuliere).

20) y = Srex (C=¢€% >0). y=0, (solutionsinguliére), x = kr (k € 2).

21) y = J2e ¥ -1,

Exercice 11.3.
1) y= arcsin(
3) y=1

N\a

_1 : _ _ 1\, 9.
X>+57r, 2y arctg(l v )+ 5

Exercice XI1.4.
1) y-2x=C(y+x);  2nyl+% =GC;

3) arctg% = In(C /X% +y?);
4) x2+y?=Cy; 5)y=1x/2In(cx);
y

6) x2=C2+Cy3;/ 7) eX = Cy;

8) InICx| = - X; 9)y=xe"™; 10)y = xy3logCx;
X

11) (x+y)2 = Cx® X+Y; 12) 1+2Cy—C22 = 0;
13) YA (2x+y)°=C 1)y~ xlog>§; 15) xyarccos ¥ = C;

X
y A S
16) x = Ce¥™X; 17) x =XCe 2y? . 18) y(y— 203 = C(y— X%

19) sn¥ = Cx, 20) &Y = Cx 21) P +y? — exawx;
22)y = —X.

Exercice XI1.5

1) (x+y-1)°(x-y-1)?=C,
2) log(4x+8y+5)+8y—4x) = C,
3) (x+y-1)°=C(x-y+3),
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4) x2-xy+y?>+x-y=_C.

3
Exercice.X1.6.1) y? = xlogCy?; 2) 2arctgy7 = log(x? +y®) + C.

Exercice XI.7.

X2 1
. N —X2(C+%5-) 4
)1)y=Ce?>+2x-1,2)y=¢e 27 3) y=x31+CeX);
4) y=(xX+C)(1+x?); 5 y=Ce*+ %(cosx+sinx);
6)y=e‘f"x+rr‘f—$xa s m+-aey=(C+xe™s m=a
7) y?—2x=Cy3 8)x=Ce¥+ %y2+ %y+ 1. g x=ylny+ %;
10) 2y = X+ 1D*+ C(x+ 1)?%; 11) y = ax+Ccxy1—Xx?;
12) X"y = ax+C; 13) ey =x+C; 14) y = Cxa+ﬁ—%;
15) y = sinx+ Ccosx; 16) y = x"(e*+C); 17) y = (X Ir))”(CJreX);
18) y = Ce® + &~ 1; 19) X = %+y|ogy; 20)y = eX (x+ C).

i) 21) y = & 22 y= ££8=€

23)y=sinx, 24)y-= %;X.
i) 25)y = % Ll e ) y=ex+ %sinx— %cosx;
2Ny =1+ X e,

2

Exercice 11.8.
1) y2(x2+1+Ce¥) =1, 2) (CY1-x%2 —a)y=1;
1 1.

3) a?%y® = Ce™—a(x+1)-1; 4) x<(12—y2)67y + C) ~e2”,

_ snx+1 . _ '
Y= cosx(sinx+C) ’ 6) y=JA+x)(C+Inl+x);

7 yl+Inx+Cx) =1, 8) y(x+C)= colsx
9) x3%¥=C+y; 10) jy +1=Ce®;

11) y?logx = C+sinx; 12)y = m

Exercice 11.9.1) siny = (x+ C)e*, z= giny;
y y
2)x-2+Ce*=e2,z=€2

Exercice11.10. 1) xy=C; 2)y = (x+1)e~x

Exercice 11.11.
1) x*-xy2+y*=C; 2 x+arctg% =C; 3)xe¥-y?=_C;
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HX=C; 5 C+y2+% =C; 6)x++3x%2+y3=C
X _ _c Xy A x3 .
10) 2y*-xy+x®=C; 1y* =4xy+C;

12) log(x +Yy) — xiy = C; 13) Iog%— x=y = C;
14) x2 +y? — 2arctg§ = C; 15) x*+x%y2+y* = C;
: 2 2
16) iy +x2 —y? = Cxy; 17) ST | X - =C 18 y-x
Exercice 11.12.
1) X—% =C;, 2 (X*+y®)er=C; 3) Iog(Xer)—WXy = C,
4) XTny =C; B)xy?—2x?y-2=CX, u = X—12;
6) y3+x3(logx—1) =Cx? , u = X—14;
NX-F%-3y=C,p- y—lz;
1
8) (X+y2)2C: X_y2 y H= (X+—y2)3
Exercice 11.13. .
(m-1)bx Tm
1) abx+b?y+a+bc=Ce™; 2) y=|Ce Qa _% :
3 x*+2xy-y?—4Ax+8y =C; 4 x2_xy +Inx+y|+ 3Inly - x| = C;

) x+y=ag(C+ %) 6)y -3xy=C 7)x2-y?=Cy¥
8) 3¢y +x%? = C; 9) YO + 1y2)Ce™, 10) InjL+y]|- LYy ¢
11) y-1+Cxy=0; 12) y = sinx+Cc<>)(sx;

_ 2¢ex . Y _ o
13y C + eX(cosx + sinx) ’ 14) >e C

15) siny = x-1+Ce™;

16) y = C3PX 4 cosx; (linéaire)

17) 2+ xylogX — Cxy, 1 — X21y2 :

18) y = Ce™ + (sinx— xcosx)e™; (linéaire)
YVZAY 1

19) x = Ce¥ + 2 + (linaire en x)

20) y+C = 2x— X7 +2log|L - x|, (& variables séparables)

21) y? = Cx? +x*; (de Bernoulli)

22) y(21+x+ logx) = 1; (de Bernoulli)

23) %0523/ + X = C; (aux différentielles totales)

24) logjx| + €% = C; (homogeéne)

25) (3x+2y—-1)(x—1) = C; (linéaire)

26) x,/1+y? —siny = C; (linéaire en x)
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] 2
27) y = M —ctgx) : (de Bernoulli)

28) (x+Yy3)3 = C(y*-x). (poser y = z'®)
Exercice 11.14. ¢(u) = —%.

Exercice 11.16.1) (y—C)? = x3; 2) IogCy—x+2e"’2 y=0;

3) 4eVB = (x+2)%+C; 4) y= +X7+c y = Ce.

5 x = 2p+6p +C, y=p?+4p3 y=0 (sol.singuliére);

6)x=2/p>+1 —log(1+ Jp?+1)+logp+C, y=p,/l+p?; y=0 (sol.singuliére);
7)y=Cx+ 1(02 X?), y = —x2 (sol. particuliere);
P

8) x=p3-p+2 y=§p4 > +C;

9) x=Cy+C? x-= —VT (sol. singuliére).
Exerciceclll7

1)X—F—3,y— p +Iogp 2;

29 x=21-p)+Ce? y = (21~ p) +CeP)(1+p) +p*
3) y=Cx+-2 C , Ay3 = 27ax?;

4) y=Cx+C?, y——XTz,
5 y=Cx- Ccl (y+1)2 = 4x;

6) y= iCx2+T, y = +x (sol. sing.);
7)X:§ 2 2c_ 3.

pz_ps’y P p2’
8) x = Cp—logp, y=7p—p;
_ _ 1

9 y=Cx+C+/C,y= TR

Exercice11.18. 1) R?;, 2x>vy? 3)y = siny—cosx; 4) y + X,
Exercice 11.21. 1) y = 0; 2) pasde solution; 3) y? = 4x+4; 4)y = 0.

Exercice11.22.1) y = XT 2y =422 3) y=1; 4).y=

2
4
Exercice 11.23. x> +y=xy' ; 2) xy' +y=0; 3) y = ythx ;
4) 2xyy' = x? +y2.

Exercice 11.25. 1) yo(x) = 0, y1(x) = 24X 4 X .

ya(X) = ?16(33 — 14X + 42x3 — 7x* + 2x7);
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2 Y'X) =2, yi(X) = 2+x—%x3 L Va(X) = 2+X—%x3—

3 yo(X) = 2, yi(X) = 2x—logXx, y2(X) = 2 + log>x.

1

4.
7%

Exercice 11.26. yy' = x.

1
dky?

Exercice 11.27.y' =

Exercice 11.29. y = cx?, ¢ > 0.

Exercice 11.31. T = logm

Exercice 11.32. x2 + y? = kx.

Exercice 11.33.y = %(cxl‘k - %x““).
2a%2 | x%

Exercice11.34.y = o 33

Exercice 11.35. y? = 2cx + C2.
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Corrigés détaillés de certains exer cices.

Exercice 11.2.
1) (xy? +Xx)dx + (y—x%y)dy = 0 (1). C’est une équation a variables séparables. Séparons
les variables comme suit:

(1) < x(y2 + 1)dx+y(1 - x2)dy = 0 < —XX_ ydy

1-x2  1+y? B
s 1-x?>#0. En intégrané cette derniére équation, on obtient
xdx yay _ 1 1 _
v 1+y2 —C@——In|1—x2|+—ln|l+y2|—Cl4:»
@In‘ — InC (InC = 20)@‘1” —Co

<= 1+y?=ClL- X2
Si 1-x2 =0, aorson vérifiequelescourbesx = —~1 et x = 1 sont aussi des solutions de

(1).

4) y'tgx—y=a. (4 Séparonsl%vgriables comme suit 4
WY iox—v = Y tox = Y
dthx y=a< dthx y+a < v+a

s y+a¢ 0 En intégrant la derniere équation, on obtient

Itgxdx+C1 < logly + a|] = log|sinx|+ logC (C; = logC) <

< y+a=Cdgnx,
avec C > 0 etlasolution généraleest dlors y = Csinx — a.
S y+a=0, adorson véifiequelacourbey = —a est aussi une solution de (4).

= tgxdx

y+a

19) @+ 1)y +4xy =0  (19).

Siy=+0, aors 4 .
ay 4X y
19) = y =172 I _[ 7+ C1 =
= logly| = —2log(1 + x?) + Iog;]lq >y= m (C = €% > 0).
Lasolution génerale est donc y = Td?

S y=0, aorslacourbe y =0 estaus une solution de (19) qui s’obtient pour C; — —oo.
C’est donc une solution particuliéere.

20) 2y + (tanx)y' = 0 < 2ydx + (tanx)dy = O. (20)
S y.tanx # O, alors

d
(20) = 2—5 = tgr)l(x 1 Iog|y| —log|sinx| + log|C1| = Iog‘

C _ aC
= Jy = smx :>sin2x (C=¢€e*1>0).
S y=0, dorslacourbey = 0 est ausi une solution de (20) qui s’obtient pour C; — —oo.
C’est donc une solution particuliere.
Sitanx = 0, aors x = kr (k € Z) sont des solutions de (20)

e
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21) yy +xy?+x=0, y(0) =1 (21). Ona
dy = —xdx = % log(1+y?) = —%xz +C1 >

1+y?
>1+y?=Ce¥ >y’ =Ce¥-1=y=+/Ce¥ -1
y(0)=1=1=,/C—1 = C=2, doulasolution généralede (21): y = y2e* —1.

Exercice 11.4.
2 2
1y = y -2 (1) . Lafonction f(x,y) = % — 2 est une fonction homogene de degré

zéro. Falsonslasubstltutlon % =u(Xx+0). Onaadors.y=ux & y =ux+u. En
remplacant dans I’équation (1), on obtient u'x+ u = u? — 2 qui est une équation avariables
separables. Séparons les variables comme suit:

Ux=u-u-2 < %x=u2—u—2@—u2 dtj 5 :%
s (u?-u-2)x # 0. Enintégrant la derniére équation, on obtient
du _ [adx du _ [adx
J. 2_u_2_.|.x+clc>.[ 1)2_(%)2—]‘)(4-(:1@
1 In| =2 | =Inx|+C; &
<:>|n|u | In|x|3+I0gC, 3C; = logC, C > 0.

En remplagant u = y, on obtlent
y_

2 —
|Og § 1 = |0g|X|3+ |OgC <= |Og‘)§/T2XX‘ = |Og|X|3+ |0gC <~
X
_Yy=2X
< lo = logC.
Toome| =

L”intégrale générale est donc égalea y — 2x = Cx3(y + ).
S u?-u-2=U+1)Uu-2) =0, dorsu=-1et u= 2. Danscecas, lescourbesy = —x

et y = 2x sont aussi des solutions de (1).

7 y?+x%y =xyy (7).0Ona
(7) = y?+ (X2 —xy)y = 0 = M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.
Lesfonctions M(x,y) = y? et N(X,y) = x? — xy sont homogénes de degré 2 par rapport ax et
y, donc I”équation donnée est homogene et on adonc ,
__Yy
(7) = yl - Xy — X2

2
s xy-x?# 0. Lafonction f(x,y) = ny v est une fonction homogéne de degré zéro par

rapport aux variables x et y. Faisonsle changement de variable en posant % =u(X=0). On

ay=ux, y=ux+u En remplagant dansladerniére equatlon on obtlent

u?x2 u?
UX+uU= = uUXx+u= = ux =
X2U — x2 u-1 u-— 1

s u—1 = 0, qui est une équation a vari ablessepdarables. Séparons les variables comme suit:
u-1lg,- dx
u =X

s u = 0. Enintégrant, on trouve
—Inju] = Inx|+InC, C > 0.
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y
Ainsi, u = In|Cxu|, c’est adireque Cxu = €', etdonc Cy =eX.

S u=0, aors y =0 (x # 0) est auss une solution de (7).

D’autrepart,si xy—x?> =0 (< u-1=0), aors x(y—x) = Oet,alors x=0ou
y = X. Commex = 0, dorsil resteque y = x. Dans ce cas, on vérifie quelacourbey = x n’est
pas solution de (7).

10) xy?dy = (x3+y®)dx (10). On écrit tout d’abord cette équation comme suit:
ﬂ B X3 + y3
dx — xy?
s xy? # 0. C’est une équation homogeéne. On fait le changement de variable par laformule
y = ux (X # 0). Comme dans|’exercice précédent, on dérive et on remplace les expressions de
yet y' dansladerniére équation, alors on obtient, apres simplification, |I’équation

!
UX= —-.
u2

En séparant les variables, on obtient ,
u?du = % = qudu = j‘% +logC < “? = logCx,
et, donc lasolution généraleest y = xg3logCx, C > 0.

Sixy? = 0, dorsy = 0, car x # 0. On vérifie que dans ce cas, |a courbe
y = 0 n’est pas solution de (10).

15) xcos%(ydx+xdy) ysin (xdy ydx) (15). Ona
(15 < (xycos§(/ +y?sin<; )dx = (xysm¥y x2cos ¥ x)dy =
dy xycosl +y?sin3
o Y y
X xysind - x2cos ¥
S xysin 2(/ —xzcosg(/ # 0. Enposant y = ux (x # 0), on obtient
xzucosu + xzuzsmu ucosu + u’sinu

uXx+u= = uX+U=
cf( usmu )é cosu usinu — cosu
_ ucosu  _, dx _ usinu-cosu
usinu — cosu X 2ucosu

S 2ucosu = 0. En mtegrant la derniere équation, on trouve
1 1 ({du _ [dx
J.EtQUdu_EJ.T = IT+C1 f=—4
= —%In|cosu|— %In|u| = Injx|+InC (Cy = logC),
< Injucosu| = INC2 = ux?cosu = é

Alors "intégrale générale de |"équation (15) est yxcos3 = Ci, Ci = =
Si 2ucosu = 0, alors u =0 ou cosu = 0.
u=0=y=0 etlacourbey = 0 est solution de (15).

cosu=0=u= % + kr, k € Z. Dans ce cas, on vérifie que

y = (% + k;r>x n’est pas solution de (15).

Exercice 11.5.
1) 16) By—7x+7)dx—(3x—-7y—3)dy=0 (1). Ona
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dy 3y-7x+7
D= 5~ x-7y-3
s 3x—7y— 3 + 0. Laderniere équation n’est pas homogéne. On laréduit a une équation
homogéneenposant X = X3 +h et y =y;1 +k, avec y1 = yi(X1). Alorson trouve en dérivant
et en remplagant:

ﬂ _ dyl et dyl _ 3yl—7X1+3k—7h+7
dx  dxg dx; 3X;—-7y1+3h—-7k-3"
Choisissont h et k d’une maniere que

3k-7h+7 =0,
3h—-7k-3=0.
En résolvant ce systémeontrouve h =1 et k= 0. Pour cesvaleursde h et k, ona
I’ égquation homogeéne suivante en x; ety :

ﬂ _ 3y1 — X1
dx 3X1—7y1-
Intégrons cette équation en posar?lt Y1 =7ux1, Y1 = U'Xy + U,
' _ oUX1 — /X1 y _ 3u—7 _
ux;+u- —3x12—7ux1 :>3ux 374 73 u,
du . _ fu--7 u _ Oxa
a7 370 T 70 du X1
En intégrant cette équati on, on trouve
iz -1 =
y1 In| u+1 In|u 1| = Injx1| + InC,

En remplagant u = et enS|mpI|f|ant on trouve

(y1—Xx1)?(y1 +x1)° = C1.
Ainsi I’intégrale générale de |’ équation est donnée par I’ équation
(y—-x+12?(y+x-1)°% = Cy.
S 3x-7y—-3=0, dorslacourbe y = %(x— 1) n’est pas solution de I’ équation donnée.

Exercice 11.7.

1)y =2y+4x (1). Cherchonslasolution générale de cette équation linéaire sous forme
de produit de deux fonctions inconnues (méthode de Bernoulli): y = u(x)v(x). En dérivant cette
fonction et en remplagant dans I’ équation les expressions obtenues, on obtient

Uv+uwv =2uv+4X < U'v+uv —2uv = 4X < U'v+u(V + 2v) = 4x.

Choisissonslafonction v = v(x) deune maniereaceque V' +2v = 0,v # 0, qui est une

équation différentielle a variables séparables. En séparant les variables et en intégrant, on obtient:

dV -~ 2dx:>'|.dV ——J.de:>v=e‘2>‘.

Ainsi, pour Iafonctlon v = V(X) trouvée, nous avons

u'v=4x = % = 4xe® = du = 4xe*dx.

En intégrant cette derniére éguation, on détermine la fonction inconnue u = u(x) par
u(x) = _[ 4xe?dx + C.
En intégrant par parties, on obtient u(x) = 2xe* — e* + C.
Ainsi la solution générale de |’ équation propsee est:
y=u =e2xe*-e*+C) = 2x— 1+ Ce 2.
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4) 1+x3)y -2xy=(1+x%2 (4. Comme 1+x?>=+ 0, ona
4) =y - o7 erxxz y = (1+x3).
Cette derniere équation est linéaire. Posons, comme dans|’exercice 1), y = uv . En dérivant
cette fonction et en remplagant dans I’ éguation les expressions obtenues, on obtient
uv+w — —2X gy = (1+x?) < uv+uVv - Av) = (1+x%)
1+x2 2

1+x
On choisit v d’unefagonque V' — 13XX2 v =0, v+ 0, qui est une éguation avariables
separables. On a 4 4
av _ _ 2x av _ _ 2x
X ~ 14x@ TV 1+x2dx'

En intégrant, on trouve
dv _ 2X _ 2 _ 2
j‘.v. —J- 1+x2d)_(:> Inv=1In(1+x*) et v=1+x°
Ainsi, pour lafonction v = v(x) trouvée, nous avons
uv=1+x*= %(1+x2) =1+x> > du=dx = u=x+C.
Ainsi lasolution génénrale de I’équation donnée esty = (1 + x?)(x + C).

5) y +y = cosx (5). Résolvons cette équation par la méthode de lavariation de la

constante.

Premiére étape. cherchons la solution générale de I’ égquation homogéne associ ée suivante:
y+y=0< %er:O@ % =-dx, s y=0.

En intégrant cette équation, on obtient
J-% = _[—dx = logly| = x+C1 = y=Ce™*, Cy =logC, C> 0.

Deuxieme étape. Cherchons la solution de (5) sousformey = C(x)e™ (variation dela
constante). En dérivant et en remplacant dans |’ équation (5), on obtient:

C'eX—-Ce™>*+Ce™ = cosx < C'e* = cosx = C' = eXcosx =
= dac _ eXcosx = dC = e*cosxdx = C = Iexcosxdx+ K.

dx
En calculant la derniére intégrale connue par parties, on obtient

C= Iexcosxdx+ K= %ex(cosx+ sinx) + K,

ainsi, la solution générale de (5)est
y = C(x)e™* = (%ex(cosx+ sinx) + K) ex = %(cosx+ sinx) + Ke™

qui est la somme de la solution générale de |’ équation homogéne associée a (5) et d’une

solution particuliére.
S y =0, alorslacourbe y = 0 n’est pas solution de (5).

20)y' = —% + e% Syo+ x_y2 = e% (20). Comme pour |’exercice (5), utilisant la
méthode de variation de la constante.
Premiére étape. Equation homogeéne associ ée:
y dy dx

/ l_ l___ ) /
y+x2—0<:>y_ X2C>y 2 (20°)
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Solution générale de (20’). On a .
[ -- 9 = logl| = % +C1 = y - CeX.

Deuxieme étape. Variation de la constante. Cherchons y = C(x)ex . En dérivant et en
remplagant, on obtient

Y
X

Clex —CcLlex  CeX
X2

v :C’e%:e%zC’zlzCZX—}—KeR.

Ainsi, lasolution générale de (20) est:
y = C(x)e% = e%(x+ K), K e R.

iii)
25)y +3y = x+ e (25). D aprés e principe de superposition, cherchons des solutions
pariculieres de chacune des équations
y+3y=xety +3y=e>
qui sont des équations a coefficients constants.

Pour la premiére, cherchons une solution particuliere de laforme y = ax + b. En dérivant et
en remplagant, on obtient

y +3y =X < a+3(@x+b) = x < 3ax+(a+3b) = x.

~ L estune

En identifiant les coefficients, on trouve que a = Lleap=-1 Doncy = % 9

3 9
solution particuliére de la premiére équation.
Pour |a deuxieme, cherchons une solution particuliére de laformey = Ae 2. En dérivant et
en remplagant, on obtient
y+3y=e* = 2e>*+3Ae> == A=1
Doncy = e est une solution particuliére de la deuxieme équation. Ains y =

est une solution particuliere de (25).
Remarquons qu’on aurait pu obtenir ce résultat en appliquant la methode de Lagrange ou de
Bernoulli.

X _ 1 o2
I-5+e

Exercice 7.8.
2) (1-x2)y —xy—axy’> =0 (2). Transfo;(mons cette équation comme suit:
! — 2 o 2
y 1—x2y_ al_xzy s1-xc=#0.
Cette derniere expression est une équation de Bernoulli (d’ordre @ = 2). On ramene cette
équation a une éguation liénaire comme suit: en divisant les deux membres de cette derniere
équation par y?, on obtient

-2y _ syl — X
yrey - Xy al 2

On pose enstiite y* = z Cequi donne y2y' = —Z. Enremplacant dans laderniére
équation, on trouve:

X _,_ _g_X
. . C1-x? L l-x® .

qui est une équation linéaire. En intégrant cette équation linéaire comme dans I’ exercice
11.7, 1), en cherchant z sousforme z = uv. En dérivant et en remplagant, on obtient:

Z =uv+u/ e

Z+




136
BROCHURE D’EXERCICES D’ANALYSE 2
Intégrale indéfinie, intégrale définie et équations différentielles du premier ordre
avec réponses et corriges par
OSMANOQV H. et KHELIFATI S

X X

u'v+uw' + uv = -a =
, , X x 1-x? 1-x2
= uv+uv + >V) = -a 5
— 1-x
Soit vtelleque: V' + 1 XX2v= 0, v+ 0. Alorsona

Ve dv

dv _ _
- X2 1_ x2
:J.%Z J.l dX:>|n|V| Linl-x®|=v= [1_x2.
et donc on obtient pour cette fonctlon vV

uv=-a—=%X_ X @gg./l X2 =-—a—% _ o

1- 1-x2
#dx
J (- X2)3

L dx =

@du——a

En intégrant, on obtient

u= —aJ.#dXJrC:—#JrC.
m 1%
Par conséquent
Z=w=(-—2—+0)J1-x*> =-a+Cy1-x?
1 ./1 X2
egtdonc y= 5 = est la solution générale de (2).
z -a+ C./l X2

S 1-x2 =0, dorson vérifie queles courbesx = —1 et x = 1 ne sont pas des solutions de
I”équation (2).

4) y'(x?y® +xy) = 1 (4). Pour résoudre cette équation, il est préférable de considérer
X = X(y). Aingl, I’équation (2) devient:
o=y, @)
qui est une équationde Bernoulli par rapport alafonction inconnue x = x(y) (d’ordre
a = 2). Comme dans |I’exercice 2), divisons les deux membre de la derniére équation par x?
s x? # 0. Onaaors x2x' —yx* = y3 Enposant x! =z ontrouve x2x' = -Z qu’on
substitue dans la derniere équation et on obtient une équation linéaire par rapport a zdela
forme
Z +yz=-y3
Intégrons cette équation linéaire en posant z = uv. On a
z=w, Z =uv+uw,
uv+uv +uvy = -y3 et uv+ulv +wvy) =-y3
Cherchonsvtelleque V' +vy =0.0na
& _ e m = —ydy.
dy

Par intégration, on obtient

y? ¥
Injv| = —5 = vy) =e 2.
Cherchons malntenant lafonction u = u(y). Ona

u'v=-y? @Qeyz =y @du——yeZdy
dy

Ce qui donne par intégration u = — J. y3e7 dy + C. Calculons cette intégrale par parties en
posant:
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y? y
y’=t,ye2zdy=ds= dt=2ydy et s=e2.
Alorsona
y? y y? y?
u=-y’ez +J.2ye7dy+ C=-y%e2 +22 +C.
En remplacant dans|’égalité z = uv, on obtient
y? y? y? y?
2(y)=e 2(-y’62 +262 +C)=-y>+2+Ce 2.
Par conséquent on trouve la solution générale de (4) sous forme:
2 2

1 T oe7 5
+ =Y +2+Ce 7 = ez =x (2-y)eZ +C |.

Si x? = 0, dorson vérifie que lacourbe x = 0 est aussi solution de I’équation (4).

12)y' +y = y?(cosx—sinx) (12). Enposant z =y, onaura
z=y'l=7Z=-y?'y +y=y?(cosx—sinx)
< yy?+y?! = cosx-sinx
< —-Z +z = cosx — sinx
< Z —z= sinx - cosx
dont la solution est

1

Z(X) = —sinx+ e*C; = y= m

Exercice 11.11.
1) (2x3 —xy?)dx+ (2y® - x%y)dy = 0  (1). Posons
M(X,y) = 2x3 — xy? et N(x,y) = 2y3 — x?y.
aM _ _ ON _ _
2y 2xy et ox 2xy.
Donc I’équation donnée est une équation aux différentielles totales. C’est-a-dire qu’il existe
une fonction de deux variables u = u(x,y) telle que
du = %dx-i— g—;jdy = M(X,y)dx + N(x,y)dy,

Ona

et donc

ou _ au _

o M(x,y) et dy N(X, ).
DeI’égdité % = 2x3 — xy?, on déduit que

4 X2\/2
u(xy) = [ - xy2)dx+ o) = % - = + o),
en considérant ¢(y) comme étant une constante par rapport alavariable x. De |’autre égalité
g—; = N(x,y) = 2y® — x?y, on déduit que
ou

B XY +0'(y) = 2y° - Xy = Xy +0'(y) = ¢'(y) = 2°,

4
qui donne par intégration @(y) = y7 + C. Par conséquent
X2y2

4
u(x,y)zx?‘l— +y?+C.
L’intégrale générale de I’équation (1) est donc donnée par |’ équation
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x4 X%y?
2

_ Yt
> + > —Cl.

xdx+ydy  ydx-—xdy
5) = >
X2 +y? X

X _ Y Yy .1 -

Montrons que c’est une équation aux différentielles totales. On a

(5). Transformons cette équation comme suit:

__x Y oM _ XY 1
M(X’ y) - W X2 = ay X2 ~ y2 X2 ,
Nxy) = —F 41 oN_ X 1

PEYE T hEryE

Comme % = %—')\(‘ alors|”éguation donnée (5) est une équation aux différentielles totales.
Donc, il existe u = u(x,y) telle que
_ ou QU gy —
du = o ax + dy dy = M(x,y)dx + N(x,y)dy,
c’est adire que

ou _ ou _
o I\/I(x,y)a et oy N(x,y)-y
I’ icel I"égalite 4 - X _ L aduit
Comme dans|’exercice 1), de I’égalité ox iy Xz,on déduit que
uxy) = [(=2= - Lidx+ o) = L +Y + % + o),
JX2+y? X
e U _ Y 1.,y cestadreque
ay X2+y2 X (P (Y) q
y 1 y 1 / |
+x = +xteW =0 =0=0 =C
/x2+y2 X /x2+y2 X

L’intégrale générale de I’équation (5) est donc
My +¥-c

2
8) (szy)zdy_ (Xzy)zdx=o (8). Ona
y? R < _
& = (X—y)zdx (X—y)zdy_

avec, comme dans |’exercice 1),

y? oM 2xy
MY = G297 = oy = oy
NGey) = ——X o = N 29

x-y)2 = X (x-y)*
Donc I’équation donnée (8) est une équation aux différentielles totales. Donc, il existe
u = u(x,y) telle que
- ou QU gy -
du = o ax + dy dy = M(x,y)dx + N(x,y)dy,
c’est adire que
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U _ Mxy) et M= Nxy).

oX oy
Comme dans|’exercice 1), de |’ egallte g; =— x fz e on déduit que
2
u(x,y) = I dy+ P9 =~y + 0.
& 2 2 2
ou X* — 2xy ' y X* — 2xy I
28 = _ +¢'(X) = =— +¢'(X) =
x oy PTGy T Ty Y
= ¢'(X) = X2y +y? =1= ¢(x) =x+C.

(x-y)? ,
Etalors u(x,y) = —x y y + o) = Xy+x+C——XX_yy+C.
L’intégrale générale&ctdonc XTny C.

Exercice 11.28. . Soit (C) la courbe cherchée d’équation y = y(x) et soit M(x,y) un point de
(C). L’équation de lanormale passant par ce point est

Yoy = s (XX = - (X0 = — QX D

y' (%)
dx
Soit Mo(Xo, Yo) le point fixe par lequel passent les normalesa (C), qui vérifie
I”’équation (1), donc
Yo-y= ——(Xo -X), V(xy) € (C). (2

Ona
(2) <= (Yo—y)dy = =(Xo - x)dx

qui est une e.d. a variables séparées. En intégrant cette équation, on obtient la solution

générae
(Xo —x)? L (o— y)?
2 2

ouU c est une constante positive, car le premier membre de (3) est positif et (3) est I’éguation

du cerclederayon r = J/2c et de centre Mo(Xo, Yo).

=ce= Xo-xX2+Yo-y)?=2c 3)

Exercice 11.29. Soit M(x,y) un point de lacourbe (C) d’équation y = y(x). Menons a partir
du point M les perpendiculaires aux axes MA et MB (voir figure). Lasurface du rectangle est
égded S=xys x>0o0u S= —xys x < 0. Lasurface delapartie du rectangle située en
dessous de la courbe (C) est égale a

y(x) = j:y(t)dt, x>0 ou y(x) = —j:y(t)dt, x < 0.
D’apres lapropriété delacourbe, ona S—o = 20, C’estadireques x > 0 :
=3[ yod @

0
En dérivant (2), on obtient
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xy' +y =3y
qui est équation différentielle a variables séparables équivalente a
ay _ dy _ dx
de—Zyc» 2y X 3)
dont la solution génarale est, en intégrant pour x > 0,
d
Ey = J.%-FCl = log Jy = logx+c1 = y=cx? c>0.

Méme chose pour X < 0. Donc la courbe (C) est une parabol e située dans la demi-plan
supérieur 'y > 0.

Exercice 11.31. Soit q(t) laquantité de bactériesal’instant t et x(0) = Xo laquantité
initiale. D’apréﬁdl a propriété énoncée dans I’exercice, lamultiplication des bactéries est donnée
q

par I’équation i kg, (k > 0estlaconstante de multiplication), qui est une e.d. avariables

séparables. En intégrant cette équation, on obtient la solution générale
logq(t) = kt+c; < q(t) = Ce4, Ce R
Comme q(0) = (o, alors Cek? = C = X, et lasolution particuliére est g = xoeX.
Calculons letemps T au bout duquel la quantité de bactéries est multipliée par m. Dans ce
cas, ona

logm

X(T) =% =mxg = T = k

Exercice 11.34. Equation de lasurface Sdu trapeze: S = %(|OD| + [MB))|OB|. D’aprésla
propriété del’exercice, on a
_ 1 L ay _ a2
S= 2((y xdx)+y)x a-.
Cette équation est équivalente a
dy
24y 2 _
X K 2xy + 2a“ = 0,

qui est une équation différentielle linéaire avec second membre. En intégrant cette équation,

2 2
on trouve y = 23ix + %.



