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1 Rappels de quelques résultats d’intégration

Définition 1.1 Soit Q un ensemble. On dit qu’une partie M C P(2) est une o-algébre

(ou tribu) sur § si, c’est une algébre fermée pour les réunions dénombrables :
(i) 0 e Q,
(ii) Ac M= Q\Ae M.

(iii) Si {A,}nen C M, alors
L An e M.

n=1
Le couple (€2, M) est appelé espace mesurable. Les éléments de M sont appelés les

ensembles mesurables de ().

Définition 1.2 Si (2,0) est un espace topologique, alors la tribu o(O) engendrée par
les ouverts s’appelle la tribu borélienne de (2, O) et se note B(Q2). Ses éléments sont des

boréliens.

Définition 1.3 Soit (2, M) un espace mesurable. On appelle mesure (ou mesure positive)

sur £ une application

I M %EJr = [0700}7
telle que :

0.

(1) ()

(ii) Si {A,}nen C M est une suite disjointe, alors
n(J Aa) =D n(4n).
n=1 n=1

Le triplet (2, M, 1) est appelé un espace mesuré.

Définition 1.4 Soient (2, M) et (¥, M') deux espaces mesurables et f une fonction de

Q dans Y. On dit que f est mesurable si :

VA e M, fH(A) e M.



Définition 1.5 Soit (2, M) un espace mesurable. On appelle fonction étagée toute fonc-

tion mesurable de Q & valeurs dans R dont Uimage est finie.
Remarque 1.1 La fonction étagée s’écrit sous la forme :
m
f= Z a;lp;,
j=1

ot les o sont les valeurs prises par f, les ensembles E; forment une partition mesurable

de S et 1, désigne la fonction caractéristique de Ej.

Proposition 1.1 Soit f une fonction mesurable de Q0 dans R... Il existe une suite crois-

sante de fonctions étagées a valeurs dans Ry qui converge simplement vers f.
Remarque 1.2 Si f est de plus bornée, alors la converge est uniforme.

Définition 1.6 Soit f = Zalej une fonction étagée de ) dans R,. On appelle inté-
j=1
grale de f sur l’ensemble mesurable A la quantité :

/ fdp=">"a;u(E;NA) € Ry,
avec la convention 0.(c0) = 0.

Définition 1.7 Soit f une fonction mesurable de Q dans R,.. On appelle intégrale de f

sur l’ensemble mesurable A la quantité :

/ fdu = sup {/ sdu; s fonction étagée a valeurs dans Ry, s < f} :
A A

Définition 1.8 Si f est une fonction mesurable positive d’intégrale finie, on dit qu’elle

est intégrable, ou sommable.
Définition 1.9 Soit Q2 un ensemble. On appelle mesure extérieure sur 2 une application
i PQ) - R, = [0,00],

telle que :



(i) w (@) =0,
(i) p* est croissante (monotonicité) :
AC B = u(A) < i (B),
(iii) p* est sous-additive :
YA b € P@), (L) A0 < 3wt (A).
n=1 n=1

Définition 1.10 Un pavé P de RY est un produit d’intervalles bornés

P=1 x1Iy x..xIy.

On note |P| la mesure de ce pavé :

|P| = Hl(fj),

ou l(I1j) est la longueur du segment I;.

Définition 1.11 Un ensemble E de RYN est de mesure nulle si, pour tout € > 0, il existe

une suite (P,) de pavés de R™ telle que

E C [OJP" et i|P"| < e.
n=1 n=1

Définition 1.12 Pour toute partie A de RN, on définit

A*(A) = inf {Z |P.|; AC U P,, P, pavé ouvert de RN} :
n=1 n=1

Théoréme 1.1 On a les assertions suivantes :
(i) \* est une mesure extérieure sur RY.
(ii) \*(P) = |P|, pour tout pavé P C RV,

Preuve. Voir |2, Théoréme 2.6.10|. =



Définition 1.13 On appelle mesure de Lebesque sur RY la restriction de la mesure ex-

térieure \* a la tribu borélienne B(RY) et notée Ay, .

Remarque 1.3 La mesure de Lebesque est définie sur la tribu des ensembles Lebesque-
mesurables, constituée de toutes les parties E de RN telles qu’il existe des ensembles
Boréliens A et B tels que

ACECB; A\(B\A)=0.

Remarque 1.4 Une fonction f : RY — R, mesurable pour la tribu de Lebesque, est dite

Lebesgue-mesurable (mesurable). Dans ce cas, on écrit [ f(x)dz au lieu de [ fdX.

Définition 1.14 On dit qu’une fonction f mesurable de €2 dans R ou C est intégrable si

[ r@lde < o

Remarque 1.5 On définit l'intégrale d’une fonction f mesurable de €2 dans R comme

| s@ie= [ i@+ [ ooy

i) = supl(£(),0) = 5 (1F@)] + F(2),
() = sup(—£(2),0) = 5 (1 (@)] - £(2).

suit :

ol

Remarque 1.6 On définit lintégrale d’une fonction f mesurable de §2 dans C comme

/f d:c—/R dx—i—z/I(f(x))dx.

Théoréme 1.2 (de convergence monotone ou Théoréeme de Beppo-Levi) Soit {fn}nen

suit :

suite croissante de fonctions mesurables positives sur ). Alors f = lim f, existe, est
n— o0

mesurable positive, et

Af(dx:hm fula)de

n—oo



Lemme 1.1 (de Fatou) Soit {f,}nen suite de fonctions mesurables positives sur §2. On

a

/liminffn( da:<hm1nf/fn
Q

n—oo n—oo

(On rappelle que hm 1nf fn = lim (inf f,)).

k—oo n>k

Définition 1.15 On dit qu’une propriété est vraie presque partout sur Q (ou p.p.), si
I’ensemble des éléments de ) qui ne vérifient pas cette propriété est de mesure nulle

(négligeable).

Proposition 1.2 La relation d’égalité presque partout (= p.p.) est une relation d’équi-

valence sur l’ensemble des fonctions mesurables.

Lemme 1.2 Soit f une fonction mesurable positive sur €2 telle que fQ f(z)dz = 0. Alors

f=0p.p. sur.

2 Définition et propriétés élémentaires des espaces L?
Dans toute la suite £ désigne un ouvert de R" muni de la mesure de Lebesgue dz.
Définition 2.1 Soit p € [1,00[. On définit

£(Q) = {f : Q — R; f mesurable et / |f(z)[Pdx < oo}.
Q

Pour f € £°(Q2), on note

i1 = ([ |f<m>\ﬂdx)’l’

Définition 2.2 On dit qu’une fonction f : Q) — R est essentiellement bornée s’il existe
un réel C > 0 tel que |f(x)| < C p.p. sur Q.
On note

supess|f(x)| = inf({C > 0;|f(x)| < C p.p. sur Q}).

e



Définition 2.3 On appelle espace £2(£2) Uespace des fonctions essentiellement bornées

sur ) :
£2(Q) ={f: Q= R; f mesurable et 3C > 0, |f(x)| < C p.p. sur Q}.
Pour f € £°(Q), on note
[[flloe = sup ess| f(x)]
€S
Remarque 2.1 £1(Q) est l’ensemble des fonctions intégrables.

Remarque 2.2 Si f € £°(Q), alors on a

1f(@)] < | flloo p-p- sur Q.

Remarque 2.3 On peut définir £°(Q2) comme suit :
£P(Q) = {f : Q — R; f mesurable et / |f]Pdz € 21(9)} :
Q

Définition 2.4 Soit p € [1,00]. On définit l’espace LP(§2) comme l'ensemble des classes

d’équivalence des fonctions de £°(Q) pour la relation d’équivalence (= p.p.), i.e.
LP(Q) = £7(Q) /(= p-p.)-

Définition 2.5 On dit que p,p’ € [1,00] sont des exposants conjugués si %—l—ﬁ =1 (avec

la convention é = 0). Dans toute la suite, on désigne par p' Uezposant conjugué de p.

Lemme 2.1 (Inégalité de Young) Soient a,b > 0 et p €]1,00[. Alors

/

p
mg%+%. (1)

Preuve. Si a = 0 ou b = 0 c’est facile, donc on peut supposer que a,b > 0.

La fonction exponentielle exp est convexe. On a donc,

Va,y € RVt € [0,1],exp(tz + (1 — t)y) < texp(z) + (1 — t) exp(y). (2)



En particulier :

ab = exp(In(abd))

Ina? Inb”
= exp( +— )
p p

1 /
< - exp(ln a?) + — exp(Inb”)
P

apbp
p b

Théoréme 2.1 (Inégalité de Holder) Soient p € [1,00], f € LP(Q) et g € LP (). Alors,

fg e LY Q) et
19l < WA lpllglly-

Preuve. L’inégalité de Young donne

En intégrant

/Q F@)g(o)]dz < }9 / \f<x>|pdx+2§ / g(0)P dz < oo,

donc, fg € L'(Q).
Pour montrer , on distingue 3 cas :

Cas 1. Sip=1,o0na

1ol = / Fllgldz

- Hglloo / |flde

= |[flllglloo-

Cas 2. Si p = oo est similaire.

(3)



Cas 3. p €]1,00].

(i) Si||fll, = 0 ou ||g|]lyy = 0, alors f = 0 p.p. sur Q ou g = 0 p.p. sur 2. On en
déduit fg =0 p.p. sur ©, donc ||fg|ls = 0 et (3) est vraie.

(ii) Si||fll, =1 et ||g|lly =1, on a alors, avec
1
19l = |f x)|dr < ~ +5=HNMMM

(iii) On suppose ||f|l, > 0 et ||g||,y > 0, On pose f; = W ¢t g1 = i ” , de sorte

que ||fill, =1 et ||g1]ly = 1. Le cas (ii) donne alors

g
1fallv = Nfllollgllyll 1
3 prMHNp
< [fllpllglly -1
= [Ifllpllglly-
[ ]
Corollaire 2.1 Lorsque p = 2, on a p’' = 2 et linégalité de Hélder se réduit alors a

[inégalité de Cauchy-Schwarz :

[l < ([ \f(x)\def (f ‘M%); (6)

Théoréme 2.2 (Inégalité de Minkowski) Soient p € [1,00|, f,g € LP(2). Alors, f+ g €
LP(2) et
1+ glly < [[f1lp + llgllp- (7)

Preuve. Comme |f + g| < |f| + |g|, alors le résultat est évident pour p =1 et p = 0.
On suppose donc que p €]|1,00[, et que f,g € LP(Q).
On rappelle que
Va,b >0, (a+b)? <2P(a” + bP). (8)



On obtient
I+l = / (@) + gla)Pda

< / (17(@)] + lg())Pde
< / (7 @)P + lg(x)P)dz
= (I + [lgll2) < oo,

donc, on en déduit que f + g € LP(Q).

De plus, on a
@) 9@ P = |f()+ 9@ f(@) + )P
< @I + 9@ P+ @) + o).

Par 'inégalité de Holder, on en déduit donc que
£ 49l = [ 1)+ glo)Pde
< [ U@l +g@P e+ [ lgle)|f@) + g o
Q Q

= IS+ gl + gllf + 9P s
< NFIILf + gl Ml + NgllpILf + g~

= (£l + gl f + gl - (9)

Puisque p — 1 = z%’ on trouve

D
If+gle" = IIf+ols

- (/Qlf(:c)Jrg(x)'pdx)
- (/Q|f(x)+g(x)’§‘p,dx>;

P
= If + gl

= Ilf + 9" . (10)

P
<7

3=
S

De @D et (10), on en déduit que

I +gllp < (Iflls + Mgl I + gl

10



On obtient alors (7). m

Théoréme 2.3 L’espace de Lebesque LP(2) est un espace vectoriel, il est normé par ||.||,

pour tout p € [1, 00].
Preuve.

(i) e Soient a« € Ret f € LP(2). On a

[ laf@pds=laP [ |f@)pis < o
Q )

donc, af € LP(Q).
e Théoréme donne f + g € LP(2) pour tous f,g € LP(92).

Alors LP(2) est un espace vectoriel.
(ii) L’application |||, : f ~ || f|lp, est une norme sur LP(Q2), En effet,

e || f]l, > 0 pour tout f € LP(Q).
o |afll, = |o|l|af|l, pour tous f € LP(Q2) et o € R.

o L’inégalité de Minkowski (7)) donne ||f + g, < [[f|l, + llgll, pour tous f,g €
().

e |fll, =0« f =0 pour tout f € LP(Q).

Remarque 2.4 L’application ||.||, : [+~ || fllp, est donc une semi-norme sur £°(€2). On

remarque que, si f € £(Q), on a ||f|l, =0« f =0 p.p..

Théoréme 2.4 (Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi)
Soit { fn}nen une suite croissante de fonctions de L'(Q) telle que sup/ fo(z)dr < oco.
Alors f,(z) converge p.p. sur wvers une limite finie f(z), de plus 7} e%l(Q) et || fu —
fllh — 0.

Lemme 2.2 (de Fatou) Soit {fn}nen une suite de fonctions de L'(Q2) telle que

11



(1) pour chaque n, f,(x) >0 p.p. sur(Q,

(2) sgp/gfn(x)dx < 00.

Pour chaque x € Q on pose f(x) = liminf f,(z). Alors f € L*(Q) et

n—

n—o0

f(x)dx < liminf/ fulz)dx
Q Q
Remarque 2.5 Un Lemme analogue est valable pour les lim sup :

/limsupfn( Ydx > thUD/ ful2
Q

n—oo n—oo

Théoréme 2.5 (Théoréeme de convergence dominée de Lebesque) Soit { f,,}nen une suite

de fonctions de L'(Q). On suppose que

(1) fulz) = f(z) p-p. surQ,
(2) il existe une fonction g € L'(Q) telle que pour chaque n, |f,(z)] < g(z) p.p. sur .

Alors f € LYQ) et
[fn = fll = 0. (11)

/an(:v)d:v—>/ﬂf(:v)dx. (12)

Preuve. En appliquant le Lemme de Fatou, on obtient

En particulier,

= iminf|f, < lim inf " < )
[ tr@ide = [ timint |5, @)lde < timint [ (f,(@)lde < [ gla)de < oc

Donc f € L'(Q).
Comme |f, — f| <2g,ona2g—|f,— f| >0et lim (29 — |f, — f]) =

Par le Lemme de Fatou, il vient

/Qg(ar)da: < liminf/(Qg— |fr — f)dx
0

2¢g(x)dx —1 n d

S/Qg( x lmsup/lf fldz.

n—oo

12



Puisque [, 2g(x)dz < oo, on en déduit que

hmsup/ |fr — fldz <0,
Q

n—oo

donc [, |fn — fldz =0, c’est-a-dire || f,, — fl1 —= 0.

On remarque que

[ o [ gasl =1 [ (fa = el < [ 15 flds .

Corollaire 2.2 (Convergence dominée dans L?) Soient p € [1,00[ et {fn}nen une suite

de fonctions de LP(2). On suppose que

(1) fulz) = f(z) p-p. sur

(2) il existe une fonction g € LP(Q2) telle que pour chaque n, |f,(x)| < g(x) p.p. sur Q.
Alors f € LP(Q) et f,, = [ dans LP(Q2) (c’est-a-dire ||f,, — fl||, = 0).

Définition 2.6 Un espace normé complet est appelé espace de Banach.

Théoréme 2.6 (Théoreme de Fischer-Riesz) L’espace de Lebesque LP(S2) est un espace

vectoriel normé complet (i.e. un espace de Banach) pour tout p € [1, 00].
Preuve.
Cas 1. Sip = o0.

(i) Soit {f,}nen une suite de Cauchy de L>°(Q2). Pour k,m,n > 1, on définit :

Ar = {z € Q[ fi(@)] > || felloo},
Bpn = {2 € Q,|fin(x) = ful@)] > | fm = falloo},
E = (ij A) U Biw)-
Comme A(Ag) = 0 et A(Bpm) = 0, on en déduit que

13



AE) <) MA) + Y AMBum) =0.

n,m

(ii) Sur Q\ E, on a :
sSup ’fn - fm| < an - meom

z€Q\E

c’est-a-dire { f,, }nen est une suite de Cauchy uniforme sur Q2 \ E.

En particulier, pour tout z € Q\ E, la suite { f,,(z) }nen est une suite de Cauchy

réelle, donc est convergeante car R est complet. On note f la limite ponctuelle

de f, sur Q\ E.
On a

fule) = F@)] = i |ful@) ~ ()] < . [fu— il

Comme { f,, }nen est de Cauchy dans L>(2), pour tout € > 0, il existe un rang

N tel que pour n,m > Ng, || — finlleo < €. Alors pour n > N,

sup |fu(z) = f(z)] <e.

zeQ\E

Donc { f, }nen converge uniformément vers f sur 2\ E.

(iii) En posant f =0 sur E. Pour n > N., et z € Q\ E, on a

[f (@) < |fulz)] +& < || fn(2)lloc + €

On en déduit que || floo < || fu(2)|leo + € < 00, donc f € L>®(Q). Ainsi L>(Q)

est complet.
Cas 2. Sip € [l,00[.

(i) Soit {f,}nen une suite de Cauchy dans LP(§2). Par récurrence, on construit une

sous-suite extraite {f,, tren de {fn}nen telle que pour tout k£ > 0, il existe un
N1 > e tel que n,m > ng = || fr — fuillp < 27k,

On pose

gk(x> = Z ’fmﬂ (%) - fm(aj)’

14



Pour tout £ > 0, on a

lp-

k
HngP = H Z |fm+1 - fm
=0

D’aprés I'inégalité de Minkowski,

k
p= 27 <2
=0

D’aprés le Théoréme de convergence monotone, on en déduit que gi(z) converge

k
||ngP < Z ||fni+1 - fm
=0

p.p. sur € vers une limite finie noté g(z) avec g € LP(2).

D’aprés le Lemme de Fatou, on en déduit que ||g||, < 2.

(ii) Ainsi, la suite {g} }ren est une suite croissante de fonctions intégrables, positives
et telles que

sup/ grdr < 2P < oo.
keN Jo

Par le Théoréme de convergence monotone , sup gx < oo p.p. sur 2. Plus
keN

précisément, il existe F tel que A(E) = 0 et Z | fripa () = fni ()] < 00 p.p.
sur Q\ E.

D’autre part, on a évidemment :

k‘
,_.

fru(@) = fuo () + (fn,H( ) = fri(2)) , Yz € Q.

%

1§
o

On définit

B h_)rgofnk(x) siz e Q\F,
f(ac)—{ Bsier.

Puisque f,,, (x) = f(z) p.p. sur ©, et que |fn, (z)] < |fuo(2)| + g(z) p.p. sur
Q. Le Corollaire de convergence dominée dans LP montre que f € LP(2) et
| fr = fllp = 0.

Enfin, comme {f,}nen est une suite de Cauchy dans LP(£2), on en déduit que

|| fn — fll, = 0. En conclusion LP(2) est complet.

15



Corollaire 2.3 (Réciproque partielle de la convergence dominée dans LP) Soient p €
[1,00[, {fn}tnen une suite de fonctions de LP(Q)) et f € LP(QQ). On suppose que f, — f

dans LP(Q2). Alors il existe une sous-suite { fn, }ren telle que
(1) fui(z) = f(z) p.p. surQ,
(2) il existe une fonction g € LP(Q) telle que pour chaque k, |f,, (x)| < g(z) p.p. sur Q.

Preuve. Comme la suite {f, },en converge dans LP(€2), elle est de Cauchy. On peut donc

extraire une sous-suite { f,,, }ren telle que

||fnk+1 - fnkHP < Q_k'

On conclut comme dans la preuve du Théoréme de complétude en posant

9(x) = |fo (2 !+Z\fnk+1 = foi(2)]-

Définition 2.7 On peut définir un produit scalaire euclidien sur L*(Q) par :

(f.9) < flg >= / f(2)g(x)de

Corollaire 2.4 L?(2) muni de son produit scalaire est un espace de Hilbert (complet pour

la norme

< flf >2= | fll2)-

Définition 2.8 On peut définir un produit scalaire hermitien par :

(f.g) =< flg >= /ng(x)dfc

Définition 2.9 On dit que f est localement intégrable sur € si, pour tout compact K

inclus dans ), la fonction f est intégrable sur K. On note

L, .(Q) = {f; f € LY(K) pour tout compact K C Q} ,

16



l’espace vectoriel des fontions localement intégrables.

De méme, pour tout p € [1,00], on note

LP

loc

(Q) = {f; f e LP(K) pour tout compact K C Q}

= {f, flik € LP(QQ) pour tout compact K C Q}

Remarque 2.6 On a bien sur LP(Q)) C LY

loc

(62).

Définition 2.10 (Convergence dans L3 )

loc

Soit { fn}nen une suite de fonctions de LY (Q) et f € LV (). On dit que f, — [ dans

loc loc

LP

loc

() si, pour tout compact K, fnx — fix dans LP(K).

Soient ©; € RM, O, C R des ouverts et f : O x Qs — R une fonction de deux

variables f(z) = f(z1,x2) mesurable.

Théoréme 2.7 (Théoreme de Tonelli)

On suppose que

| f(z1, x2)|dxe < 00 pour presque tout x; € €,
Qg

et
/ dxy | f(z1, x2)|dxe < 0.
o Qs
Alors f € LYNQ x Q).

Théoréme 2.8 (Théoreme de Fubini)

On suppose que f € L*(2 x Qy), alors, pour presque tout x1 € Oy

f(ﬂ?l, Ig) c Li2 (QQ) et f(.fl,l'g)dl'g S Lglc1 (Ql)
Qo

De méme, pour presque tout xo € (o

f(ﬂfl,xg) € Liﬂl (Ql> et f(&?l,I'Q)de?l € L}Q(Qz)

951
De plus on a

/ dz, f('rlux2)d'r2 I/ dxy f(xl,SCz)dxl = // f(9517I2)d901d172-
1951 Qo Qo 0 Q1 xQ9

17



3 Réflexivité

Lemme 3.1 (Inégalités de Clarkson)
Soit f,g € LP(Q2), alors

(i) Sipe[2,00[, on a

+Hf g

152, I < SO+ gl (13

(ii) Sip€]1,2], on a

/ — / 1 /
20 1 L2 < g + ety (14)

Définition 3.1 Soit E un espace de Banach et soit J [injection canonique de E dans

E" est réflexif si J(E) = E".
Remarque 3.1 Si E est réflexif on peut identifier E et E".

Définition 3.2 On dit qu’un espace de Banach E est uniformément convexe si

Ve > 0,36 >0 tel que (zv,y € E, ||z < 1, |yl <1 et ||lz—yl >e) = (|52 <1-9).

Théoréme 3.1 (Théoréeme de Milman-Pettis)

Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.
Preuve. Voir [1, Théoréme I11.29]. =
Théoréme 3.2 L’espace LP(Q)) est uniformément convexe pour tout p €]1,00].
Preuve. Soit € > 0, on suppose que ||f — gl|, > ¢, avec || f||, < 1 et ||lg]|, < 1.

(i) Pour p € [2, 00[, on déduit de l'inégalité que

f+g
=P <1—(

DO M

). (15)

Puisque (1 — t)% <1- %t, on obtient

p<1- 5(—)”; (16)



(ii) Pour p €]1,2], on déduit de I'inégalité (14) que

", (17)

donc ||L32]|, <1~ 4, avec § = é(%)p' > 0.

Alors LP(£2) est uniformément convexe, on en déduit que LP(2) est réflexif pour p €
J1, 00].
Remarque 3.2 Les espaces L' et L ne sont pas réflexifs.

4 Densité

Définition 4.1 On définit
Cc()={feC(); fz) =0Vzx e Q\ K, K C est un compact},

l’espace des fonctions continues sur €2 a support compact.

On appelle le support de la fonction f dans Q l’ensemble supp(f) = {z € Q; f(x) # 0}.
Lemme 4.1 L’espace C.(2) est un espace vectoriel.
Lemme 4.2 Pour tout p € [1, 0],

(i) toute fonction continue a support compact appartient a LP(S2), et pour p = 0o, on a
[flloe = sup [ f(x)].
€N

(i) Si f,g € C.(QQ) sont égales p.p. alors elles sont égales.

Remarque 4.1 En conséquence, on peut identifier l’espace C.(2) avec un sous espace

vectoriel de LP(S).

Lemme 4.3 (d’Urysohn)
Soit U C RY ouvert et K C Q compact. Alors il existe une fonction continue f :

RY — [0,1] qui vaut 1 sur K et 0 en dehors de U.
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Théoréme 4.1 (Théoreme de Lusin)
Soit f: Q — R une fonction mesurable telle que A\({z; f(z) # 0}) < oco. Alors pour
tout € > 0 il existe g € C.(2) tel que :

A{z; f(x) # g(z)}) <e.
De plus, on peut choisir g tel que ||g|loo < ||f|loo-

Lemme 4.4 Soit E(2) l’ensemble des fonctions étagées, a égalité presque partout prés.

Alors lespace E(Q2) est dense dans LP(2) pour tout p € [1, 00].

Preuve. Il est facile a vérifier que E(§2) C LP(2) et que c’est un sous-espace vectoriel. Il

faut de montrer que tout f € LP(Q2) appartient a 'adhérence de E(Q2) dans LP(£2).

(i) Cas f: Q2 — Ry.

D’apres Proposition il existe une suite croissante de fonctions S,, € F(Q) telles

que S,(x) — f(x) pour tout point .

Donc

|f(x) = Sa(z)| = 0.
On a [f(z) — Su(z)| = f(z) — Su(x) < f(2), donc |f(z) = Sp(@)P < f(2)" < .
D’apres le Théoréme de convergence dominée, on trouve
I£ =S = [ 15@) - Su@Pds — [0de =0,
Q Q
ie., S, — f dans LP(Q).

(ii) Cas f: Q2 —= R.

On peut donc écrire

ou gt et g~ positives.
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On trouve dans E(2) des suites S1, — ¢g* et Sy, — g~

On pose t,, = S1, — Sop. Alors t, € E(Q) et t, — f dans LP(Q).

Théoréme 4.2 (Théoréme de densité)
Soit p € [1,00][, l’espace C.(2) est dense dans LP(£2).

C'"est-a-dire que :

Vf e LP(Q),Ve > 0,3g € Co(Q) tel que ||f —gll, <&,

ou encore, il existe une suite { f,} C C.(Q) telle que f, — f dans LP(Q2).

(18)

Preuve. Puisque F(Q) est dense dans L?(€2), il suffit de montrer que pour toutes fonction

s€ E(Q) et e > 01l existe g € C.() tel que [|s — g, < e.

Puisque s est étagée elle est bornée, et par définition de E(Q) (A({z;s(z) # 0}) < 00).

On peut donc appliquer le Théoréme de Lusin, on en déduit qu'il existe g € C.(Q) telle

que [[glloo < Islloo et
2

2][slloo

A{z; 9(x) # s(x)}) < ( ).

Alors

s(z) — g(x)|Pdxe = s(x) — g(x)|Pdx
/Q 5(2) — g(2)| /{x;s(@#g@}‘” 4(z)|

< A{w;s(z) # g(@)}).lls — gll%
< (2HS”OO)”(HS|IOO+||g||oo)p
< &b

Donc ||s — g||, < € et le Théoréme est démontré. m

Remarque 4.2 C.(Q2) n’est pas dense dans L>(€2).
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5 Séparabilité

Définition 5.1 On dit qu’un espace (métrique) est séparable s’il contient une partie dé-

nombrable dense.
Théoréme 5.1 L’espace LP(Q)) est séparable pour tout p € [1, 00].

Preuve. On considére (R;);er, la famille dénombrable des pavés R de la forme :
N
R = H]aj, b;j[C Q avec a;,b; € Q. (20)
j=1

On considére E I'espace vectoriel sur Q engendré par les fonctions 1g, (i.e. les combinaisons

linéaires finies a coefficients rationnels des fonctions 1g,) :

E= {qule;qke@}, (21)
k=1

de sorte que E est dénombrable.
On va montrer que E est dense dans LP(Q2) pour tout p € [1,00].
Soient f € LP(Q2) et e > 0 fixés. D’aprés le Théoréme de densité[£.2] il existe f; € C.(Q)
tel que
1f = fillp <.

Soit €' un ouvert borné tel que supp(f;) C ' C Q. Puisque f; € C.(©') donc on peut

construire une fonction fy € E telle que :

/ € !
supp(fa) C Q" et |fo(z) — fi(z)] < |Q/|l p.p. sur €.

On recouvre supp( f1) par un nombre fini de pavés R; avec l'oscillation de f; est majorée

par —=+.
|
On en déduit que

fo— filly = ([ |folz) = filz)[Pdz)r
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Alors

If =Ly < Wf = Ailly + 1= el

< 2e.
]

Remarque 5.1 L’espace L n’est pas séparable.

6 Dualité

Il s’agit ici de décrire I’ensemble des applications linéaires continues P — R, ou dual

topologique de LP, noté (LP)’. Il est muni de la norme, dite norme du dual fort :

Tyg
1Ty = sup 1290,
0#£g€LP Hng

Théoréme 6.1 (Théoreme de représentation de Riesz)

Soient p €]1,00][ et ¢ € (LP). Alors il existe u € L? unique tel que :

<, f>= /uf, Vfe Ll (22)

De plus on a

lully = llllczry- (23)
Preuve. On définit opérateur 7' : LP" — (LP)' par
<Tu, f >@py,Lr= /uf, Vfe Ll (24)

T est un isomorphisme, et méme en fait une isométrie.

L’inégalité de Holder, donne

| <Tu, f>] = |/ufdx|

= ully 1715
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Donc || Tul|(zsy < ||ull,, on en déduit que Tu € L7
Réciproquement, pour tout g € LP, on a

| <Tu,g > |
191l

| J ugdz|
191l

1Tl ey =

On pose

Onage LP |g|, = |lully-

Donc

[ Tull(zoy

Alors, on trouve ||Tul|(zsy = ||ully, Yu € L¥. On en déduit que T est une isométrie de

L sur un sous-espace fermé de (LP)" (L*" est complet). m

Il reste & démontrer que 7' est surjective. On note E = T(L*), puisque E est un

sous-espace fermé, il reste & montrer que F est dense dans (L), il suffit de vérifier que si

h € (LP)" ((LP)" = LP car LP est réflexif) satisfait < Tw, h >= 0 pour tout u € L?, alors

h =0.

Puisque < Tw,h >= [wuhdz, donc on obtient [wuhdr = 0 Vu € L”. On prend u =

|h|P~2h, on trouve [ |h[Pdz =0, on en déduit que h = 0.

Théoréme 6.2 Soit p € (L'). Alors il existe u € L™ unique tel que :

<o, f >=/ufdx‘v’f€L1.

De plus

lellzry = [Ju]loo-

Remarque 6.1 On peut identifier le dual de LP avec L. De facon abrégée, on note

(LPY = L* pour p € [1,00].
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Remarque 6.2 Le dual de L* est strictement plus grand que L', c¢’est-a-dire qu’il existe

des formes ¢ linéaires continues sur L> qui ne sont pas du type

<, f>= /ufdx Vf e L™ avecu € L' (26)

7 Convolution et régularisation

Définition 7.1 Soit f,g € C.(RY). Le produit de convolution de f par g est la fonction

frg: oz - flz —y)g(y)dy.

Remarque 7.1 On remarque que fxg = g*f, autrement dit que fx*g(z f]RN
y)dy.

Théoréme 7.1 Soient f € LY(RY) et g € LP(RY) avec p € [1,00]. Alors, pour presque
tout x € RY | la fonction y — f(z—1vy)g(y) est intégrable sur RN, le produit de convolution

fxg(@) = fon flz —y)g(y)dy appartient & LP(RY) et |[f * gll, < [ fIl1llgllp-

Preuve.
(i) Si p = oo, le résultat est clair.

(ii) Sip=1, on pose F(z,y) = f(z — y)g(y).

Pour presque tout y € RY on a

[1Fwlas = 19w [ 1@ -yt

g flln < oo,

et

/dy/|F(x,y)|dx = [I/llxllgll < oo.

D’apreés le Théoréme de Tonelli , on obtient que F' € LY(RY x RY).

Théoréme de Fubini 2.8 donne
/IF(w,y)ldy < oo pp. z€RY,
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et

/ dz / Flegldy < 1109l

On en déduit que
1 *glly < [[f11llglls- (27)

(iii) Sip €]1, 00[.

Pour presque tout x € RY fixé, la fonction yx — |f(x —y)||g(y)|? est intégrable sur
1
RY, done | f(z —y)[»|g(y)] € LRY).

1
7

Puisque |f(z — y)|» € L¥ (RY). D’aprés I'inégalité de Holder on obtient

1F@—lgw)| = [f@ — ) lgw)||f@ —y)|7 € L,(RY), (28)
et
/ @ —y)llgl)ldy < ( / & — y)llgl) Pdy) AT (20)
Donc
Frg@P < (1] % ") @)1 F17 (30)

On applique le résultat du cas p = 1, on trouve f x g € LP(RY) et

P
I1f = gllp < I llglPILA 1

Alors

1+ gllp < [[Fllllgll,

Remarque 7.2 (Inégalité de Hausdorff-Young)
Soient p,q,r € [1,00] tels que ]l? —1—5 =1+ %, f e LP(RY) et g € LYRYN). Alors
frxge L'(RY) et

1+ gllr < [ £llpllglly-

26



On rappelle que C*(Q2) (k € N), désigne 'espace des fonctions k fois contintiment
différentiables sur 2.
On note aussi
C(Q) = [ CH(Q), CHQ) = CHQ) N Cu(Q).
keN

En particulier, les éléments de C2°(2) sont dits fonctions test (ou fonctions d’essais)

et on note C'°(2) par D(Q2).
Théoréme 7.2 Soient k € N, f € CHRYN) et g € L}, (RY). Alors
fxg€CHRY) et 0%(f* g) = 0°f * g, (31)

ot o] =1 +as+ ... +ay < k.
En particulier si f € D(RN) et g € L (RY), alors

loc
fxgeC®RM). (32)

Preuve. Voir |1, Proposition IV.20].

Définition 7.2 (Suites régularisantes)
On appelle suite réqularisante, toute suite (p,) de fonctions telle que, pour tout n € N,

on a

pn € D(RY),

e supp(p,) C B(0, %),

Jen pn =1,

pn > 0 sur RY,

Par exemple

pn(x) = Cn™ p(na),
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ou
1

p(r) =14 ellZl? =1 i |z) <1, (33)
0 si |z > 1,
et C'=([p)".

Remarque 7.3 Soit f € C(RY), alors p, * [ — f uniformément sur tout compact de
RY.

Théoréme 7.3 Soient p € [1,00[ et f € LP(RY), alors p, * f — f dans LP(RY).

Corollaire 7.1 Pour p € [1,00[, l'espace D(Q2) est dense dans L*((2).
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