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Avant-propos

Ce polycopié est une partie du programme officiel du module de Transformations
intégrales dans les espaces [P destiné principalement aux étudiants en troisiéme
année licence mathématiques, mais peut éventuellement &tre utile pour les étudiants
en licence physique et de la science et de la technologie.

D’aprés mon expérience, lors de l’enseignement de ce module durant quelques années,
j’al décidé de préparer ce polycopié qui contient toutes les notions fondamentales
liées a ce module. Vu le programme proposé par le ministére, j’ai partagé ce modeste
travail en trois chapitres ordonés comme suit

e Les espaces [LP.

e La transformation de Fourier.

e La transformation de Laplace.

Chaque chapitre se termine par quelques exercices corrigés permettant de contrdler
1’acquisition des notions essentielles qui ont ete introduit.

Pour toute remarque, suggestion ou correction concernant ce document, merci de
me contacter pour que je puisse modifier et corriger ce polycopié.
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1.1 Rappels de quelques résultats d’intégration 7

L’intégration est 'un des sujets relatifs aux mesures les plus importants. Nous définissons
cette notion et donnons les propriétés des intégrales. Ce chapitre est consacré principalement
a ’étude de l’espace LP des fonctions dont la valeur absolue est de puissance p-iéme intégrable
et leurs propriétés. Les espaces LP, jouent un role central dans de nombreuses questions de

l'analyse mathématique. Pour tous ces résultats et la théorie des espaces LP, on pourra consul-
ter [1/-]8].

1.1 Rappels de quelques résultats d’intégration

1.1.1 Espace mesurable

Dans toute la suite 2 désignera un ensemble non vide. On notera par P(£2) 'ensemble de
parties de €.

Définition 1.1.1. Soient Q un ensemble non vide et M wune famille de partie de Q (i.e
M C P(E)). On dit que M est une tribu ( ou o-algébre ) sur € si et seulement si :

1. ) e M,

2. SiAe M= A°e M, (A° = Q\A) i.e M stable par passage au complémentaire,

3. Si (Ap)nen une suite d’éléments de M alors

U A, € M,
neN
i.e M stable par union dénombrable.
Le couple (2, M) est appelé espace mesurable. Les éléments de M sont appelés les ensemples
mesurables de €).
Exemples
1. P(Q) est une tribu sur §2.
2. 0 =1{1,2,3,4}, A={6,{1,3},{2,4},Q} est une tribu sur .

1.1.2 Exemple fondamental : la tribu borélienne sur R

Définition 1.1.2. C’est la tribu sur R engendrée par les intervalles ouverts (Ja, b],
] — 00,0, ]a,+o0[,] — 00, +00] avec —o00 < a < b < 00). On la note B(R). Les éléments de
B(R) sont appelés ensembles boréliens de R.

Proposition 1.1.1. Les ensembles suivants sont dans B(R).
1. les intervalles fermés

2. les intervalles

3. les ouverts de R

4. les fermés de R

5. Q et R\Q.
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1.1 Rappels de quelques résultats d’intégration 8

1.1.3 Mesure

Définition 1.1.3. Soit (2, M) un espace mesurable. On appelle mesure (ou mesure positive)
sur ) toute application

ILL:M —>R+: [O,+OO)
telle que,

1. p(9) =0,
2. 8i (A),en une suite disjointe (i.e A, N Ay, = ¢ pour tout n # m), alors

n(UJA) =) nl(An).

neN neN
Le triplet (2, M, 1) est appelé un espace mesure.

Exemples

1. Soit (2, M) un espace mesurable avec Q # (), on définit la mesure de Dirac par :
o: M — Ry

A 5(A):1A(:B):{1 siz e A,

0 sinon.

2. On définit la mesure de comptage sur (2, P(§2)) par :

A o p(A) = { card(A) si A fini,

00 sinon.

Passons au théoreme d’existence de la mesure de Lebesgue.

1.1.4 Mesure de Lebesgue sur R

Théoréme 1.1.1. I eziste une et une seule mesure sur B(R), notée A et appelée mesure de
Lebesque sur les boréliens, telle que A(Ja,b]) = b — a pour tout a,b € R, tel que
—o00 < a < b < +o0.

Proposition 1.1.2. La mesure de Lebesgue A sur B(R)) a les propriétés suivantes.
(1) M] =00, a]) = A(] — 00, af) = A([b, ; +00[) = A(]b, +00]) = +o0

(i) Aa,b]) = Aa,bl) = A(fa, ) = Afa,b) = b— a.

(i13) A({a}) =0.
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1.1 Rappels de quelques résultats d’intégration 9

1.1.5 Mesure de Lebesgue sur R"

Théoréme 1.1.2. [l existe une unique mesure p sur (R", B(R™)) telle que pour tout pavé

[T )ai, bi] (avec a; < b; pour touti=1,---,n),
i=1 i=1

On lappelle mesure de Lebesgue sur R™ et on la note \.

Proposition 1.1.3. La mesure de Lebesgue A, sur B(R™)) a les propriétés suivantes.
(1) A, est o-finie.
(13) A, est invariante par translations.

(1i1) Apest invariante par les « symétries » du type s ¢ définies comme les applications linéaires
transformant la base canonique (ey,--- ,e,) en (gey, -+ ,€e,), o € = (g1, -+ ,&n) €

{-1,1}".
(1v) Si h est ’homothétie x — cx dans R™, pour tout borélien B\, h(B) = |c|"\,(B).

(v) A\n me charge pas les points : Vo € R™, \,(z) = 0. Si A C R", est fini ou dénombrable,
An(A) = 0.

(vi) Ay (Tl bi]) = A (TT02,Jas, bi]) et cette égalité implique bien sar, I’égalité des mesures
des 4™ pavés obtenus en jouant sur l'ouverture ou la fermeture des extrémités a;, b; des
intervalles.

1.1.6 Fonctions mesurable

Définition 1.1.4. Soient (Q, My), (22, Ms) deuz espaces mesurable et f une application
de Q1 dans Q. On dit que f est mesurable si

VA € My, fH(A) € M.

Lorsque 1 et €y sont des espaces topologiques munis de leur tribus boréliennes, on dit que f
est borélienne.

Exemple 1.
Toute fonction constante est mesurable, car tout I’espace apparient a toute tribu.

Applications a valeurs réelles.

Corollaire 1.1.1. f: (X, M) — (R, B(R)) est mesurable < Ya € R , f~!(Ja,+o0]) € M &
Va<beR, f'(a,b)) e AcReR, f71(] — 00,a]) € M.
2. f:(X,A) = (R,B(R)) est mesurable < Va € R, f~!(Ja,+oc[) € M.

Corollaire 1.1.2. Soit f: (R, B(R)) — (R, B(R)) continue. Alors f est mesurable.
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1.1 Rappels de quelques résultats d’intégration 10

Preuve : 3. Soit O un ouvert de R. Alors f~'(O) est un ouvert de R car f est continue
donc f71(0O) € B(R) et f est mesurable.
Exemple 1.
Soit
flz): R - R
o so-{ Sea

f est non continue mais mesurable.

Preuve :

1. f est non continue évidente.

2. Soient a € R

e SiJa, 400N {0, 1} = ¢ = f~'(Ja, +o0[) = ¢ € B(R)

e Si]a,+oo[N {0, 1} # ¢ = f~!(|a, +o0]) € {6, R\Q, R} € B(R)

P = {8 2 250

Dans tous les cas, on a bien f~!(]a, +00[) € B(R). Puisque les intervalles de la forme ]a, +oo|
engendrent B(RR), cela prouve que f est mesurable.

Exemple 2.

Soient (£, M) un espace mesurable et f : F' — R une fonction mesurable telle que

Ve e E: f(z) =a = cte.

Alors f est mesurable.
Preuve :
Soit A € B(R), distingue deux cas :

(1) sia€ A: f71(A)=FE e M,

(2) siag A: f71(A)=¢ e M.

En pratique, il n’est pas toujours évident de vérifier qu’une fonction est mesurable. Toutefois,
il peut étre utile de se baser sur les propriétés suivantes des fonctions mesurables :

Proposition 1.1.4. Soit (2, M) un espace mesurable, f,qg: (X, M) — (R, B(R)) des fonc-
tions mesurables et A € R. Alors f+ X\, A\f, f+ g, fg, inf(f,g), sup(f,q) et |f| sont des

fonctions mesurables. Si de plus, f ne s’annule pas, alors — est mesurable.

f

Proposition 1.1.5. Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables de (2, M) dans (R, B(R)).
1. sup(f,) et ing(fn) sont mesurables.
ne

neN
2. lim sup(f,) et lim inf(f,) sont mesurables.
n—+o00 n—+o00

3. Sivr e X, lélgrn fo(z) = f(z) alors f est mesurable.
Théoréme 1.1.3. Soient (4, M), (22, Ma) et (Q3, M3) des espaces mesurables. Soient f

Q1 — Qy (My, Mg)-mesurable, g : Qy — Q3 (Mg, M3)-mesurable. Alors gof est (My, M3)-
mesurable.
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1.2 Intégration 11

1.2 Intégration

Les fonctions étagées sont les fonctions les plus simples a partir desquelles on pourra
construire l'intégrale abstraite par approximation.

1.2.1 Fonctions étagées

Définition 1.2.1. Pour [’espace mesurable (2, M), on dit qu’une fonction Q2 — R est étagée
si elle est mesurable et si elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs. On note £ ’ensemble
des fonctions étagées > 0.

Remarque 1.2.1. Toute fonction étagée s’écrit de facon unique sous la forme
=) aila, (1.2)
j=1

ot les a; sont des valeurs prisee par f, les ensembles A; forment une partition mesurable de
Q2 et 14, désigne la fonction carctéristique A;.

Exemple. Les fonctions suivantes sont des fonctions étagées

J=1pg+21gy, f=1-12 —3 Igio

Remarque 1.2.2. Si (Q,M) = (R,B(R)), et si les A; sont des intervalles bornés de R,
on retrouve la notion (plus faible) de fonction en escalier. Une fonction en escalier est donc
étagée alors qu’une fonciton étagée n’est donc pas forcément en escalier.

Exemple.
1) La fonction constante 1 sur R n’est pas en escalier mais est étagée.
2) La fonction caractéristique des rationnels dans l'intervalle [0, 1] est étagée mais pas en
escalier.
Nous allons utiliser ces fonctions pour définir I'intégrale des fonctions p-mesurables. Les fonc-
tions étagéees sont en effet des fonctions auxquelles on associe facilement une intégrale, et le
cas généeral s’obtiendra en prolongeant la construction par passage a la limite

Théoréme 1.2.1. (Théoréeme d’approximation). Soit [ : (Q, M) — R une fonction
mesurable de 2 dans R. Alors il existe une suite croissante de fonctions mesurables étagées
qui converge simplement vers f, Vo € 1€1£n ¢On(x) = f(x). De plus, si [ est bornée sur €,

la convergence est uniforme sur 2.

Définition 1.2.2. Soit f = > | a;14, une fonction étagée de Q@ dans RT. On appelle inté-
grale de f la quantité

/Q fa =3 (A (13)
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1.2 Intégration 12

fdu est dite intégrale de f sur €2 par rapport a la mesure i ou plus simplement intégrale

Q
de f s’il n’y a pas de confusion possible.

Exemple Si f est une fonction constante, alors sa décomposition canonique s’écrit f = clgq,
avec ¢ € R. La formule (|1.3)) nous donne alors

/ cdp = cp(E).
Q
Remarque 1.2.3. On a

(@) [ 1= (o).

W fom-oo {37 A0

1.2.2 Propriétés de l'intégrale d’une fonction étagée positive

Proposition 1.2.1. L’intéegrale sur £ est homogéne, additive et croissante : pour tous
fige&t, ce R, ona

(4) /chd,uzc/gfd,u.
(22) /Qf+gdu=/gfdu+/otgdu~

(i51) Si f < g, alors / fdu < /gd,u
Q Q

1.2.3 Intégrale d’une fonction mesurable positive

On désigne par 9" (Q2) ensemble des fonctions mesurables positives d’un espace mesuré

(€2, M, ).

Définition 1.2.3. Soit f une fonction mesurable de 0 dans R*. On appelle intégrale de f
sur ’ensemble mesurable €} la quantité :

/ fdu = sup {/ odu; ¢ fonction étagée a valeurs dans R, ¢ < f}
Q Q

Lorsque la fonction f est étagée elle méme, la définition coincide avec la définition de la
section.

Définition 1.2.4. Si f est une fonction mesurable positive d’intégrale finie, on dit qu’elle est
intégrable, ou sommable.

Théoréme 1.2.2. (Beppo-Lévi ou convergence monotone)
Soit (fn)n une suite croisante d’élements de M*T(Q), 0 < -+ < fo, < for1 < -+, Alors
f=lim f, € M"(Q) et

n—oo

/fdu: lim [ f.dpu.
Q Q

n—o0
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1.2 Intégration 13

On rappelle que toute fonction mesurable positive peut étre approchée par une suite crois-
sante de fonctions étagées (lemme fondamental d’approximation). En combinant ce lemme
avec le Théoreme de Beppo-Lévi ou convergence monotone, on voit que les propriétés de
I'intégrale pour les fonctions étagées passent a la limite et donnent lieu au propriétés corres-
pondantes pour les fonctions mesurables positives.

Proposition 1.2.2. L’intéegrale sur M* () est homogéne, additive et croissante. Pour tout
f,g €M (Q) etceRT, ona

(4) /chdu:c/gfd,u.
(22) /Qf+gdu=/ﬂfdu+/ggdu-

(135) Si f < g, alors / fdu < /gd,u.
Q Q

Preuve :
C’est une conséquence facile de la définition de l'intégrale et du Théoréme de convergence
monotone.

1.2.4 Intégrale des fonctions mesurables de signe quelconque

Pour une fonction mesurable f : 2 — R, l'intégrale est définie en utilisant les parties
positives et négatives de f. Ainsi, on pose

[T (z) = max(f(x),0) et f~(x) = —min(f(z),0) Vz € Q.

Les deux fonctions f* et f~ sont mesurables et positives, on peut donc définir leur intégrale
par

Définition 1.2.5. L’intégrale de f est par définition le nombre
t ¢ ¢
| sau= [ ran= [ 1
0 0 0

1.2.5 Lien avec l’intégrale de Riemann

Théoréme 1.2.3. Soit f une fonction continue par morceauz sur un intervalle compact [a, b].

Alors ,
@@ = [ s
a,b a
Théoréme 1.2.4. Soit f une fonction continue par morceauz sur un intervalle ouvert |a,b|

(b peut valoir +00). Alors f est intégrable sur [a,b] par rapport a la mesure de Lebesque si et
seulement si l'intégrale impropre fab |f(x)|dxdt est convergente. Dans ce cas

b
z)d\(x) = x)dx.
@) /af()
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1.3 Définitions 14

Voici quelques propriétés faisant intervenir des ensembles négligeables qui nous serons
utiles plus tard.

1.2.6 Ensembles négligeables
Définition 1.2.6. Une partie A C ) est dite négligeable s’il existe B € M tel que :

AC B, et u(B)=0.
St on veut préciser la mesure, on dit que A est pu-négligeable.

Proposition 1.2.3. Toute partie d’un ensemble négligeable est négligeable. La réunion d’une
famille dénombrable de parties négligeables est négligeable.

Exemple 1.2.1. (i) Dans (2; M;9,) tel que a soit mesurable, la partie A est 6,-négligeable
ssia € A.
(i1) Dans (R, B(R), \) tout ensemble dénombrable est négligeable.

Définition 1.2.7. On dit que f est définie p-p.p. sur Q si elle est définie en dehors d’une
partie mesurable de mesure nulle. i.e., s’il existe A € M avec u(A) = 0 est tel que f est
définie sur E\A.

Deuzx parties A et B de ) sont dites égales pu .p.p. si A\B et B\ A sont négligeables. On écrit
A=B pu. p.p.

On dit que deux fonctions f et g sont égales p. p.p. si f # g est négligeable. On écrit f = g
[ .D.p.

On dit que f < g p-p.p. stz € Q: f(z) < g(x) est u-négligeable

On dit que f est nulle presque partout ( f =0 p-p.p ) si Uensemble : x € Q tel que f(x) # 0.
est négligeable.

Définition 1.2.8. (Convergence pu-p.p.). Une suite (f,) est dite convergente vers f -
presque partout (pu-p.p.), s’il existe A € A tel que u(A) =0 et f,(z) converge vers f(x) pour
tout x € QA .

1.3 Définitions

1.3.1 Espace LP, p € [1,+0o0|

Les résultats sont formulés pour un espace mesuré (€2, M, pu) quelconque, mais nous
sommes principalement intéressés par le cas o €) est une partie borélienne de R (munie
de la tribu des boréliens) et la mesure de Lebesgue.

Définition 1.3.1. Soit p € [1,+oo[ . On définit

LP() {f : Q — R; mesurable et / | fIPdp < —i—oo}
0
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Pour f € LP(Q2), on note :

1
171 = lifllewe) = ([ 11Pdn)P.

En général Uapplication LP(Q2) € f — || f||, ne définit pas une norme sur LP(2), mais seule-
ment une semi-norme.

Définition 1.3.2. On dit qu’une fonction f : Q) — R est une fonction essentiellement bornée
sl existe un réel C' > 0 tel que

lfl<C  p— p.p. sur€.

On note
supessf =inf{C e R, /|f| < C u—p.p}

Définition 1.3.3. On appelle espace L>®(Q2) léspace des fonctions essentiellement bornées

sur ) :
L2(Q) ={f:Q—R; mesurable et 3C > 0/|f| < C pn—p.p}

on note :
[ flloc = supessf.
Proposition 1.3.1. £Y(Q)est ’ensemble des fonctions intégrables.
Proposition 1.3.2. Pour tout p € [1,+o00[, LP(Q2) est un espace vectoriel.
Preuve : Soient o € R et f € LP.

D Ona: [JafPau—lal [ | fPdu<sos
Q Q
donc af € LP().

2) On remarque que pour tout f, g € LP(Q)

|/ + gl (F1 +1g1)?
27 max(|f]", [g/")
2P max(|f”, |g]")

22 (1117, 191P),

VAN VAN VAN VAN

donc

/’f+g|pdll§2p</ ]f|pdu—i—/ |g|pdu> < 400,
Q Q Q

et on a bien (f + g) € LP(2), pour tout p € [1, +oo.
Finallement, on déduit que £P(u) est un espace vectoriel.

Remarque 1.3.1. L’application f — || f]|, est une semi norme sur LP(u). On remarque que,
sifeLlP(Q), onalfl|l,=0<= f=0p. p
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1.3.2 Espace L?, p € [1, 40|

Définition 1.3.4. On considére la relation suivante sur l'espace LP(S) :

f~g < [f=gp— pp surE
Il est facile de vérifier qu’il s’agit d’une relation d’équivalence sur l’ensemble LP(€2).

Définition 1.3.5. L’espace LP()) est le quotient de espace LP(S) par cette relation d’équi-
valence

LP(Q) = LP(Q)\ ~ .

Remarque 1.3.2. Un élément de LP(SY), est donc une classe d’équivalence de fonctions
de LP(Q), il s’agit de toutes les fonctions qui coincident presque partout avec une fonction
donnée. Nous avons une projection de LP(2) sur LP(Q) qui a une fonction associe sa classe.
Pour éviter de surcharger les notations, nous noterons de la méme facon une fonction et sa
classe. Les opérations usuelles passent au quotient et définissent des opérations sur LP(£2). Si
fi~ f2 et g1 ~ go, alors fi + g1 ~ fo+ g2, fig1 ~ fage, ete. Lapplication f — ||f||p passe
aussi au quotient : si fi ~ fo alors ||fill, = ||f2l|p- Nous allons voir que cette application
définit une norme sur LP(SY). Dans le quotient, l’égalitée ||f||, = 0 ne se produit que si la
classe de f est la classe de la fonction nulle.

Remarque 1.3.3. Nous munissons R™ de la mesure de Lebesque. Soient f , g, fi, g1 :
R™ - R R, avec f ~ f; et g ~ gy1. Soit x € R". Alors h ~ hy, ot

h(y) = f(z —y)gy), Mi(y) = filr —y)gi(y),Vy € R™.

Définition 1.3.6. L’exposant conjugué de p est l'unique nombre réel q satisfaisant :

1 1
__|__:1
p q
Autrement dit : »
= et (p—1(g—1)=1.
0=~ et 0-1-1)

ce qui montre que :
p€]l, 400 <= q€]l,+o0].

Bien entendu ici, on convient que :
1
— =0 et que: — =00,
00 0

d’ou
p=1 < ¢q=+o0.

Remarque 1.3.4. L’exposant p = 2, et seulement lui, est auto-conjugué :
p=q=2.
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On notera dans toute la suite ¢ le conjugué de p.
Lemme 1.3.1. (Inégalité de Young)

Soient a,b € R, et p, q € [1,400[. Alors

ab < lotp + 1bq.
D q
Preuve :
Sia=0oub=0 cest facile, donc on peut supposer que a,b > 0.
La fonction t — exp(t) est une fonction convexe, ce qui veut dire que pour tous z, y et pour
tout ¢ € [0, 1] nous avons

exp(tz + (1 —t)y) < texp(z) + (1 —t) exp(y).

En particulier :
ab = exp(ln(ab))

(hﬂ a? Inb? )
= exp +

p q
1

< —exp(Ina?) + —exp(Ind?)
]19 q
= —a’+ -bl.
p q
Lemme 1.3.2. (Inégalité de Holder) Soient p € [1,400], f € LP(QQ) et g € LI(Q). Alors
fge L' Q) et

jglfghhi==Hnglf£HfﬂpHgHm (1.4)

Preuve. L’inégalité de Young donne Pour montrer (1.4)), on distingue 3 cas :
Cas 1. Si p =1 et ¢ = o0 nous avons

nmm:b@mmzémwmm

M@Amw

< Nflllgllee-

IN

Cas 2. Si p = o0, ¢ = 1 est similaire.
Cas 3. Si p €]0, +o0|,

(i) Si||fll, =0 ou ||lg|l, =0, alors f =0 p.p sur 2 ou g =0 p.p sur Q. On en déduit fg =0
p.p, donc ||fg|l, = 0 et enfin, I'inégalité de Holder se réduit a I'inégalité triviale 0 < 0
donc (1.4]) est vraie.

Nous pouvons donc supposer que

1fll, #0 et lgll, # 0.
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(ii) Si||fll, =1 et ||g]|, = 1, on a alors, avec inégalité de Holder

1 fgllh = /\fg!duz/\fl\g\du

Q Q
Wﬂ|+1HH L=|fllpllgll
p p q q p q

IN

/] |9l
et gy = ,
£l lgllg

(iii) Si || f]l, > 1 et ||lg|l, > 1, Définissons les fonctions suivantes : f; =

de sorte que [|f]l, =1 et [lg[l, = 1.
Le cas (ii) donne alors

_ S 9
I fallh = IIfIIpIIquIIHf”pHngHl

< [I7lxllgllq-1
= W fllollglls-

Corollaire 1.3.1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Lorsque p =2, on a q = 2 et linégalité de
Hélder se réduit alors a linégalité de Cauchy-Schwarz :

[ st ([ |f|2du>%( / |9|2du>%.

Lemme 1.3.3. (Inégalité de Minkowisky) Soient p € [1,400|, f,g € LP(2). Alors f + g €
LP(Q2) et

1+ glle < [1f 1l + llgllp- (1.5)

Preuve :
1. Comme |f + g| < |f| + |g], alors le résultat est évident pour p =1 et p = +o0.

2. On suppose donc que p €]1, +00l: et que f,g € LP(Q)) . La fonction ¢ — ¥ étant convexe
sur [0, oo, on a donc pour tous a,b > 0 :

1 1\ 1. 1
Sat ) < caP b
(2&+2) SRELe

donc, on en déduit immédiatement que

(a+b)P < 2071 (a? +b").

On obtient
1f+glp < /|f+9|pdu
(I
< > f (517 + 1ol do
< 227M(IFIB + Tlgll)
< +oo,
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donc, on en déduit que f + g € LP(Q).
Par ailleurs, on a

< |f+gllf +gl
< (If1+1gDIf + P!
< fIf+ 9Pt + gl f + gl

En utilisant I'inégalité de Holder, on trouve

\f+gl*

I£49ly = [ 17+ gPd
Q
< AIS+ gl e+ gl f + gl
< IS + 9P llg + NgllpllLf + 9171l
< (Al + gl L + glPllg-
(1.6)
Puisque p — 1 = ’5’, on a alors
If+glp™ = IIf +ls
1p
= (/ \f+g!pdu)
Q
= (/ |f+g|qqdu)
Q
= |If+glefp™"
= IIf+al "
(1.7)

De (1.6) et (1.7)), on en déduit que

1f+alp < Alfll + Ngllo)ILf + glly

D’ou l'on dédui (1.5]).
Proposition 1.3.3. L?(§2) est un espace vectoriel normé.

Preuve :

1) L’espace LP(£2) est un espace vectoriel, En effet,
a) Soient @« € Ret f € LP. On a /|af|pdu |oz]p/| fPdp < 400, donc
Q Q
af € LP(u).

b) D’aprés I'inégalité de Minkowisky, on a : f + g € LP.
On conclut que LP(2) est un espace vectoriel.
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2) ) L’application || - ||, : f — || flp, est une norme sur LP(2), En effet,
Ay) || fll, > 0 pour tout f e LP(Q).

As) |lafll, = a|lfll, pour tout f € LP(Q2) et o € R.
As3) Daprés linégalité de Minkowski on a || f+g|l, < || f|l,+||gll, pour tous f, g € LP(Q2).

Ay) || fll, = 0 implique que f = 0 pour tout f € LP(Q).

Théoréme 1.3.1. (Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi)
Soit (fn)nen une suite croissante de fonctions de L'(Q2) telle que

sup/ frdp < o0.
Q

neN

Alors f, converge p.p. sur vers une limite finie f, de plus f € L*(Q) et
[fn=fllh =0

1.3.3 Espace L™

Définition 1.3.7. (fonction essentiellement bornée)
On dit qu’une fonction f est essentiellement borne sur ) si il existe un réel positif ¢ tel que

p{z € Q/[f(2)] = ¢}) = 0.

Exemple
Soit f: R — R la fonction définie par

fz) =

f nlest pas bornée mais elle est essentiellement bornée (Q est négligeable dans R).

{x six € Q,

0 SInon.

Définition 1.3.8. Soit (2, A, pu) un espace mesuré

1. L’espace vectoriel L®(€2) = L>®(2, A, i) est le quotient de L>(2) par la relation d’équi-
valence égale paresque partout.

2. Soit F € L™, on pose ||F || = || flleo avec f € F, de sorte que

F ={g € L* g= f presque partout}
Théoréme 1.3.2. L>°(Q) Muni de la norme définie par :

[flloe = inf{C = 0/p({z € Q/|f(z)] = C}) = 0},

est un espace de Banach. De plus si f € L>(2), on a pour presque tout

e, [f(@)] <fllz=@)-
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Lemme 1.3.4. (de Fatou) Soit (f,)nen une suite croissante de fonctions de L'(Q) telle que
A1) pour chaque n, f, >0 p-p.p. sur €,

Ay) Sup/fndu< 00.
Q

neN

on pose f = lim inf / fndu. Alors f € LY(Q)et
0

n—oo neN

fdu < lim inf/fndu.
Q NJa

n—0o0 ne

Remarque 1.3.5. Un Lemme analogue est valable pour les lim sup :

/ lim sup f,dp < lim sup/ frndp.
Q )

n—o0 neN n—oo neN

Théoréme 1.3.3. (Convergence dominée de Lebesgque) Soit une suite de fonctions dans
LY(Q), On suppose que

(11) fo— f p.p surQ,

(i2) il existe g € L' (Q) telle que pour chaque n € N |f,| < g u p. p sur Q, Alors f € L*(Q)
et

o= flls =0

[t [ s
Q Q
Preuve :
En appliquant le Lemme de Fatou, on obtient
/ |fldp < / lim inf |f,|dp < lim inf/ | fuldp < / lgldp < +o0.

Donc f € LY(Q) Comme |f — f,]| < 2g, 0na2g—]f—fn|206t/lim 29 — |f — ful = 29.
n—o0

Par le Lemme de Fatou, il vient

En particulier,

/diu - /nlgroloinf(Qg—\f—fn|)du
< lim inf/(zg— |f = ful)dp
— ggoinf(/zgdu—/\f—m)du

— /zgdu_nlggosup(/!f—fn\du)-

Puisque /2gdp < 00, on en déduit que hrf sup/ |f— fuldp <0 done lim /|f—fn|d,u =
n——+0o0 n—oo
0, cést-a-dire

[ = fll = 0.
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On remarque que | [ fodp — [ fdu| < [|fn — fldp,
donc
[ = [ sau 0.

Théoréme 1.3.4. (Convergence dominée dans LP) Soit (2, M, pu) un espace mesuré et
1 <p < o0. Soit (fn)nen une suite d’éléments de LP(2), telle que

(1) fo— f p.p surQ,
(ig) il existe g € LP(Q) telle que pour chaquen € N |f,| < g(x) u p. p sur Q, alors f € L' ()
et
[ = fllp = 0.

Remarque 1.3.6. La notion de convergence simple n’a pas de sens dans LP.
Théoréme 1.3.5. ( Théoreme de Riesz-Fisher) L’espace LP()) est un espace de Banach.

Preuve :
Cas 1. Si p = 00, c’est clair.

Cas 1. Sip e [1,00[.

Soit {fn}nen une suite de Cauchy dans LP(2), Par récurrence, on construit une sous-suite
extraite (f,, )k de (fn)nen telle que :

pour tout k > 0, il existe un ng 1 > ni tel que n;m > ny telle que

“fnk+1 - fnkH S 27k'
On pose

gn = Z ‘fn¢+1 - fni
=0

D’aprés 'inégalité de Minkowisky, on a :

“+o0
1gnlly <D M iy = Ful
k=0

k
||gk||}7 - Zl|fm+1 _fm- b

k=0
k

S Z ||fn¢+1 - fnsz
=0
k

< Sy
=0

< 2
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D’apreés le théoréme de convergence monotone, on en déduit que g, converge p.p. sur {2 vers
une limite finie noté g avec g € LP(Q).
Déaprés le Lemme de Fatou, on en déduit que ||g||, < 2.

Ainsi, la suite (gr)ren est une suite croissante de fonctions intégrables, positives et telles
que et

sup/ lg|Pdp < 2P < +o0.
neN JQ

Par le théoréme de convergence monotone 2.4, sup gx < oo p.p. sur €. Plus précisément, il

neN
existe F tel que u(F) = 0. et
400
Z(fnk+1 - fnk) < 00  p.psur Q\E
k=0

D’autre part, on a évidemment :

fnk)n = fno + Z(fnk+1 - fnk)

k=0

On définit
lim f, si xé€F,

fle) = { n—>+(<]>o si x¢F.

Puisque f,, converge vers f p.p. sur €, et que |fn,| < |fno| + ¢ p-p- sur Q. Le Corollaire 2.2
de convergence dominée dans LP(€2) montre que f € LP(Q2) et || f,, — fl|, = 0.
Enfin, comme (f,)nen est une sous suite de Cauchy, on en déduit que

i | = fllp = 0.

En conclusion LP(£2) est un espace de Banach.

Corollaire 1.3.2. L?(Q) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire :

< f,g>= / fodpu, (dans le cas réel)
Q

< f,g>= / fgdu, (dans le cas compleze).
Q

1.4 Propriétés des espaces L?

1.4.1 Densité
Définition 1.4.1. On définit
Ce(Q)={feC(Q):; f(x) =0, 2 € Q\K; K CQ estun compact}.

l’espace des fonctions continues sur ) a support compact.
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*

Proposition 1.4.1. Si p appartient a [1,00[, alors Uespace des fonctions étagées intégrables
est dense dans LP(QQ).

Preuve : Il suffit de montrer que toute fonction f € L? est limite de fonctions étagées
intégrables. On suppose dans un premier temps que f > 0. Il existe alors une suite (f,,)nen de
fonctions étagées positives qui converge en croissant vers f. La suite (f?),cn converge alors
aussi en croissant vers fP. On en déduit que f? appartient a L” pour tout n. De plus, on a

[fo = fIP < f7.

Donc, par convergence dominée

/’fn—f\du—>0quandn—>oo.
Q

Ce qui assure la convergence dans LP de f, vers f. Quand f est quelconque, on sépare partie
positive et négative, on peut donc écrire

f=g—hou g,h sont des fonctions positive.

Il existe alors deux suites (gn)nen, (hn)nen de fonctions étagées positives qui converge en
croissant vers g et h. On pose

th = Gn — hnp.
Alors t,, € £(Q) et t,, converge vers f dans LP().

Théoréme 1.4.1. Soit p un élément de [1, +oo[, l’espace C.(§2) est dense dans LP(S2). C’est-
a-dire que :

Vf e LP(Q),Ve > 0,3p € C.(R) tel que || f — ¢||1r < ¢,
ou encore, il existe une suite (fn)nen C Co(S2) telle que f, — f dans LP(2).

Preuve : Puisque £(2) est dense dans LP(€2), il suffit de montrer que pour toutes fonction
s € E(Q) et e > 0il existe g € C.(2) tel que ||s—g||, < €. Puisque s est étagée elle est bornée,
et par définition de £(2) on a p{x; s(z) # 0) < co}. On peut donc appliquer le théoréme de
Lusin, on en déduit qu’il existe g € C.(£2) telle que ||g|, < ||s]|, et

fassto) £ DD < )

gll»
Alors
/ s — glPdu
Q

/ s — g[Pdp
{w55()#g(s)}
p({z;s(x) # g(s) # 0)})[ls — g%

<
e )2
< (sl + llgllt)
(Hgl\p
< e

Théoréme 1.4.2. L>*(Q) est dense dans LP(S2).
Théoréme 1.4.3. Vp € [1, +oo[; L>®(Q) N LY(Q) est dense dans LP(1)).

N. REZOUG Uni. Relizane. 2019/2020




1.4 Propriétés des espaces LP 25

1.4.2 Séparabilité

Définition 1.4.2. On dit qu’un espace métrique F est séparable s’il existe un sous-ensemble
F C E dénombrable et dense dans E.

Exemple

R™ (muni de sa topologie d’evn de dimension finie) est séparable, car il contient Q™ qui est
dénombrable et dense. Tout espace métrique précompact est séparable : en effet, pour tout
m > 1, il peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon 2™ ; il suffit de prendre
comme partie dénombrable dense lénsemble des centres de toutes ces boules pour m décrivant
N*. Cette partie est dénombrable car c¢’est une réunion dénombrable d’ensembles finis ; de plus,
pour tout m > 1, tout point de I’espace précompact considéré est ‘a une distance au plus 27
d’un de ces centres : cette partie est donc dense.

Théoréme 1.4.4. Pour 1 < p < 400, l’espace LP(R™) est séparable.

On désigne par (R;);c; la famille dénombrable des pavés R de la forme

R = H]ak, bk[

k=1
avec
ag, b € Q pour toutk =1+24---+ N et R C (.

On désigne par £(2) l'espace vectoriel engendré par les fonctions 1g, (la fonction indicatrice

de RZ),Z clie
xX(Q) = {szl[aj,bﬂ}
j=1

avec
l; €Q,aj,b; € Qpour toutj =14+2+---+ (n—1)

de sorte que X' (2) est dénombrable. D’aprés le lemme 1.6.2, il suffit de montrer que X'(£2) est
dense dans LP(£2).

Soient f € LP(R™ et £ > 0 fixés. Par densité de C,(Q) dans LP(R™, il existe f; € C.() telle
que

|f = fl, <e.

Considérons €2y un ouvert borné tel que supp(fi) C Qp C Q. Comme f; € C.(€), en utilisant
I'uniforme continuité de f1, on construit aisément une fonction f, € E telle que supp(f2) C Qo
et

€
o= il <15
jo
pour presque tout x sur 2 (on commence par recouvrir supp(fi) par un nombre fini de pavés
R; sur lesquels l'oscillation de f; est inférieure a | |1 . Il en résulte que | fo — fi] , < € et donc
Qol»

|f = fil, < e. Ceci achéve la preuve de la densité de £(€2) et du théoréme.

Lemme 1.4.1. Soit E un epace de Banach. On suppose qu’il existe une fammille libre (O;);er
telles que
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1. O; est un ouvert non vide de E pour tout i € I,

2. OimO]’ZQ SZZ#],

3. I n’est pas dénombrable.
Alors 2 n’est pas séparable.

Preuve : Raisonnons par I’absurde et supposons qu'’il existe une suite (u,),en une suite
dense dans ().
Pour chaque i € I, O; N {u,,n € N} # (). On choisit n; tels que u,, € O0;. On a n; = n; =
Up; = Up, € O; N O; donc i = j. On a aussi 'application i — n; est injective; par suite I est
dénombrable ce qui contre de dire que I n’est pas dénombrable.

Théoréme 1.4.5. L’espace L>(2) n’est pas séparable.

Pour tout a € €, fixons r, < dist(a,2). On pose uq = 1p(,r,)-
Oa ={f € L7(Q) : |f — ttalloo < 1/2}.

On vérifie facilement que la famille (O, ).cq satisfait les hypothéses du lemme|l.4.1. On conclut
donc que L*(2) n’est pas séparable.

1.4.3 Reéflexivité

Définition 1.4.3. Soit E un espace de Banach et soit J Uinjection canonique de E dans E" .

17

L’espace E est réflexif si J(E) = E".

Théoréme 1.4.6. (Inégalité de clarkson) Soit f,g € LP(Q)) on a
(Hy) Sipe€[2,00], on a

Hf+g

f—yg
THIZP + HTH’Zp < =(I£I1%e + lgllZe)- (1.8)

DO | —

(Hy) Sipe€ll,2], ona

f+g f—g 1 _
=112+ | =—==112 < =(If %> + llgllF.)"
2 2 2

Théoréme 1.4.7. (Théoréeme de Milman-Pettis)
Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

Preuve. Voir [3].
Théoréme 1.4.8. L’éspace LP(QQ) est réflexif pour tout p €1, +o0].

Preuve :
Pour p € [2;+oo[.soientt € > 0, on suppose que ||f +g|l,) > & |Ifll, < 1et|gl, <1. En
utilisant (1.8), on obtient que

H%Hﬁ <1- (g)p (1.9)
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et donc
‘m <1-9, (1.10)
2 p
avec,
1
(- (9))
2
Ainsi LP est uniformément convexe et donc réflexif grace au théoréme 1.8.4.
Pour p €]1;2], on déduit de I'inégalité (14) que
J+9,, £\1
T 90 <q - (-) _ 1.11
152 <1 (5 (111)
et donc
‘M <1-9, (1.12)
2 p

avecézl—(l—%)q

Alors LP(Q) est uniformément convexe, on en déduit que LP(Q) est réflexif pour p €]1, 4+00].
Théoréme 1.4.9. Les espaces et L>(§2) ne sont pas réflexifs.

Preuve : ( Voir [3] )

1.4.4 Dualité

Définition 1.4.4. ( Dual topologique)
Le dual topologique d’un K-espace vectoriel normé Q) est Q' = L(,K) 'espace des formes
linéaires continues de 2 dans K.

Proposition 1.4.2. Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si E*
est réflexif.

Proposition 1.4.3. Si E est un espace de Banach réflexif et D un sous-espace vectoriel fermé
de E. Alors D est réflexif.

Théoréme 1.4.10. (Théoréme de représentation de Riez) Soit p € [1,+o0[ et soit
w € (LP(Q))* alors il existe un unique f € L1 tels que :

<, g>= / fg, Yge LP(Q).
Q

de plus on a : ||o||(zrys = || ]| La-
Preuve : On définit Uopérateur 7' : LY(2) — (LP(Q2))* par

<, g >= / fg, Vge LP(Q).
Q
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On vérifie que T' est un opérateur linéaire et continue et on a

1Tl ey = llgllg> 9 € L1(S2).

Il est clair que T'g est une application linéaire sur LP(£2), qui est continue car d’aprés l'inégalité
de Holder, on a

| <Tg,f >l < llglloll fllo-

Ainsi Tu est un élément de (L9)* et on a

1Tl ey < llglly-

D’autre part, posons

fo(x):{ Ig(x)l’;‘2g(w) y %;ig

On vérifie facilement que fo € L9, || follg = llgll5~" et Tg(f) = llgll, d'ou

T g/l ) > |<Tg.fo>1_ lgll,
1follg
Donc finalement on a || Tg|| ey« = ||g||,- On en déduit que 7" est une isométrie de LP(2) sur un

sous-espace fermé de (L2)*. Or L9(Q) est réflexif d’aprés la premiére étape et la proposition
implique alors que (L9)* est réflexif et donc T'(LP) est réflexif d’aprés la proposition
1.4.3, Finalement, comme T est une isométrie, on en déduit que LP est réflexif.

1.4.5 Convolution et régularisation

Définition 1.4.5. Le produit de convolution de f, g : R" — R est

(fxg)(x) = . flz —y)g(y)dy,

défini pour les x tels que la fonction y — f(x — y)g(y) soit intégrable. On parle encore de la
convolée fxqg de f et de g. D’aprés remareque, la définition du produit de convolution a aussi
un sens pour des classes f et g.

Remarque 1.4.1. Attention, il n’est pas clair pour quels © € R™ la fonction f x g est bien
définie. Certains résultats suivent pour donner des conditions d’existence de (f * g)(x).

Remarque 1.4.2. Calculer le produit de convolution entre f(x) = ae”*Ign(z) et g(x) =
Be P Ipn(x) avec o # B
On a
frgw) = [ ac D Laa —y)se Viz(y)dy.
R
On doit regarder avec soin les fonctions indicatrices Ig(x — y) et Ir(y) car ce sont elles qui
vont conditionner la valeur de I'intégrale. Il faut bien voir que dans ce calcul, la variable x est

fixée et on intégre en y. Pour que ces fonctions indicatrices soient non nulles, on doit a la fois
avoir y > 0 et x > y Il est clair que si = est négatif, ces deux conditions sont contradictoires.
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En d’autres termes, pour z < 0 on a f % g(x) = 0. Pour z positif la condition précédente
devient
0<y<z

donc les bornes d’intégration sont 0 et x

frgl) = / (e [ B Iy (y) dy
R

(a=B)y1”

e

= afe ™

[ a—f L
eaT _ efﬁm

= P

Proposition 1.4.4. Soient f € LY(RY) et g € LP(RY), alors f * g est définie p.p. et

17 glle < [ £l llglly-

Preuve.
1. Pour p = 400, c’est clair.
2. Pour p = 1. En appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli, on a

[1r@=vlstlasay = [19001( [ |f(x—y)!d:v)dy

< [lowl ([ 1520 o

_ (/1g;yl).dy> (f o)

Par conséquent, [(z) = /(|f(a: —y)||g(y)|dzdy est d’intégrale finie bornée par || f||1]/g||1,

c’est donc que I(x) = +oo sur un ensemble de mesure nulle et donc f * g est bien définie
[.p-p. on utilisant estemation, on obteint

1 * gl = /(If(x = yllgW)ldzdy <[ f1llgll:-

3. pour 1 < p < 4o0. Utilisons le cas précédent, en faisant jouer ici a g” le role alors joué
par g. Alors pour presque tout z € R™ fixé, la fonction y — |f(x — y)|g(y)? est intgrable sur

R™ i.e. la fonction y — |g(x — y)|%f(y) appartient & LI(R") car g € L'(R") et la mesure de
Lebesgue est invariante par translation. D’aprés 'inégalité de Holder,

@ = 9llg)| = 1z — )7 lg)]|f (@ —y)|+ € L' (R?)
et

[ 1=l - rf<x—y>||g<y>|ﬂ°)’l’ 1715
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Ainsi ,
[(f = @) @)IP < (1f] = |g”) (@) fIIT -

D’aprés le cas précédent, on voit que

D
frge LP(R™) et || f+g|b <[ fllglBIfIIT
c’est-a-dire
1f = glly < [ flullgllp-

Théoréme 1.4.11. (Inégalité de Young).

Sotent 1 < p,q < 400 tels que %—l—% > 1. Soit 1 <r < +oo défini par I’égalité % + % —i—% = 1.
Soient f € LP(R™), g € LY(R™). Alors :

i) le produit de convolution f % g est défini presque partout et définit une fonction Lebesgue
mesurable,

ii) nous avons f*x g€ L"(R") et

1+ gl < [ fllpllglly

iii) Si % + i =1 (et donc r = ), alors nous avons les conclusions plus fortes suivantes :
f x g est défini en tout point, et

[(F ) (@) <[ fllpllglly, Vo € R", Vo € R™.

Preuve : Commengons par le point iii). Par symétrie du produit, nous pouvons supposer
p < oo. Avec h(y) = f(x — y), 'inégalité de Holder donne

|/ * gl(x) = / 1hW)llg)ldy < [hllllgllq = [1flllglle-

Ce qui au passage montre que f*g est défini en tout point. Supposons maintenant * +1 > 1 et
donc 1 < r < 400. Comme déja remarqué, nous pouvons considérer des fonctions boréliennes
au lieu de classes d’équivalence. Il suffit de traiter le cas des fonctions positives.

En effet, si les conclusions du théoréme sont vraies pour |f]| et |g|, alors f * g(x) est défini
pour tout z tel que |f| * |g|(x) soit fini, et pour un tel z nous avons

frg(@) = fixgi(z) = fr*g-(x)f- — f-*xg+(2) + f- * g-(2)
et
| * gl(z) < [f]*]gl(x)

Si f, g sont boréliennes positives, alors f * g(x) existe (mais peut étre infini) pour tout x, car
il s’agit de l'intégrale d’une fonction borélienne positive (vérifier que y — f(x — y)g(y) est
borélienne). Il suffit donc de montrer (11.2), car dans ce cas nous avons f * g € L"(R") et
donc f x g(z) < oo pour R"\ A, avec A C R™ borélien négligeable. De maniére équivalente,
y — f(x—1y)g(y) est intégrable pour tout z € R\ A (ce qui donne la partie i) du théoréme).
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Frole) = [0F@ e )y
P q 1-2 1-4
< [lhrgrlleliblly lglle ™
1
T 1-2 1—-4
< ([ re-vewa) 1w o
Ceci implique
£ gl = [ (£ g(a)yds
1-2 1-4
= [ ([ =gt asliy i
1-2 1-4
= [ ([ 7@ ac) oo ol
= I 5llgl%
d’on
1f * gl < £ llpllgllq-
Le tableau suivant résume les propriétés principales des espaces LP.
Réflexif Séparable Espace dual
LP1<p<+ Oui Non L1
Lt Non Oui L>
L> Non Non contient strictement L'
1.5 Exercices
Exercice 1.5.1. Ftudier 'appartenance a L'(R) et a L*(R) des fonction suivantes :
. sin x —ala
fi(x) =sinzli_, q(2), folz) = 4o, Jf3(x)=ce #l(a > 0).
Exercice 1.5.2. Soit f la fonction d’efinie sur |0, +oo] par
1
J(x) = z(1+ |Inz])?
1) Montrer que f € L*(]0,1]).
2) Soit p €]1,+00]. Montrer que f € L(]0,1]).
3) Soit p € [1,+00]. Montrer que f € LP([1,+00]).
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Exercice 1.5.3. Soit (X, 1) un espace mesuré. On suppose qu’il existe une fonction f stric-
tement positive telle que f et % sotent intégrables. Montrer qu’alors p(X) < +oo.

Exercice 1.5.4. Soit (E, M, i) un espace mesuré tel que u(E) < +oo. Soit également
1<p<q<+o0.

1) Montrer que
L>®(E) c LY(E) c L*(E) c L'(E).

2) Montrer sur un exemple que I’hypothése u(E) < +oo est indispensable.

3) La premiére question permet de définir l'injection :
12 LT — [P
f=Ff
Montrer que cette injection est continue pour les normes || fl, et || fl|,-

Exercice 1.5.5. Soit (E, T, u) un espace mesuré tel que p(E) < +o00. Soit également (f,)nen
une suite de fonctions qui converge uniformément vers une fonction f sur E. Montrer que

Tim |- Sl =0,

Ce résultat reste-t-il vrai si l'on enléve 'hypothése u(E) < +oo.

Exercice 1.5.6. Soit (X, ) un espace mesuré et 1 < p < q<r < oo 1. Montrer qu’il existe
6 € [0,1] tel que

1 6 1-6
=+

q P r
1) Montrer que pour cette valeur de 7, toute fonction mesurable f : X — R vérifie

1lle < NIRRT

2) En déduire que LP(X) (L™ (X) C LY(X) et que l'inclusion

inc: LP(X) () L'(X) = LY(X)

est continue si ’on munit LP(X) (" L"(X) de sa norme naturelle f — || fll, + | f]--
3) Montrer qu’en outre, si g < oo, LP(X)(L"(X) C LY(X) est dense.

4) On suppose maintenant 1 < p < g < r < oo. Soit (f,) une suite de fonctions convergant
vers f dans LP(X) et bornée dans L"(X). Montrer qu’elle converge vers f dans L"(X).
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1.6 Correction
Correction 1.6.1. f; € L'(R).
(e —+o00
/ |fi(z)|de = / |sinzlj_, (z)|dx
—+m
= / | sin x|dx
,ﬂﬂ
= 2/ sin xdx
0
= [2cosz]y
1 < 4o00.
Donc f; € L}(R).
f1 € L*(R).
[e'e) —+o00
/ fo(2)2dz = / (sinalp_y . (2)Pde
—+m
= / sin? xdx
1_7r A
= 5/ 1 — cos2zdx
= [2z +sin2z]"
= 1< +4o0.
fo € LY(R).
& T lgin ¢
| in@le = [ 1y ool da
+00 | o3
_ / sin x de
1 T
On intégre par parties,on obtient
oo .k +o0 +o00
sin —COS T COS T
/ . dr = [ . ] —/ . dx
—00 1 1
—+oc0o
= cosl—/ Coixdx
1 T
De plus, on a
COS & 1
2 ‘ = x2
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Donc f; € L*(R).
f2 € L2<R)

/_Z’fQ(ﬂﬂ)Ide _ /;oo .x

Donc f; € L}(R).

1
Correction 1.6.2. f est positive. Le changement de variable y = — donne
x

/ e = /medy

|1+ Iny 0

= 4dr < 4o0.

Donc f € L*(R). Soit 1 < p < +o00. On a

1
———— = (1+|lnz|)*2"' -0 quand z — 0.

z|f ()l

car p > 1. En d’autres termes — = o(|f(x)|?) quand x — 0. Cela entraine que |f|P n’est
pas intégrable en 0, donc f € LP(]0,1]). Pour p = 400, il suffit de remarquer f(x) — +o00
quand x — 0, donc f n’est pas bornée, a fortiori pas dans L*°(]0,1]). Pour p = 1, on a

comme précédemment/ |f(x)|de =1 < oo done f € LY[1,+00[). Pour 1 < p < +o0,

0
on a |f(x)]P < =& qui est intégrable en +oo, donc f € LP([1,400). Pour p = 400, il suffit
de remarquer que [ est continue positive, décroissante. Donc f(x) < f(1) = 1 pour tout
x € [1,4o0[, donc f € L>([1,+o0]).

1
Correction 1.6.3. Soit f € L'(X) une fonction strictement positive telle que — soit égale-

f

ment intégrable. Les fonctions f% et f_% sont clairement dans L?, et l'inégalité de Cauchy-
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Schwarz entraine donc

n(X) = /deu

/X FEf

1 _1
< [fz 2022

|
< AR
< Q.

Correction 1.6.4. Avec les conventions naturelles, on a

0<

S| =

<-<-<1

|
D | =

1l est alors clair que [’on peut écrire E comme combinaison conveze de 1 et 1
2. Comme d’habitude, on peut supposer f > 0. On applique l’inégalité de Holder a

1= fﬁq‘f(1—9 q

et aur erposants conjugueés

1 1
Y A (_+_:£+L:1)
0)q

0q (1-10)q
/ fPdu
X

< AN
< IR,

pour obtenir

LIS

ce qui est (la puissance g-ieme de) linégalité voulue. Cette inégalité est souvent appelée in-

€galité d’interpolation.

3. L’inégalité précédente démontre directement que LP(X) (L™ (X) C LY(X). L’inclusion
inc: L"(X) () L'(X) = LY(X)

est alors continue en vertu de l'inégalité (de converité)

AN < O1f 1l + (1= 0)lIfl,
< 2([fllp +11£1l)-

Il suffit en fait de démontrer que LP(X) [ L"(X) est dense dans tous les LP(X) (¢ < 00). Pour
cela, soit f € LI(X) quelconque. On chosit une suite de fonctions simples (f,) convergeant
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vers f presque partout, en croissant. Inférieures a f, toutes ces fonctions sont dans LI(X),
et elles convergent vers f dans L1(X) en vertu du théoréme de convergence dominée Lgq.
Mais une fonction simple appartient ¢ LU(X)(q # o0) si et seulement si elle appartient a
LY(X) (c’est encore équivalent au fait que son support soit de mesure finie) et elle appartient
automatiquement a L=(X). On a donc f, € L"(X) (N L>®(X) et la densité est démontrée.

Correction 1.6.5. Soit € > 0 et N tel que pour n > N, on ait

supl fu(a) = ()] <
Alors pour n > N, on a
€
— fld — =e.
/E|fzv f] MSM(E)M(E) €

Le résultat n’est plus vrai si on enléve [’hypothése : sur R avec Lebesque, considérer

1
fn = _1[n,+oo[
n

Correction 1.6.6. Commencons par L™ C L. Soit f € L*™ et M un majorant essentiel de
|f|. Alors

/|f\qdu < M9u(E) < +o0.

Maintenant, pour LY C LP, prenons f € L9 et notons A={z € E,|f(x)| <1}. On a

/ F@)Pdp = / F@)Pdp+ /E ERT
A )|
< ul )+/E\A|f( Jodu
< p(A) 1 [f]lt < +oo.

2) Pour voir que u(E) < oo est indispensable, placons nous sur R muni de la mesure de
Lebesgue. La fonction constante 1 est dans L™ mais n’est dans aucun des LP. Soit 1 < p <
q < +00. On a alors % > é. Soit « vérifiant ]lg > > é. La fonction

1

r—
(1 + fa])

est dans L9 car qoe > 1 et n’est pas dans LP car pa < 1.
3) 1l s’agit de montrer qu’il existe une constante C' telle que pour tout f € L%, on a

1fll, < Cllfllg-

L’idée est d’appliquer l'inégalité d’Holder pour r et r’ conjugués on a

1115 Z/If(ﬂf)\pdu < (/(!f(:n)lp)’kiu)i (/ 1T’du)b.
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Pour se ramener a ||f||,, {'idée vient de faire en sorte que rp = q, donc de choisir r = 1%
qui est > 1. Notons ' son conjugué et Holder devient

112 < N1 £1ls (u(E)) 7.

On a % =p et en prenant la racine p-ieme de cette inégalité on obtient bien :

112 < (u(E)P [If ],
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La transformation de Fourler
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Dans chapitre, on considére la transformée de Fourier de fonctions définies sur tout R a
valeurs complexes. L’analyse de Fourier dans ce cas est tres riche de résultat mathématiques
élégants mais qui vont bien plus loin du but de ce cours. Dans ce chapitre, nous nous intéres-
sons a la transformée de Fourier des fonctions de L' ou de L?. Les résultats de ce chapitre se
trouvent dans [11), (9, [15].
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2.1 Transformée de Fourier des fonctions

2.1.1 Définition et Existence

Définition 2.1.1. Soit f une fonction de L'. Sa transformée de Fourier est la fonction
F(f)=f:R — C définie par :

o — P = f) = = [ e a

La définition précédente de la transformation de Fourier n’est pas toujours celle choisie.
Par exemple, certains auteurs définissent la transformée de Fourier de f par

A +OO .
fs) = f(t)e .

—00

La définition retenue peut entrainer des modifications dans certaines propriétés (tout simple-
ment parce que, par exemple,

i) =F(5)-

Il faut donc toujours vérifier la définition employée avant d’appliquer une formule.

Conditions suffisantes d’existence

La transformée de Fourier d’une fonction f(x) existe si f(z) est absolument intégrable,
c’est-a-dire :

/_m F()]dt < oo,

[e.9]

F(f)(w) est définit par une intégrale dépendant du paramétre réel w et existe car :

F(F)(w)] = %\ /_ :O Flt)e | < % /_ :O F()e=|dt < oo.

On a utilisé le fait que : il existe
weER, e E) = |f(t)]
Donc la fonction f est définie et bornée sur R. On admettra que f est continue sur R.

Remarque 2.1.1. La courbe d’équation y = |f| est appelé spectre de f.

2.1.2 Exemple

Exemple 2.1.1. 1) Fonction de porte :
Soit a > 0, la fonction porte est définie par :

{1 Si|z| <a

Ma(t) = 0 Silz|>a
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Calculons sa transformée de Fourier :

I
w) = — t)e ver dt
f) = o= [ 1w
1 a
= — le “tdt
21 J_q

. SN wa
2w
Stw=0 . "
FI0) =2—— [ dt
1O =20 ),
\/5
=a4/ —.
T
D’ou

Y
o —(iw—a)t
w = — e dt
J) 2 /_Oo

+o0 )
e (szra)tdt

1
_.l_ -
\/2#/0
B 1 1 . 1 1
N NVora —iw A/ 2ma—+iw
1 2a

\/_2_7r a? 4+ w?’
2.2 Propriétés

2.2.1 Linéarité

Théoréme 2.2.1. Soient f et g deuzx fonctions admettant une transformée de Fourier. Alors,
quels que soient les nombres complexes a, 3, o.f W) + Bglw) est la transformée de Fourier de

af(t) + By(t).
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Preuve : On a

Flaf +Bg)(w) = \/%—W / +Oo(ozf + Bg)(t)e ™ dt

+oo +oo
= 271_/ _Zwtdt—l— 59() —zwtdt

+o00 400

= f(t) ‘“"tdt+6 _wear
= af(f)( )+ BF(g)(w).

2.2.2 Conjugaison

Théoréme 2.2.2. Soit f une fonction admettant une transformée de Fourier. Alors f : t —
f(t) admet également une transformée de Fourier et

(w) = f(=w).

k"’~I>

Preuve : On a

=
B
I

1 teo
\/? / f(t)e—Qmstdt
T J—c0

“+oo
= \/%_ﬂ-/ f(t)€2i7rstdt
= f(-w).

2.2.3 Changement d’échelle

Théoréme 2.2.3. Soit f une fonction admettant une transformée de Fourier. Pour \ € R,
A # 0, posons g(t) = f(At). Alors g admet également une transformée de Fourier et

R 1 ~/w
w)=—f=].
I =1 (A)
Preuve : Supposons A > 0 (la preuve pour A < 0 est laissée au lecteur).
Posons s = At, il vient

+oo
iw) = / gty tdt

+oo |
= Ft)e ™ dt
+OO zw 1
= flw)er ~=ds
A

- V6
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2.2.4 Translation

Théoréme 2.2.4. Soit f une fonction admettant une transformée de Fourier. Soit T € R et
posons g : g(t)t — f(t — 7). Alors g admet également une transformée de Fourier et

(W) = e f(w).

Preuve : En effectuant le changement de variables s = ¢ — 7, on trouve

1 [t ,
i) = ——= / g(t)edt
1 e —wt

SR U YR
= ) SO
= e_mf(w).

2.2.5 Modulation

Théoréme 2.2.5. Soit une fonction f admettant une transformée de Fourier. Considérons,
pour a € IR, fo 1t — e f(t). Alors f, admet une transformée de Fourier et

A~

falw) = flw —a).

Preuve : On a

+o0
fulw) = %27 / e-i0t f(1)e= gt

1 too
_ E/_ e—z(w—a)tf(t)
S

2.3 Transformée de Fourie d’une dérivée

2.3.1 Transformée de la dérivée premiére

Théoréme 2.3.1. Soit f une fonction de classe C* admettant une transformée de Fourier.
Supposons de plus que tlim f(t) = 0. Alors la dérivée f de f admet une transformée de
—00

Fourier et

Plw) = iwfw).
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Preuve : Puisque f’ est continue, par une intégration par parties on obtient

B
fe) = %27 / £ (et
1 +B

. 1A .
_ lim [f(t)e—wt}BJr( ooz lim | F(t)e™tdt

1 : —iwA
t RS

1 : —iwB
+ iwf(w).

Comme lim f(t)e™™" = 0, il s’ensuit que lim f(A)e ™" =0 et lim f(B)e ™? = 0.
t—o0 t—A t—B

Ainsi f(w) existe et est donné par f'(w) = iw f(w).

2.3.2 Généralisation aux dérivées supérieures :

Corollaire 2.3.1. Soit f une fonction de classe C* et admettant une transformée de Fourier.
Supposons que tlim fk(t) =0 pour 0 <k <n<1. Alors
—00

~

F®w) = (iw)" f(w).

Théoréme 2.3.2. Soit f une fonction absolument intégrable. Si g :t — tf(t) est absolument
intégrable, alors la transformée de Fourier f de f est dérivable et

~

f'(s) = ~ig(w).

Corollaire 2.3.2. Supposons que f(t),tf(t),---;t"f(t) sont toutes absolument intégrables,
alors la transformée de Fourier f de f estn fois dérivable et

~

f'(s) = (=i)"gn(w) ot gn(t) =1"f(2).

2.3.3 Fonctions paires et impaires

Théoréme 2.3.3. 1) Soit f une fonction paire admettant une transformée de Fourier. Alors

flw) = \/g/oﬂo f(t) cos (itw)dt.

2) Soit f une fonction impaire admettant une transformée de Fourier. Alors

flw) = —i\/g/om F(t) sin (itw)dt.
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Preuve : Supposons f paire. On a

]' e —wt
fo) = —= / e

1 0 +oo
= 7= / f(t) *Mdt+ — ft)e ™"t
V 2T J—oco
1 0 +oo
— f(—t —217rwtdt+ f —zwtdt
V 27 /—oo
—1 0 +oo
— _271- f( ) Zwtdt—l— - f —zwtdt
\% +oo
-1 +oo +o0
= 7= f(@) “tdt+— Ft)e ™tdt

V2m Jo
1 oo ) )
_ \/%/0 f(t)(BMt—i—@_Wt)dt

\/%/OJFOO f(t) cos(—iwt)dt.

Le cas d’une fonction impaire se traite d’'une fagon similaire (on utilise alors la formule

1 . )
int = it —it )
sin % (" —e™™))

Définition 2.3.1. Une fonction est dite continue par morceaux sur un intervalle si [’intervalle

peut etre subdivisé en un nombre fini d’intervalles sur lesquels la fonction est continue et a

des limites a droite et a gauche finies (mais non égales) en les points de la subdivision.

Théoréme 2.3.4. Soient f et g deux fonctions continues par morceauz, absolument inté-
+00

grables et bornées. Alors f*q:t — f(t—s)g(s)ds est également absolument intégrable

et

Preuve : on a

Frolw) = %/; m/mf ot — y)dy)di

21 J o0
- ver(= [ :° e%wyﬂy)dy) (% / :o Hmg(a)dz)
= Varf(w)g(w),

ot la 2 ligne est obtenue par le théoréme de Fubini (??), puis la 3™¢ par le changement de
variable ¢ = 2z + y et & nouveau théoréme de Fubini pour 'avant derniére égalité.
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2.4 Inversion de la transformée de Fourier

2.4.1 Formule d’inversion

Définition 2.4.1. Soit f une fonction de L*(R). On appelle la transformée de Fourier inverse
de f la fonction définit pour tout w € R par :

FUH0 == [ e

Théoréme 2.4.1. Soit f une fonction absolument intégrable et C' par morceauz sur R. Alors
[intégrale de Fourier fj;o f(t)e™™dt converge pour chaque t € R comme valeur principale
de Cauchy, et
I P tt t
/ f(w)ezwtdw:f( )_I_f( )
V2T J 2

o f(t1) =limpeo f(t + h) et f(t7) = limpeo f(t + h) En particulier, si f est continue en t,
alors
= [ e
) = — w)e™ " dw.
t) = = -

2.4.2 Conséquence de la formule d’inversion

Corollaire 2.4.1. Soient f(t) et g(t) deuz fonctions absolument intégrables et C*' par mor-
ceaux sur R. Si f(w) = g(w) pour tout w € R, alors f(t) = g(t) en tout point t ou f et g sont
continues.

Preuve : Soit ¢ un point ol f et g sont toutes deux continues. Puisque f (w) = f (w), il
s’ensuit par la formule d’inversion que

+oo ]
0 = o= [ feea
+oo
— \/LQ_’/T/_ g(w)€2i7rwtdw

= g(t).
1
Exemple 2.4.1. On cherche une fonction dont la transformée de Fourier est F'(w) = m
iw
1

Cette fonction est le produit de la fonction 17+ avec elle-méme. Or la fonction g(t) = e~'U (t)

a pour transformée de Fourier Trin Par la propriété du produit de convolution il en résulte
w

que F' est la transformée de Fourier de g * g, qui, apres calcul, se trouve étre f(t) = e 'U(t).

2.5 'Transformation de Fourier pour les fonctions de carré
sommable

Théoréme 2.5.1. Soient f et g deux fonctions CY par morceaux, absolument intégrables et
de carré sommable sur R. Alors f = f est la transformée de Fourier det — f(t)g(t).
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2.5.1 Egalité de Parseval

Théoréme 2.5.2. Soient f et g deux fonctions C* par morceauz, absolument intégrables et
de carré sommable sur R. Alors nous avons [’égalité de Parseval

“+oo “+oo

f(t)g(t)dt = fw)g(w)dw.

En particulier (en prenant f = g), nous obtenons l'identité de Plancherel

/

+oo

o0

| f(t)|dt =/ N | f(w)]?dw.

—00

(1l résulte notamment de l’identité de Plancherel que f est aussi de carré sommable. )

Table des Transformées de Fourier

Fonction Transformées de Fourier
f(t) = eIl \/innaﬁfwz
1 Silz|<a fooN Virs Siw#0
Ha(t)_{o Sl|$|>a f(w)_{a\/g SIWZO
Propriétés ]
af(t) + By(t) aflw) + Bglw)
) 17
) = f(w)
e f(t) flw—a)
f(t) avec limy_,o0 f(t) =0 iwf(w)
f™(t) = 0 avec lim;_,o f®)(t),
k=1,2,--- ,n—1 (iw)"™ f (w)
310 ORI
| f*g H V21 f(w)g(w)
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2.6 Exercices

Exercice 2.6.1. Soit la fonction porte :

1.Déterminer la transformée de Fourier de H%.

Soit la fonction porte :

1 it <a
0, sinon

() - {

2. Calculez la transformée de Fourier de 11,.
3. En déduire la valeur de lintégrale

+oo :..2
t
1:/ g,
t2
0

Exercice 2.6.2. On considére les fonctions suivantes :

f(t) = [sint|1Lj_r7(t).

1. f est-elle un élément de L'(IR) ? de L*(IR)?

2. Calculez la transformée de Fourier de f.

Indication : on pourrait utiliser sin(a + ) + sin(a — ) = 2sinacos 8
5. En déduire la valeur de [’intégrale

+001
I:/ —i—cosmudw

2
o 1—Tw

Exercice 2.6.3. Calculer la transformée de Fourier de la fonction
f(x) =sin(x)e U (x)
ot U(x) est la fonction de Heavyside.
Exercice 2.6.4. 1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction triangle déinie par :

1+¢, st —1<t<0,
flt)y=« 1—t, st 0<t<1,
0, sinon.

T gint ¢
1 dz.
0 x

2. En déduire la valeur de l’intégrale
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Exercice 2.6.5. Pour a > 0, on pose f(x) = el
1. Calculer la transformée de Fourier de f.
2. A Uaide de la formule de réciprocité, en déduire la transformée de Fourier de

1

x — )
1+ 22

3. Calculer f x f; calculer ainst la transformée de Fourier de

1
e A
(14 22)2
4. Déterminer la transformée de Fourier de

T

—-
R TEE

Exercice 2.6.6. Le but de cet exercice est de rechercher des fonctions u integrables telles
que, pour tout

zeR, u(z)=e "+ 5/ e~ le=sly(s)ds,
R

ou [ est un réel strictement positif.

1. Ecrire cette équation sous forme d’une équation faisant intervenir un produit de convolu-
tion.

2. En utilisant la transformée de Fourier, prouver qu’il existe une solution si et seulement si

1
g €]0, 5[ Montrer qu’alors cette solution est unique. La déterminer.

2.7 Correction

Correction 2.7.1. On a par la table ou par un calcul direct simple :

(w)Z{

3. En utilisant le théoréme de Parseval On a

/joo T (1)2dt = /m 1Tl (w)[2d.

olE

Stw #0

I
Siw=020

N

5
_
SI~e

On a
—+o0 “+a
/ |f(t)|2dt:/ 1%dt = 2a, (2.1)
donc

o0 sin? aw
— —dw = 2a.

—00

N. REZOUG Uni. Relizane. 2019/2020




2.7 Correction

49

Correction 2.7.2. f est un élément de L*(R). En effet

/ |fldx = / |sint|1_, »((t)dx = / |sint|dx = 2/ sintdr = — cost|j = 4 < oco.
R R 0

—T

f est un élément de L*(R). En effet

s ™ 1
/ |f|Pdx = / |sint|21}27ﬂ’ﬂ(t)d:c = / sin® tdx = 2/ 1—2cos 2tdx = z=5 sin 2t|f = 7 < o0.
R R s 0

2. Calcule la transformée de Fourier de f.

fw)

1 ot
— | e f(t)dt
= [
1 e
—— [ e " sint|1_, L(t)dt
= [ sin ()
1 T
— e " sint|dt
V2T /_w ’ ’

2 N .
Nir /_7r cos(wt) sin tdt
2 . .
= /_ in((1 1) + sin((1 ~w)0)] e
1 cos((w+1)t) N cos((1 —w)t)]”
V2or 1+w 1-w 0
1 sin(r(w+1)) sin(7(1 —w))
Vor I14+w 1 —w
2 cos(mw)

Vor 1 —w?

T 1 + cos 212w

Déduire la valeur de l"intégrale I = / —————dw. En utilisant le théoreme de Parseval

On a

On a

V2r

o0

Nous trouvons finalement

N. REZOUG

2 /+°°1+cos7rw

1 — mdwt

—0o0

[ isra= [P

—00 —00

1 —w?

dw = /|sint|1]_mr[(t)dx
R

= / |sint|daﬁ:2/ sin tdx
- 0

= —cost|y =4.

1—w?

“+o00 1
/ 1fcosmw, 4 /or

o0
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Correction 2.7.3. La fonction f est continue sur [0, +oo] et nulle sur |

a

Vit € [0, +ool,
et la fonction t — exp(—t) est intégrable sur [0, +oo] .

0 < |f(@)] = sin(t)e

D’ou f est intégrable sur R et donc,

—t| S e—t

— 00, 0[. De plus, on

d’aprés le cours, sa transformée de Fourier est bien définie et continue. On peut faire le calcul

sutvant pour w € R :

flw) =

+oo .
V4 27T / f
+oo
/ e—zwt
\/ 2T

tezt + efzt

+0o0
V2T / 21

1 +o0o
/ efithrit dt
4 0

1 too
. / e—zwt—ztdt
41 Jo

1 |:_6iwt+it:| +oo

sintetdt

—dt

Vari | i(w+1)

1 — e iwtit +oo
Vi [ (w—1) 10

1 1 1
\/1@ g (w—1) i(w+1)

w2 —1

N

)

Correction 2.7.4. Sans détailler les calculs, et en faisant notamment une intégration par

parties, on a :

N. REZOUG

1 —iwt

= \/%7 /_ 1 f(t)e “tdt
= \/L_/O(lﬂ) gt

( —zwt

sin? wt

o0r  w?

5~ ﬁ\ ﬁ\
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La transformation de Laplace
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3.9 Correctionl. . . . . . . . . o e e e e e 69

Les mathématiciens ont inventé de nombreux transformation intégrale d’une fonction,
parmi lesquels nous avons vu les transformées de Fourier. Une autre transformation extréme-
ment utilisée est celle de Laplace. Les transformées de Laplace sont les cousins des transfor-
mées de Fourier. Leur relation est celle de la fonction exponentielle et de la fonction sinus
ou cosinus. La plus intéressante des propriétés de la transformation de Laplace est que [’in-
tégration et la dérivation deviennent des divisions et des multiplications. La transformée de
Laplace permet par exemple de ramener La résolution des équations différentielles linéaires a
coefficients constants a la résolution d’équations affines. Cette transformation est trés utili-
sée pour résoudre des équations et les systemes différentiels et particulierement en électricité,
électronique, théorie de la chaleur, théorie du signal - - - .

Dans ce chapitre, on présente la transformée de Laplace et certaines caractéristiques intéres-
santes.

3.1 Transformée de Laplace des fonctions

3.1.1 Définition et Existence

Définition 3.1.1. Soit f(t) une fonction de t, définie pour t > 0. On définit et on note
L(f)(p) = F(p) la transformée de Laplace de f(t) comme suit

+oo
Foy=J 7 (t)e"dt.

Remarque 3.1.1. ¢ On dit que F' est la transformée de Laplace de f, et que f est ['original
de F.

¢ la nouvelle variable p appartient quant a elle a C.

¢ p est la variable (complexe) dans le domaine des fréquences (analogue ¢ w en Fourier ).

¢ L est la transformation de Laplace (analogue a F en Fourier ) : ¢’est une application.

¢ F(p) est la transformée de Laplace de la fonction origine f (analogue o f(w) en Fourier).
¢ La transformée de Laplace n’existe pas pour n’importe quelle fonction.

Nous allons maintenant donner des conditions sur f(t) qui garantiront I'existence de
“+o0o
f(t)e Pdt.
0
Définition 3.1.2. On dit que f est d’ordre exponentiel s’il existe des constantes M > 0 et «
telles que

f(t) < Me™, pour tout t > 0.

Intuitivement, cela veut dire qu’a partir d’une certaine valeur de t(= N), f(t) ne peut croitre
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plus vite qu’une exponentielle Me*, donc que

lim e * f(t) = 0.

t—o0
Exemple 3.1.1. f(t) = t* est d’ordre exponentiel 1,2,3,--- puisque :
P?<el<ef <<, pour t > 0.

3 . . 3,at 3_ . .
f(t) = e nlest pas d’ordre exponentiel puisque |e" | = "~ peut devenir aussi grand

qu’on veut lorsque t augmente (t3 croit plus vite que at quand t — 0o). f(t) = e est dordre
exponentiel Vt € R puisque :

e < e pour tout a > a.

Théoréme 3.1.1. (Existence de la transformée de Laplace) : Si f(t) est continue par mor-
ceaux sur chaque intervalle fini 0 <t < N et si f(t) est d’ordre exponentiel o pourt > N,
alors la transformée de Laplace f(p) existe Vs tel que Re(p) > a.

Preuve
Soit p=x+iy € C, on a

Pl =| [ sweral < [ irwe

+oo
|t ar
0
+oo
M/ at 7mtdt

“+oo
M / (@=2) g

(a—z)t ‘Jroo M

N

N

N\

N

a—=zlo a—zx

D’ou l'integrale existe pour x = Re(p) > a.

3.1.2 Exemples de transformée de Laplace des fonctions élémen-
taires :

1) Fonction de Heaviside : soit la fonction ¢ définie par suite :

1, sit>0
u(t)_{o, si t < 0.
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Transformation de laplace :

L)) = /0 et

400
= / e Ptdt
0

1
= e
1
.
2) Fonction exponentielle: soit
e, sit>0
f@)_{O, sit<0

Transformation de laplace:

D’ou

3.2 Propriétés des transformées de Laplace

3.2.1 Linéarité

Théoréme 3.2.1. Soit f(t) et g(t) deuz fonctions admettant des transformées de Laplace
F(p) et G(p) alors :

(a) f+ g admet une transformée de Laplace et
L(f+9) = Fp)+Gp).
(b) Quelque soit ¢ appartenant a R
L(cf) = cF(p).

Le résultat s’étend directement & plus de deux fonctions. Le symbole £ qui transforme
f(t) en F(p), souvent appelé opérateur de transformation de Laplace, est donc un opérateur
linéaire.

Preuve
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(a)

cro) = | ) + geeat

400
- f(t)e Pdt + / g(t)e Pdt
0 0

+o0o

- F(t)ePdt + / " perar
0

0

= L(f)+ L(g).

L(cf(t) = /0 e

= c/0+oo f(t)e ™ dt
= cL(f).

Exemple 3.2.1. Grace a cette propriété, on peut déterminer la transformée de sinus et
cosinus :
1) Fonction consinis : soit

f(t) = cos(at).

Transformation de laplace:

Eleostap) = £ ().

On sait que L(e*")(p) = ! . Alors

p—«

L(cos(at))(p) = % (pjm +p _lm) B % [z%}

D ou

1) Fonction sinis : soit

Transformation de laplace:
wat _ —iad
L(sin(at))(p) = £ (%) .
}
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1

On sait que L(e*")(p) = . Alors
p—«
) 1 1 1 1 2icv
Clsinan)p) = 5 (4o - ) = 0 |2
D ou o
L(sin(at))(p) = ot

Exemple 3.2.2. Trouvons :
L {4e5t + 6t3 — 3sin4t + 2 cos 2t}
En utilisant la linéarité de la transformation de Laplace, il vient

L(3e7* — 3sinbt +2cost) = 4L(e ")+ 6L(t*) — 3L(sin 5t) + 2L(cost))

1 5}
- +2-r
p+2 p*4+25 p?+1
3 36 12 %

P B B TR T

= 4

3.2.2 Translation de la variable p :
Théoréme 3.2.2. Pour § € C, si L(f(t)) = F(p) alors :
L("f(t) = F(p—9)

En d’autres mots, si la fonction objet f(¢) est multipliée par le facteur exponentiel e,

son image F(s) subit un retard de 4.
Preuve On a

L(f(t) = /0 Ooe—i’te“tf(t)dt

+oo
= / ele PO £(1)dt.
0

= F(p—9)

P
E le 3.2.3. C L 2t) = F(p) = —— :
xemple omme L(cos2t) (p) PERWE on a
p+1 B p+1
(p+1)24+4 p*+2p+5

L(etcos2t) = F(p+1) =

3.2.3 Translation de la variable t ou théoréme du retard
Théoréme 3.2.3. Soit « € R, Si L(f(t)) = F(p) et
ft—a), si t> a,

0, st t<a

alors :

L(fa)(p) = e PL(f)(p) = e *"F(p).
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Preuve : Ona

L(fa)(p)

+00

= fa(t)e Ptdt
0

= [t [ e
0 «

= 0+/ f(t—a)e Dt

“+00
= (w)e P+ dy, en posant u =t —

Exemple 3.2.4. : Trouvons

Par le théoreme (, comme L(cost) = —£=, on a directement :

+oo
= e ft)e P du
0
= F(p).
sin(t — %), si t> 73,
f(t) = ,
0, st t<%
= o,
L2 P
L) =T S

On peut le retrouver par un calcul direct :

L(fa(t))

“+o00

= f(t)e Pdt
0

= /3 f(t)ePVat + /OO f()e PVt
0 5

= 0+/ f(t—a)ePVat

+oo 7r 2
= / Cos(u)e_p(%%)du en posant u =t — il
2

x 3

3.2.4 Changement d’échelle :
Théoréme 3.2.4. Pour tout a >0, si L(f(t)) = F(p) alors :

N. REZOUG
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Preuve
+o0
L(f(at))(p) = flat)e™"dt.
0
On fait un changement de variable, on posons :
y = at,
dt =Y
a
donc :
I y
L) = 5 [ rwertdy
0

Exemple 3.2.5.

1
Comme L(sint) = ‘pQ Tone
1 1
L(3sint) = 301
19
T 3p2+49
B 3
PP+

3.3 Transformée de Laplace d’une dérivée

3.3.1 Transformée de la dérivée premiére

Théoréme 3.3.1. Soit f une fonction continument dérivable, si L(f(t)) = F(p) alors :
L(f'(1)(p) = pF(p) — f(0).

Preuve : On a :

+o00o
L(f'(t) = f'(t)e"dt.
0
Intégrons par parties :
u=e", uw = —pe Pt
v = f(t) v=f(t)
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on trouve :
L) = =0+ [ i

7 " Ferdt - 5(0)

D’ou
L(f'(t)) = pF(p) — f(0).

Théoréme 3.3.2. Si dans le théoreme , f(t) n'est pas continue en t = 0 mais que
Pr% f(t) = f(0) existe (mais nest pas égal a f(a) qui peut exister ou non), alors :
—

L(f'(t)) = pF(p) — f(0T).
Exemple 3.3.1.

3.3.2 Généralisation aux dérivées supérieures :

Théoréme 3.3.3. Si L(f(t)) = F(p) alors :

LM @) (p) = p"F(p) —p" ' £(0) — p" 2/ (0) — - -+ — pf"=2(0) — F1(0),

si f(b), f/(t), f"(t),- - fP7(t), est continue pour 0 <t < N et d’ordre exponentiel pour t > N
et que f"(t) est continue par morceaux pour 0 <t < N.

Remarque 3.3.1. Si f*)(0) = 0 pour tout 0 < t < N, alors
L) (p) = p"F(p).

Les formules précédentes sont utiles pour trouver des transformées de Laplace sans inté-
gration.

eLlt)— %
p
Posons f(t) = 1 dans le théoréme (3.3.1)) :
1
p

donc L(t) = 5.

p

3.3.3 Transformée de Laplace des intégrales :

Théoréme 3.3.4. Si L(f(t)) = F(p) alors :
L (/0 f(x)dx) = ?
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Preuve :

Posons G(t) = /t F(u)du, alors G'(t) = f(t) et G(0) = 0.
Comme : "

L(G'(1)) = pL(G(1)) — G(0)

on a :

LG(t) = ~LF(P))+0)

Exemple 3.3.2. Comme L(sin2t)) =

c (/Ot sin2:c)d:c> = zﬁ'

Théoréme de ’amortissement :

Théoréme 3.3.5. Si £(f(t)) = F(p) alors -
c(e—kt f(t)) = F(p+k).
Preuve. On a :
(@) = [ s

+o0
= [ e
= Fp+k).

o

Exemple 3.3.3.
F(p) = L(e* cos4t).

En utilisant la propriété précedente et en posant k = 3 on trouve :

+o0o
F(p) = / e PH(e % cos 4t)dt
0
+o0
= / et P+ cos(4t)dt.
0

Apres une intégration par partie, on trouve :

_ p+3
C p246p+25

F(p)
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3.3.4  Multiplication par t" ou dérivées de I’'image

Théoréme 3.3.6. Si L(f(t)) = F(p) alors :

d"F(p)
dp™

L@ f(t) = (=1)"

Preuve On a : F(s) = f0+°° et f(t)dt. En dérivant sous le signe de intégrale, on a :

a4 [
ds ds Jo

_ /O+Oo(—t)eStf(t)dt
_ /U T e oyt
= —L(tf(1)),

donc L(tf(t)) = —f'(s) ce qui prouve le théoréme pour n = 1. Par induction, supposons
le théoréme vrai pour n = k, c’est-‘a-dire supposons vrai :

e " f(t)dt

k dkF(p)

L) = ()

d [+

“+o0o
A e T f(t)ydt = /0 (—=t)e " f(t)dt

+00
= — /0 (t)e "' f(t)dt

— L] ().

1
p—2

o =-4(:55) -

@ (1 2
L0 =08 <p - 2) -2

3.3.5 Transformée de Laplace d’une fonction periodique :

Exemple 3.3.4. Comme L(e*) =

Théoréme 3.3.7. Soit [ une fonction périodique de periode T (c’est-a-dire telle que

f&+T)=f(t)), alors : i
LU0 = T | e ro
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Preuve : Nous pouvons écrire
T
L) = [ e
0
T 2T (n+1)T
= / e‘ptf(t)dt+/ e_ptf(t)dt—l—...+/ e P f(t)dt
0 T

nT

Dans la seconde intégrale, posons t = u + T', dans la troisiéme intégrale, posons t = u + 27T,
etc. on obtient :

T T T
LOF(1) = /0 P F(t)dt + e T /0 e P f(w)du + ¢~ /O e f(w)du + - -

T
= (14+e P et 1 el / e P f(u)du
0

1 .
_ —Pp
- /0 P F(b)dt

ou l'on a utilisé la somme de la série géométrique :

1
1+r—|—r2—|—r3+---:1— si|r| < 1.
- T

3.3.6 Transformée de Laplace d’une convolution :
Théoréme 3.3.8. Si L(f(t)) = F(p) et L(g(t)) = G(p), alors :
L(f*g)(p) = F(p)G(p).

creow = [ [/ i dy]eptdw
iy

fyoo g(x — y)dy On fait le changement de variable z = x — y.

/ " gla— e dy = / T g(2)e vz = ML (g)(p)

Preuve. On a

D’ou
o) = [ L) Wi
0 .
— L(9)(p) / e f(y)dy
= G(p)F(p).
Finalement

L(f xg)(p) = G(p)F(p).

La transformée de Laplace est une application bijective alors la transformée de Laplace
inverse existe.
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3.4 Transformée de Laplace inverse

Définition 3.4.1. Si la transformée de Laplace d’une fonction f(t) est F(s), c¢’est-a-dire si
L(f(t) = f(s), alors f(t) est appelée la transformée de Laplace inverse de F(s) et on écrit :

LN (F(s) = f(1) (3.1)

1
Exemple 3.4.1. Comme L(e™3) = 3
s

£t ( _11_3> = e 3,
s

3.5 Propriétés importantes des transformées de Laplace

on peut écrire

inverses :

3.5.1 Linéarité :

Théoréme 3.5.1. Si ¢ et ¢y sont des constantes quelconques et Fy(s) et Fy(s) sont les
transformées de Laplace des fonctions fi(t) et fa(t) alors :

L7 F(p) +aGp) = al Y(Fp))+ el (Gp))
= ¢ f(t)+caf(t).

Preuve On a par le théoréme [3.2.1] :

L(erf + e29)(p) = a1 L(f)(p) + 2L(g)(p))-

Donc

L7 L(erf +e29)(p)] = erf(t) + cag(t)
= al (L(N))P) + el (L(9))(p)

Exemple 3.5.1.

_ 4 3p 5) _ 1 _ p _ 1
1 _ Y e L 1 1
£ (p—Q p2+16+p2+4) £ p—2 3L p?+ 16 oL p?+4

5
= 4e® — 3cosdt + 3 sin 2t

3.5.2 Translation de la variable s :

Théoréme 3.5.2. Si L7 (F(p)) = f(t) alors :

L (F(p—a)) =e™f(1).
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Preuve :
On a par le théoréme (1.3) :

L(e"f(t)) = F(p— a)
donc
LY F(p—a))=e"f(t)

(
Exemple 3.5.2. Comme L7! <p21+4> =1sin2¢, ona:

1 1 1
N -(_ - — t
8 (p2—2p+5>)£ ((p—1)2+4) ¢ S

3.5.3 Translation de la variable t :
Théoréme 3.5.3. Si L7 (F(p)) = f(t) alors :

flt—a) si t>0,

L (p = a) = {

0 st t<O.

Preuve :
On a par le théoréme (1.3) :
L(f(t = a)) = e"F(P)
donc

L7 (e™F(s)) = f(t —a)

Exemple 3.5.3. Comme L7} (p211> =sint, on a :

1<e—§rp> sin(t — %) st t> 7%,
L~ )=

2

prtl 0 st t<Z.

3.5.4 Propriété du changement d’échelle :
Théoréme 3.5.4. Si L71(F)(p) = f(t) alors :

L) (ky) = 7] (é) |

Preuve :
On a par le théoréme (1.3) :

donc
LN kF (kp) = (é)

on utilisant théoréme (1.3), on trouve
1 t
LHEYkp)=—f-].
) = 11 (7)
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Exemple 3.5.4. Comme L7} (pﬁm) = cos4dt, on a :
_ 3p 1 4
1 - - — — —_
L ((3p)2+16> 3 C0s 3t.
3.5.5 Transformée inverse de Laplace d’une dérivée :
Théoréme 3.5.5. Si L(f(t)) = F(p) alors :
LTHFMW(P)) = (=1)"t"f(1)
Preuve :
On a par le théoréme (1.3) :
LEFO)(p) = (-1 F(P),
donc ’
L EF(hp)) = £(7)
Exemple 3.5.5. Comme L7} (p21+1> =sint, on a :
_ —2p _ 1 ' .
1f_ 4P \ _ p1 _
y ((p2 + 1)2) y ((p2+ 1) ) e
Théoréme 3.5.6. Si L(f(t)) = F(p) alors :
LTHFMW(P)) = (=1)"t"f(1)
Preuve :
On a par le théoréme (1.3) :
L) (p) = (-1 FO(p),
donc .
e = £ (1 ).
3.5.6 Transformée inverse de Laplace d’une convolution :
Théoréme 3.5.7. Si L7 (F(p)) = f(t) et L7Y(G(p)) = g(t), alors :
LUF(PIGP) = £+ g0
Preuve. Ona
L(f*9)p) = F(p)G(p)
d’ou
LY F(p)G(p)) = f *9(t)
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3.6 Meéthodes pour trouver les transformées de Laplace
inverse

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer les transformées de Laplace inverses :

3.6.1 Meéthode des fractions rationnelles

La méthode la plus simple, consiste & décomposer la fonction F' en éléments simples, dont
on connait déja les transformées inverses (& partir des tables par exemple). Il s’agit donc

de décomposer la fonction en somme de fractions élémentaires du type : m, ou du type
%, avec n = 1,2,3,--- et ap® + bp + ¢ un polynéme irréductible ( de discriminant
négatif). Plus précisément :
Si A(p) posséde des racines pyg, p1, pa, - ,Pn On peut écrire F'(p) sous la forme
a o o ap
Flp)= ——+—2—+ —"— 4. +
P—Po P—P1 P—DP2 D—Dn

En trouvant la transformée de Laplace inverse de chaque fraction partielle, on peut trouver

_1 (B
Yo (m) .

3.7 Application de la transformée de Fourier aux equa-
tions différentielles

Les applications de la transformée de Laplace sont nombreuses en mathématique et en
physique. Les principales concernent la résolution des équations différentielles a coefficients
constants ou non, des équations intégro-différentielles, des équations aux différences finies et
des équations aux dérivées partielles.

3.7.1 Reésolution des equations différentielles linéaires a coefficients
constants

La transformée de Laplace est utile pour résoudre les équations différentielles linéaires a
coefficients constants

apy'™ + ary™ Y + 4 any = f(1) (3.2)

On veut chercher la solution de cette equation y = y(¢) pour ¢ > 0 et vérifiant les conditions
initiales
y(0) = 40.5/(0) = ¢, .y V(0) = 35"V,
La méthode de résolution consiste :
e 4 prendre la transformée de Laplace des deux membres de I’équation.
e & utiliser les conditions initiales pour calculer les dérivées.
e & obtenir une équation algébrique pour obtenir L(y(t)) = Y (p).
e la solution cherchée s’obtient en prenant la transformée de Laplace inverse de Y (p).
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Nous exposerons maintenant une méthode plus simple de résolution en introduisant la trans-
formée de Laplace. On cherche la transformée de Laplace des deux membres de 1’équation

L(agy™ + a1y + ...+ a,y)(p) = L(F)(p).

En utilisont les propriétés de linéairité, I’équation (4) devient :

aoL(y"™ (1) + a1 Ly V(1)) + .+ an(y(t)) = F(F)(p).

Sachant que :
k

Ly®)(p) = Ly p) =Y py*

i=1
On remplace ces expressions dans I’équation (2) pour aboutir & une équation algébrique du

type © L(y)(p)(en(p)) = L(f)(p) + Yn-1(p) avec ¢, un polynéme de degré n et ¢, un
polynome de degré n — 1 L’équation algébrique :

Yna(p) | L)
£ly)(p) = Loty ED)

en(@)  enlp)
Pour finir, on utilise la transformée inverse de Laplace pour déterminer la solution y(t) de

(3).

Exemple 3.7.1. Résoudre l’équation du premier ordre : y' +vy = 1, avec la condition initiale
y(0) = 0.

Correction 3.7.1. Prenons la transformée de laplace des deux membres :

L(y'(1) + L{y(t) = L(1),

on a encore :

pwm—mm+wm=%

Dot : 1
Y(p)lp+1]=-
p
1 1 1
=Y=—=-——
plp+1) p p+1
Prenons la transformée de Laplace inverse :

y(t) = £ (1 _ L) et

p p+1

Do y(t) =1 —e7" qui est valable sur R tout entier.
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Exemple 3.7.2. Résoudre y" — 3y’ + 2y = 4e* avec y(0) = 4 et 4/(0) = 9. Prenons la
transformée de laplace des deuxr membres :

L(y"(t)) —

on a encore :

P*Y (p) + py(0) — y(0) — 3(pY (p) — y(0)) + 2Y (p) =

D’ou :

BL(Y (1) +2L(y(t)) = 4L(e™),

ﬁwxm&*—ﬁwa}:5§§+4p—3

=Y(p) =

1

1 1 2

= + —

plp+1) p—1 p—2 p-3

Prenons la transformée de Laplace inverse :

1 2

MﬂZEA(

p—1

p—2 p—3

Dot y(t) = €' + €* + 2e% qui est valable sur R tout entier.

Table des Transformées de Laplace

) :6t+e2t+263t

Fonction Transformées de Laplace
I
: i
n!
& pn+1
% N
Propriétés
af(t) + pg(t) al(p) + 5G(p)
f (at) P“(S)
flt—a), si t>a,
fa(t) = e F(p)
0, st t<a«
e f(t) F(p = 0)u(t —9)
ft) —pF(p)
2
s
§a [
f*g \\ V2 f(w)g(w)
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3.8 Exercices

Exercice 3.8.1. Calculer les transformées de Laplace suivantes :
a) L((E2+t—e3NU(1)).

c) L((2+t+1)e2U(t).

c) L (2e % (cos2t + sin2t)).

Exercice 3.8.2. Calculer les originaux suivants :
a) L1 (%) .

b) £ (dﬁ)

¢) L1 (ﬁ)

Exercice 3.8.3. Trouver la décomposition en éléments simples de

2p+1
(p—2)P*+1)

2. Utiliser la transformation de Laplace pour résoudre le systéeme

F(p) =

" 5 =5 o}
Yy’ — 3y + 5y = 5> sint,
S) = e 2
(5) {y(O)—y(O)—O,

Exercice 3.8.4. Résoudre, en utilisant la transformation de Laplace, I’équation intégrale
sutvante :

t
e to(t) — / e *x(s)ds =sint, t>0.
0

3.9 Correction

Correction 3.9.1. Calculer les transformées de Laplace suivantes :

a) L((E2+t—e3U(1)).

En utilisant la linéarité de la transformation de Laplace, il vient

L(E+t—eU®)) = L)+ L) —L(e*U®R))
1 1

1
PP p* p+3
b) L((E2+t+1)e 2U(t).

En utilisant la linéarité de la transformation de Laplace, il vient

LE+t+1U()) = L)+ L(t)— L(e*U(1))
1

1+ +1
P o p
pP+p+2
pS
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Donc
L(E+t+1)e?Ut) =
c) L7 (2e75(cos2t + sin2t)) .

On a L(cos(wt)) = =tz et L(sin(wt)) =
de la transformation de Laplace, il vient

L ((cos2t + sin2t)) =
donc

L (2¢7"(cos2t + sin2t))

(p+2)2+(p+2)+2
(p+2)3
p2—|—5p—|—8
P '

m pour p > 0 donc, en utilisant la linéarite

L(cos 2t) + L(sin 2t)
2
P4
p2 +4 p2 _|_4
p+2
p?+4

(p+5)+2
(p+5)2+4
2p+ 14
P2+ 10p +29°

Correction 3.9.2. Calculer les originauzr suivants :

+2 +2
a) L ((p+§ p+4> On pose F(p) = m
il vien F(p :p+4 p+3,d0u
1( p+2 > _
(p+3)(p+4)
1.€.
(p+3)(p+4)
1 p_l
b) L ( 2+2p+5> On pose Fi ) p2—|—2—p—2|—5
- p+
il vient F(p) = — ,
®) (p+1)2+22 (p+1)2+22
p+1 2

‘C_l(<p+1>2+22 <p+1>2+22)
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1.€.
C) £ (ﬁ) . On pose F(p) = ﬁ alors, en décomposant F en éléments simples, il vien
F(p) = ﬁ + Iﬁ, d’ot
-~ D 1 —1 1
L1 = L + )
((p+1)2) ((p+1)2 p+1
-1
o s —)
((p + 1)2) p+1

i.e.

c ((L) — (—te + e U(1).

p+1)>2

1
Correction 3.9.3. a) F(p) = s pQZ—)i- T
b) On pose Y (p) = L(y(t)), alors

L(y'(t)) = pL(y(t)) —y(0) = pY(p)

et
L(y"(t)) =p°L(y(t)) — py(0) — y'(0) = p°Y (p) + 2

D’autre part on a

5 -5
Ly — iy' +y) = 5(7 sint),
donc, en utilisant la linéarite de la transformation de Laplace, il vient
" 5 -5 .
L") = 5L(y) + L{y) = - L(sint),
i€
5 -5 1
%Y —2— pY +Y = —
P L 2 P11
d’ou

2p+1
(p—2)p*+1)

Y —

et Uon déduit du (a) que y(t) = e* — cost, qui vérifie bien les conditions initiales.

Correction 3.9.4. On a

t
e ta(t) — / e *x(s)ds =sint, t>0.
0
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t

Multiplie par e, on trouve

t
x(t) — / e"*z(s)ds = e"'sint, t>0.
0

On pose X (p) = L(x(t)), en utilisant le produit de convolution, on commence par remarquer
que

D’autre part on a

d’ou
L (z(t) — €' = z(t)) = L(e "sint)

En utilisant la linéarité de la transformation de Laplace, il vient
L(x(t)) — L(e'*z(t)) = L(e 'sint).

Donc

d’ou
p—1
=2 [(p-12+1]
Afin de se ramener aux transformations de Laplace usuelles, on effectue une décomposition
en €éléments simples

X(t) =

p—1 111 p-1 ] 1
(p—2)[p—12+1 2p—1 2(p—-12+1 2(p—-12+1
On obtient )
z(t) = 3 [€*" + €' sint — €' cost] U(t).
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