Chapitrell: Rappel sur lecalcul matricid

Le calcul par éléments finis nécessitant le maniement de nombreuses valeurs
numériques, il est plusaised ~ exprimer celles-ci sous forme matricielle.

En regroupant des termes de méme nature au sein d’une seule et méme variable,
cette écriture plus synthétique permet en effet une meilleure compréhension des
différentes phases de construction de la méthode.

Ceci nécessite néanmoins la maitrise des opérations de base associées a ce type de
calcul : I’addition ou le produit de plusieurs matrices, la résolution de systemes
linéaires, etc.

[1.1 Notion de matrice
Soit lafonction polynomiae suivante :
v(x) = by + byx + byx? + byx? avecx € [[}, L] 2.1)
Et sadérivée:
v'(x) = b +2byx + 3b3x72 2.2)
Supposant que v(x) et VI(X) valent vi et Br enx =0, v, et B en x =L, on peut
aisement établir le systéme de 4 éguations suivant :
n =v(0) = b,
B, =2'(0)=4 (2.3
vy =0(L) = by + L +b,12 +by13
B, = zr'(L) =b +2b, L + 36517

Cependant, ce systeme peut étre exprimé de maniere plus synthétique sous forme
matricielle en posant que le vecteur v

4

B

)
B

peut érerelié au vecteur b

Anticipant sur les régles relatives au produit des matrices (cf. paragraphe 11.2.2),
onadonc:
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équivalent au systeme d’équations (2.3).

Dans ce cas{V} et {b} sont desvecteurs" colonne™ a4 lignes alors que lamatrice
[R] est une matrice dite carrée a 4 lignes et 4 colonnes. De maniére générale, une
matrice peut étre caractérisée par un ensemble de nombres ordonnes et regroupes en n
lignes et m colonnes.

On aura dors une matrice dedimensionsn x m:

[y @y a3 . a4y .4y,
ayy dyy 3 . Ay . iy
ay) dyy  dzy . d3y; . dyy, (24)
[4]-
d; ) dpp diy . rr,-).,- - dyy
] Apl  dpz dp3 - ﬁnj S J

a; caractérisant le terme des i ligne et j*™ colonne de lamatrice [A] . Sin=1ou
m = 1, la matrice sera associée suivant le cas, soit aun vecteur ligne, soit a un vecteur
colonne qui sont généralement notes{ } . De plus et spécifiquement pour les matrices
dites carrées (n = m), les termes a; seront appelés termes diagonaux et formeront la
diagonale de lamatrice.

[1.2 Opérations de base
11.2.1 Addition

Soit deux matrices [A] et [B] de dimensions n x m construites a partir de (2.4), la
matrice [C] de mémes dimensions, somme des matrices [A] et [B], sera obtenue en
posant que chacun des termes ¢;j est égde aa; +by; . On auraalors:

‘0 fiz. i3 o Gy o N
G1 2 3 - ) - Oy
1 2 3 - G5 - O
[ C] - =
€l Cp Gz . Gy - Cim
Cal  Cn2 3+ Cuj o Oym J
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[y +by ap+ by a3+ 05 @+ Ay + 01 ]
dyy + by ayy + by dyy + by @;+%j ay,, + 05,
ay +by  azy + by, asy + by az;+ by a3, + b3,
_[4]+[B] @9
ay+by  an+by  az+by a; + Ezg. Ay + 0y
A +b,y ap+b, a,3+0, r%+ﬁg Ay + Oy

Dans le cas d’une différence des matrices [A] et [B], on poserade laméme facon :

Cj = & Dy (2.6)
Exemples : Soit les matrices
1 0 2 3
[M=L 10 J
e
3 4 7 2
[B]=1 6 2 %}
) 4495 2 4 =5 1]
[(J]=[A]+[B]=[4 S [c]=[A]—[B]=[2 B }

[1.2.2 Produit
mm Produit d’une matrice par un scalaire
Soit une matrice [A] dedimensionsn x m, lamatrice [C] , produit de la matrice
[A] par le scalaire | sera obtenue en multipliant chacun des termes de la matrice
[A] par . On auradonc :

Gj =M. & (27)
Exemple:

1.0 2 3 3 0

[C]=5'[A]=3'l3 10 5} =l9 3

mm Produit de2 matrices

6 9
0 15}

Soit deux matrices [A] et [B] de dimensions respectives n xm et m x |, la matrice
[C], produit des matrices [A] et [B]*, de dimensions n x |, sera obtenue en posant que

les termes ¢;; sont égaux a:

k=
(‘. =

if E [ Xg)k}-

k=1 (2.8)
Par exemple, on trouvera pour le premier terme :

Cii =&y x b +apxby+
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Cependant et pour que ce produit soit possible, il est important de noter que le
nombre de colonnes de la matrice [A] doit étre égal au nombre de lignes de la matrice
[BI.

Exemple : Soit les matrices A et B:

6
5

23

—~ = e

C s 1°440-3+2-1+3-7 1-940-1+2-6+3-5
[e]=14H ]=[3-4+1-3+0-1+5'7 3:941-1+0-6+5°5

27 36
- [50 53}

Soit trois matrices [A] , [B] €t [C] de dimensions respectivesn x m, mx | et | x p,
la matrice [F ] , produit des matrices [A] , [B] et [C] , de dimensons n x p sera
obtenue en effectuant dans un premier temps <oit le produit [A].[B] soit celui de
[B].[C], les deux approches amenant au méme résultat.

[D] [£]
[Fl=[4][8]{c]=[4]|[&l{c]|=[4]{P]-|[4][B] | [c]-[£]{C]

mm Produit de 3 matrices

Exemple : Soit lesmatricesA,B et C

4 9
1 0 2 3 301 L [27 36
[A]z[;% 1 0 3}‘[B]= 1 6 “[(']z[so 55}
75
4 9
o022 3103 1|27 36
([4] (8] 1c]1- [3 10 5}1 6 [50 54
7.5
27 361 [27 36] [2529 2880
_{50 53] 50 53}_[4000 4609}
4 9
i) 2 31113 1| 127 367
[4] ([B]'[C'D_[% 1 0 s} i & '[%0 53
75 '

558 621
[l 0 2 3} 131 16l [2529 2880}

327 354
439 317

T 14000 4609
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[1.2.3 Matrice transposée

Soit la matrice [A] de dimensions n x m, la matrice [B] de dimensions m x n
transposée de [A] (notée [A]") sera obtenue en posant pour chacun des termes de [B]
que bjj = a i . Pratiquement, ce calcul revient a échanger les lignes et les colonnes de
lamatrice [A] .

Exemple : soit lamatrice A et B

1 3
[y 1 -l
< e
On notera par ailleurs que :
(L4l [B)) =[B] L4T (29)

1.3 Matricescarrées
11.3.1 Matriceidentité

La matrice identité, notée [l ] , est une matrice carrée dont les termes diagonaux
sont égaux a 1, tous les autres étant nuls. De ce fait, le produit de la matrice identité
par une matrice [A] quelcongque (ou inversement) est égale alamatrice [A] elle-méme.

[1 0 0 . 0]
010.0

[7]=]0 0 1 . of ec[1]]A]=[A][7]=[4] (2.10)
0 cﬁ 0 . 1

[1.3.2 Matriceinverse

Lamatriceinverse de [A] notée [A]—1 est définietelle que [A] _[A] =[A]_[A] =[I ]
et peut étre calculée en posant :

_ 1 . T
[A] g 7'(4?;}3[/‘1]
det 4] (2.11)

ou ConlA] et det[A] sont respectivement la comatrice et le déterminant de la

matrice [A] .

La matrice [A] sera donc inversible a condition que son déterminant soit différent
deO.

mm Calcul du dé&erminant

ap ayn
det =
a1 412

—2dimensions:

qyp A

= (f]l : (4722 = (312 Tday (212)

dz1 A2
— 3dimensions:
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dip 4y 43 41 42 43
9 T3 dn ) 4 Ay 933

Qui peut étre calcule grace alaregle de Sarraus :

iy, d i
s 42 A3
ay. Ay’ dp3

\_v: /\,</
a3 a3y s
) \/>_/- /\4" )
an’ o dy a3

///. \\\
dy” dyy  d33

----------- + Produit des 3 termes

— Produit des 3 termes
=dy|dyy 3t dy tdy tdiz+dy T dy ds
— .«zm . rzz_-! "7_’:1 = '72-3 "’132 - :z“ —r133 . ‘7]2 : rzzl
mm Calcul dela comatrice et lamatriceinverse

Lacomatrice de [A] , notée ComA] , correspond a la matrice des cofacteurs de [A]
. Le cofacteur du terme i, j de la matrice [A] est obtenu en multipliant par (—) "™ le
déterminant de la sous-matrice issue de la suppression des lignei et colonnej.

—1dimension:
- 1
[A]:"’H :"[A] -—
1 (2.14)
—2dimensions:
7 119 799 —id
[A]=[”1 f1~}:>¢f{?;;f[/q]=[f2“ 21}
dry Ay —diy Ay
(2.15)
- 1 dyy —d
:b[A] 1 o . . 12
d.Ct[A] _fle (fll
—3dimensions:
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dy 43 4y 43 ay  ay|]
+ - +
a3 33 45 93 4 3
ay A, d
A
- 42 A3 a A3 a1 A
[A]= '721 (fzz (?25 - (_,0}?2[/4]= = + = (216)
43y  4d33 a3 d33 431 43
(i".'_;l,] (352 (1'3_;5
dip 43 a3 aip dp
+ - +
dyy A3 dyy i3 a1 4xn

Ayd33 — Ay3dzy  d3f3) —Ayd33  Ay1433 — dnd3)
-1
= [A]" == | a0~ apays  ayasy —azay  apayy - ayas
L
(?12(?23_(1131(322, (313(?21 _(Illﬁzﬁ (‘?11(‘722 _(?12(?21

11.3.3 Méthodes derésolution de systémes linéaires

Considérant n éguations a n inconnues (qui sont regroupées dans le vecteur {q} ),
la résolution du systeme linéaire de type [K ].{q} ={F} amene aisoler le vecteur { g}
de maniere aobtenir :
. -1 - -1 -1
[&]-{q} = {F} = [KT-[&]{g} =[KT - {F} ={g} =[KT"-{F}

e

[/] (2.17)
Ceci suppose bien sur que le déterminant delamatrice [K | est différent de 0.

Dans le cas contraire, on parlera de systéme singulier. Nous verrons d’ailleurs par
la suite qu’en éléments finis la singularité de la matrice de rigidité [K ] est souvent a
associer aun probléme de conditions d’appuli.

De plus, la méthode de calcul par ééments finis amenant dans la plupart des cas a
la résolution d’un systéme de n éguations a n inconnues de grandes dimensions,
I’inversion conventionnelle vue au chapitre précédent s’avérera peu efficace.

Les outils de calcul par éléments finis font donc trés souvent appel a des méthodes
plus pertinentes telles que celles par dimination de Gauss, de Cholesky ou frontale.

Il existe deux grandes familles de méhodes de résolution : les méthodes directes
(Gauss, Cholesky, frontale, etc.) et les méhodes itératives (gradients conjugues).

Leur efficacité sera directement liée aux performances du ou des processeurs de
I’ordinateur utilise, de la vitesse d’accés au disgue dur mais surtout de la quantité de
meémoire vive (RAM) disponible.

Généralement, les méthodes de gradients conjugues se réveélent moins gourmandes
en terme de mémoire. Ceci €tant et spécifiquement pour les problemes linaires
élastiques comportant plusieurs cas de charges, leur utilisation apparait moins
pertinente dans la mesure ou celles-ci nécessitent une résolution compléte a chaque
changement d’état de charges.

En effet et dans le cas des méthodes directes appliquées aux problémes linéaires
élastiques, seul le premier cas de charges nécessite une inversion de la matrice de
rigidité, les résultats des cas suivants étant obtenus par linéarité 8pres stockage de la
matrice inversée en mémoire (uniquement si les conditions d’appui ou de température
ne varient pas).

mm Résolution par la méthode par élimination de Gauss
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Soit le systeme arésoudre

[X]{9} ={F} (n equations an inconnues) :

kyygy + Riagy + Rz + e +k,d, = K
Ry + kap @y + fyzqs e, +ky,q, = F

(2.18)
&nl‘?I + &:’rlt‘?é + 'ér;;}q} Fo + krm(]r.r = ’F;x

Pour éiminer la 1" inconnue, la méthode consistera a exprimer g; en fonction
des autres inconnues et alaremplacer dansles (n —1) équations restantes :

1
0 = (}:1 = Ri2Gn = K3y = ~ k4, )
11 (2.19)
Donc et en remplacant (2.19) dans (2.18), le systéme devient :
Ry + Ry + Rizgs + e, + kg, = b
;:’5,2?3 + A)Elf'aqfl T + }éEIM"IJ?H = ‘F::'I
(2.20)
Rlags + kbsgy + o, + 4,9, = E}
Avec
.,..i—l}(,s.—l
iz goe 15 iyl
)(,U' - ;e‘ﬂ’ - ’(,;s{—l
s=1 ['s=1
E: . E_;—l _ ’é.c's "F;
’(,5—1

Au terme de la n®™ dimination, le systeme s'écrit sous forme triangulaire ce qui
rend aisée sarésolution :

/'31][]1"-’&’12[172 +A{’13(]3+ ................. +£’|”(]” = .F
kg + kg + e +k q,=F
N N T — +kiq, = I7 (2.21)

’{,”_I‘fn = F”_l = Gy

HH e

Ceci éant, I’utilisation de la méthode par élimination n’est envisageable que si les
termes diagonaux de la matrice [K] sont non nuls. Dans le cas contraire, un ou
plusieurs pivots nuls rendront I’inverson de la matrice [K] impossible. Bien
évidemment, tous ces pivots doivent étre différents de zéro et nous verrons méme
gu’en démentsfinis, ceux-ci doivent ére positifs.
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mm Exemple derésolution par la méhode de Gauss

Soit le systeme d’équations suivant :

(3 0 -1 -1 0
0 2 -1 0 O
Bli a2 1 4
200105 0
0 0 -1 0 2

v 1'®é&ape: élimination de U,
Dela 1" équation de (2.22), on déduit que:

I VS + {;4

i 3

(2.22)

(2.23)

En remplacant (2.23) dans (2.22), lanouvelle expression du systéme fait apparaitre

quatre équations indépendantes de U, :

'3 0 -1 -1 0]
0o 2 -1 o ol[Y% 0
1 1 I’f'l
ES|0 -1 2-= 1-= -1 ES|o
3 3 Vi l=
Z SN | A R
0 0 1-— 3-= 0 e 0
¥ Vi
00 -1 o0 2| 0

v 2°" éape: dimination de V;

0 -1 -1

2. =1. B
5 2

_11:_]
3 3

o = 2
3 3

0 -1 0 2

(2.24)

Pour éliminer V, , on répéte |’opération en considérant cette fois la deuxieme

éguation de (2.24) d’ou :

=0
- 2
Le systeme devient dors:

3 0 -1 -1 0] 30
02 -1 o ol[b 0 2

, v,
ES10 0 E—l) 2 vl _E50 0

21 523 i BT

00 2 8 offY 0 0

3 3 V,
00 -1 0 2 0 0

Et ains de suite...

v 3" éape: dimination de V3

22

-1 -1 07
-1 0 0
7 )
LA -1
6 3

g,

= B %
3 3

-1 0 2

U
A
Vs
Us

0
0

0
0

(2.25)

(2.26)



6( 2PL 2 .
IS == = ——[1'4
7 ES 3
3 -1 -1
0 -1 0
7 2
U - . &
2Ly g o B,2.6(.2) 26
3 37 3 37
o _
00 o -S2 )-8
7\ 3 7|
3 0 -1 =1 0]
02 -1 0 0
7 2 V
<o ¢ £ = _q}j{*2
]3_5 G 3 V.
2L 16 41],7
00 0 — |
. s l|Vs
oo o & 2
i
v 4°" é&ape: dimination de U,
e Bl 1
2ES 4
3 0 -1 -1 0
02 -1 0 0 U,
7 2 v
oo £ = = 2
£ 6 3 v,
7
. 0 0 0 16 4 T4
7 7 B
"4
00 0 0 §+é -
7 7\ 4)
Soit findlement :
3 0 -1 -1 0
02 -1 0 0
g
g0 0 72 "%
i 6 3 A
2k
7 7
V.
8 1 0
O 0 0 0 ———
7 7]

On déduit de la 5e équation :
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(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)



ES
2L

Vy=-P=

2PL
ES (2.32)

D’ou a partir de (2.23), (2.25), (2.27) €t (2.29), les valeurs des autres inconnues :

ES (2.33)

Bien évidemment, la méthode par élimination de Gauss s’avére dans ce cas bien
compligquée comparée a une approche plus classique telle que cell e décrite ci-dessous.

Reprenant le systeme (2.22), les 2e et 5e équations permettent de déduire
respectivement que 2V, =V et 2V,=Vz d’ou V, =V, .

De lasomme des 1re et 4e équations résulte que 2U, + 2U, =0=>U,=-U,.
D’ouapartir delalre: 3U; V3 —-Us=0=>V3=4U,.
En remplagant ces différents résultats dans la 3e équation, on obtient finalement :

2PL

—[x‘TZ . V:? +2 '/tJ, + !r_x'T4 = 1«"4 = -

Soit

= _2{/}'2 + If ===
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