Chapitrelll : Elément barre

[11-1 Définition:

L’éément barre est utilisé dans les assemblages de barres ou de tiges travaillant en
traction ou compression. On les trouve surtout en charpente métalique et dans les
systemes atreillis.

L'édément barre est @ément qui a une dimension beaucoup plus grande par rapport
aux deux autres. Leur chargement est seulement axiae.

[11-2 Formulation del’éément barre:

Plusieurs éléments finis barres ont existés dans la bibliographie, le cas le plus
simple est I'éément barre a deux noauds, représenté dans lafigure Fig. | -1.
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Fig. [11-1: Elément barre & deux noauds

Pour formuler cet éément, on considére une barre de section A de longueur L et
congtitué d’un matériau homogeéne de module de Young E, soumise a des forces de
traction aux extrémités 1 et 2.

L'approximation du champs de déplacement u(x) sécrit sous la forme polynomiae
suivante:

u(x)=a, +a,x
Les deux conditions nodales permettent de déterminer les coefficients a et 4, :

u@) =a,+a,0=u,
u(L) =a,+a,L=u,

Ou u; et u, sont respectivement les déplacements aux noauds 1 et 2. La solution

u -u
donne les deux coefficients a, =U,,et a, = 2L Ainsi,ona:
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u(x) =u, +
En regroupant les termes en facteur des valeurs nodales u; et u,, on obtient :
X X
u(¥) =@ DU+,
u(x) =N,(X)u, + N, (X)u,
N X X
D’ou: N,(x) =(1- E) etN,(x)=(@2- E)

Nz et N, sont les fonctions de forme reliées aux noauds 1 et 2, respectivement.
Le champs de déplacement dans |e cas de la barre sécrit sous cette forme:
u(x N N
o =T N, LN,
fix fix fix
-1 1 51 1awd
:_u1+_u2 = e,_ _lill' ! '
L L 8L LHup
La loi de comportement d’une barre, c’est la loi de Hook dans ce cas, s’écrit
comme suit :

2

Et on sait que la contrainte dans | e cas de compression/traction s’écrit :
F 5- EA EAU W0

s,=— b F=s A=g = 2™y

A CTEL Lup

F: est laforce normale appliquée au ncaud..
Si on considére I’équilibre de I’éément :

SF=0P F =-F, donc:

F:éE_A _EAL:’I\:’ull'j
TEL L Hup
g -& EA EAU U U
_¢ EA FAu
"Bl LHup

La convention de signe: les déplacements ains que les forces sont positives sils
suivent le sens du repéere, et négative dans la cas contraire.

En réarrangeant ces deux équations (1) et (2) sous forme matricielle, cela va nous
donner :
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Ousimplement : [K_Jlu.}={F

e

,ou
{u.} est levecteur des déplacements nodauix;

{F.} est le vecteur des forces nodales ;

[Ke] est lamatrice locae de rigidite € émentaire.

I11-3 Passage au repéredela structure (global) :

Si les propriétés sont définies dans le repére local de I’@ément, il est nécessaire de
redéfinir les grandeurs matricielles de tous les ééments dans un repére unique, avant
de faire I’assemblage. Ce passage du repere loca au repere globa se fait par une
rotation des axes.

Pour faire cela, on va considérer I’éément de barre dans ses deux reperes local et
globd, illustrée dans lafigure suivante Fig.l11-2 :

y

¥ - Déplacement

Fig.l11-2 : Principe de changement de repére

L'angle 6 est I'angle entre le repére local de la barre et le repéere global de la
structure.
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Le vecteur de déplacement local vaéredelaforme: {u,}=i "y

Si on écrit les déplacements nodaux dans le repere global en fonction de ceux dans
le repére local, on trouve :

Déplacement,;=U;=u; cosf —v; Sn 6
Déplacement,1=V1= u; Sin 6 + vy cos 0
De méme pour le deuxieme noaud :
Déplacement,,=U,=u,cosf — v, Sn 6
Déplacement,,=V,= U, Sin 6 + v, cos 6
On reformul e ces quatre équations sous forme matricielle :
iUt éosqg -sing O 0O duuwd
.{Vl].i_gsinq cosq 0 0 L:jl:vﬂ

Ue %
| =2 -
:|:U2:?:/ g 0 0 cosq - sing 3,: uz:}:/
tVap € 0 0 sing  cosq gtv, b

Vo) =[Thu.)

{U e} : est le vecteur de déplacements nodaLix dans le repéere global.

Ou simplement :

[Te] : est lamatrice de passage ou de rotation.

C’est une matrice orthogonal et son déterminant égale a 1, donc sa matrice inverse
est latranspose de cette derniére.

Lamatrice derigidité él émentaire dans |e repere global seradelaforme:

[Ke]=[r.T[K.Ir.]

écosq Sinq 0 0 ug% 0 -% Ogécosq -snqg O
e . s 6 .
[Kg]zé-smq cosq 0 0 % 0O 0 O oh}gan cosq 0
T e 0 0 cosqg snqlx AE o5 AE €0 0 cosq
g 0 0 -sing cosqge ! 0z 0 0  sing
e BBo 0 0 of
éc® cs -c* -csU
é a
[Kg]=£§‘$ s -cs -szq
¢ | €c¢® -cs ¢ csuU
é . , U
g&c -s° s S

(c:cosf,s:9né6)
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De méme pour le vecteur desforces dans e repére global :

(ot =[n] {Fe=
[11-4 Assemblage :

Une matrice de rigidité globale doit étre établie et qui a une dimension de (n x n)
tel que n est le nombre de degré de liberté de la structure entiére.

Exemple:

ye l l\
ek u
KL=gw ‘g

Ky Ky

¢ [Ql= gj

o C

_&," kU
K 2 2 2
[ ] §<21 k22 H & [Q] g"lsu

Pour obtenir la matrice de rigidité globale, il suffit d'assembler ces deux matrices
delafacon suivante :

&k, 0 &

_ 1 1 2 2 _ u

[K ]G = gkﬂ kp +ky™ kp'yp [Q] = gvlzl]
A 2 27 X

g 0 Ky Ky, H gt

[11-5 Conditions aux limites :

Les conditions aux limites sont indispensables pour rendre la matrice de rigidité
inversible.

Dans le cas ou on a un déplacement nul dans un noaud (encastrement ou un appuli
dans le sens bloqué), on doit diminer laligne et la colonne du déplacement concerné
(dans la matrice de rigidité) ains gque la force correspondante qui sera une force de
réaction.

I11-6 Réactionsd’appuis

Pour calculer les réactions d’appui, il suffit d’utiliser le systeme matriciel global et
aprés avoir calcul € les déplacements, pour trouver les valeurs des réactions.

[11-7 Forcesinternes:

Les force internes (compression ou traction) de I’éément barre peuvent ére
obtenues directement a partir de |’équation suivante :

=l

Pour un élément de noaud (i,j), tel que "i" est le premier noaud et "j" est le
deuxieme noaud, I’effort normal (comprulon ou traction) correspond a la force
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nodale al’extrémité (j) de la barre(c.-a-d. le troisieme composant du vecteur des force
éémentaire dans le repére local {Fe'm }), il devient :

Fix=—[cos”0(u-;)+ cosf sinf(y-vi)]
EA . . 2
ij:T[cose sSinf(u-ui)+ sin“6(vi-vi)]
A partir de ces trois derniéres équations, I’effort normal peut étre écrit :
N=cos 6 Fjx +sin 0 Fjy
En dével oppant cette derniere équation on trouve :
N=="{cosf (4-u)+ Sinov;-)]
Ou sous forme matricielle :
EA . du-uu
N=—/|cosq sinqfi ' 'y
—[cosq sing ]% vy
[11-7 Exercices:
[11-7-1 Exercices 1:
-1. Caculer les déplacements des noauds pour la structures indiquée sur lafigure.

-2. Caculer les réactions des appuis.

-3. Caculer les contraintes dans chaque barre.

Fig.11-3
Solution:

-1. ) L )
Elément | Noauds | Longueur | angle c s ¢ s cs
I 1-2 L 0 1 0 1 0 0
I 2-3 L a0° 0 1 0 1 0
I 1-3 V2L B | vz | v2 1 1 1
> | 7 2 2 2
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Les matrices élémentaires de chaque barre dans le repére global:

10 -10 0 00 0
EA EA —
Elément || K,=—2| 00 00 Elément |: K,=2|0 10 -1
Li_-10 10 Ll1o 00 o
00 00 0-10 1

11 -1 -1

CEA| 1 1 -1 -1
2VZL| -1 -1 1 ]

-1 -1 1 1

Elément I: Ks

Assemblage des matrices é éménetaires.
K=K+ Ks+Ks
Cet assemblage se faite en respectant les degrés de liberté de chague matrice.

135 03536 -1 0 -0.3536 —0.3536 |
03536 03536 0 0 -0.3536 -0.3536
EAl 1 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 -1
-0.3536 -0.3536 0 0 0.3536 0.3536
-0.3536 -0.3536 0 -1 0.3536 13536

Le systeme matriciel global sécrit:

135 03536 -1 0 -03536 -03536|[ U1 ]| | Rxl |
0.3536  0.3536 0 -0.3536 -0.3536 || v1 Ryl
EAl 1 0o 1 0 0 U2 |=| Rx2
L 0 0o 01 0 -1 V2 Ry2
-0.3536 -0.3536 0 0 03536 03536 || U3 P
-0.3536 -0.3536 0 -1 03536 13536 || ¥3 -2P

Les conditions aux limites: U;=V;=U,=V>=0.

Aprés avoir entré les contions aux limite:
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l.f'rﬁ 8353610 0-3536—0.3536 | |-£14 e d
0.35336—03536—O0—0——03536 —0.3536 1 1 Ryt
E _1 0 G G &2 — R,L2
L ra\ 1 Fay 1 -y i el a1
T 0 =1 Ry
-0.3536 -0.3536 0 03536 03536 U3 P
7 —0.#536 -0.3536 -1 03536 13536 || V3| | -2P
le systeme réduit peut Sécrire comme sulit:
03536 0.3536 [| U3 |_ | P
0.3536 1.3536 || V3 -2P
Déterminant(K)=0.3536(~-)2
U3 |_ L| 03536 -03536|| P 22{5.828}
v3 | EA| —03536 0353 || —2p| EAL =3
-2. Calcule des réactions des appuis:
RxI -0.3536 0.3536 -P
Ryl |=| 03536 -03536|| U3 || -P
Rx2 0 0 V3 0
Ry2 0 1 3P
-3. Calcul des contrainte:
o= %: N est I'effort normal
Elément |
EA . \qu - Ulu
N, =—|cosq sing i /
L [oosd Q]%vz— v,
i0-0Q
=B o 00
L 10- 0,
=0pbP s =0
Elément |I:
. qUg- U0 15.828- 0( -
NZ:E[cosq singfi ° 2':E[O 1]: UPL _ 3pp g =3P
L V- vp L i -3-0 BEA A
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Elément III:

_-1.414P

iU, - Ul 5 Ui 5.828 )
I U_EA&2 20 UPL _ 3pp s =

' §2 24-3-OhEA

EA .
N, =— =
. [cosq squV3_V1¥) L ¢

I11-7-2 Exercices 2;

On se propose de définir larel ation Force Déplacement pour la structure en
treillis représentée ci-dessous (Fig. 1-3).

Fig. I11-4 : Charpente plane a7 barres et 5 noauds

Le tableau suivant résume les caractéristiques geomeétriques de la structure:

Elément | Noauds | Longueur | angle c s ¢ s cs
| 1-2 3 0 1 0 1 0 0
I 2-3 3 0 1 0 1 0 0
Il 14 4 a0° 0 1 0 1 0

v 2-4 5 126.87° -0.6 0.8 0.36 0.64 -0.48
\Y 2-5 4 a0 0 1 0 1 0

VI 35 5 126.87° -0.6 0.8 0.36 0.64 -0.48
VII 4-5 3 0 1 0 1 0 0

On éablit lamatrice derigidité de chaque barre :
Bare(1): Bare(12): L,=3m q=0 c=1 s=0
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! Xt 6033 0 -033 Oui w0
1l é al
|Y .- o o o of .vly
X1 8033 0 033 0Ujuy
e
TYzlb e 0 0 0 OUTVZb
Bare(2): Bare(23): L,;=3m g=0 c=1 s=0
|X u €033 0 -033 OU|u2
Y2| €0 o o odlivi
xzy_ &033 0 033 Og'uS?’
é U -
TY32 b e 0 0 0 0atvsp
Bare(3): Bare(14): L,=4m q=90° c=0 s=1
i X’ @ 0 0 0 ui ul
AN 0 025 0 -0 25“. vl
I, sy =EAZ Uy y
i Xai @ 0 0 0 Ojug
fvep @ -025 0 0254fvp
Barre(4) . Bare(24): L,,=5m q=12687° c=-06 s=08
|x i 60072 -0096 -0.072 0096mu2
I Lyt € 00% 0128 00% -O. 128“. v,
x“y_ 50072 0096 0072 - 0096u I
m b 60096 -0128 -0096 0128 gfv,}
Bare(5): Bare(25): L,;=4m g=90° c=0 s=1
X0 @ 0 0 0 ui u2
1YS © 025 0 -0250}v,f
i sy =EAZ Uiy
i Xsy 0 0 0 0 l:ll Usy
fvep & -025 0 025gfvp
Barre(6) : Bare(35): L;s=5m q=12687° c=-06 s=0.8
XS0 60072 -0096 -0072 0.096 i Ui
| YGJ S 0096 0128 00% - 0. 128“. Vst
: x6y & 0072 00% 0072 - 0096u Y
fYs}, ~ §0096 -0128 -0096 0.128 gfvsf
Bare (7). Bare(4,5): L,;=3m q=0 c=1 s=0
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X/ 6033 0 -033
Lyl é
Y S0 0 0
LY TEAE
ix7¥ "8 033 0 033
fvypb &0 0 o0

0 U, i

ai I
OU :, V3;,/
Ol:|.|. U5'|'

0ot vsh

Pour obtenir la matrice de rigidité globale de la structure, on doit faire un
assemblage des matrices de rigidité é émentaires. Cet assemblage sefait de lamaniere
gu’en chague noaud i, lesforces X; et Y; sont cal culées comme suit :

On peut ains écrirelareation globale de la structure :

iRqii @33 0 -033 0
PR €

‘Ryi g0 025 0 0
i0i @33 0732 0 -09
L0f £0 0 -009% 0378
foi €0 0 -033 0

i _y=EA&é

TRy | €0 0 -0072 00%
| |

{0j &0 -025 00% -0128
ﬁ:ﬁ 0 Z:ﬁ 0 0 0 0
fop &0 O 0 -025

Les conditions aux limites :

Ona u =v,=u, =0

0 0

0 0
-0.33 0

0 0
0405 -0.09
-0.096 0.128

0 0

0 0
-0.072 0.096
-0.072 0.096

P =il
0 0 0 0 0l
0 -025 0 0 ivj
0 0 0 0 Giuyi
0096 -0128 0  -025 jV
0 0 -0072 009U just
0 0 0096 -0128] 1 va)
0405 -009% -033 O 3: u4j:j
0096 0378 0 0 G iVay
033 0 0405 -009%] lug
0 0 0072 0154 {5},

On peut donc éiminer leslignesn® 1, 2 et 7 appartenant au vecteur {u}. On peut
de méme éiminer les colonnes et leslignesn® 1, 2 et 7 appartenant ala matrice de

rigidité globale{K }.

Au noaud 1, lesforces sont Ry, et Ry;.

Au noaud 4, les forces Ry suivant x.
Au noaud 3, lesforces Fy=-F.

Le systeme réduit sécrit:

0 -0.096 -0.33 0
-0.096 0.378 0 0
-0.33 0 0.405 -0.096

0 0 -0.096 0.128
0.096 -0.128 0 0

0 0 -0.072 0.096

0 -0.25 -0.072 0.096

0 0
-0.125 0

-0378 O

0 0.405 -0.096
0 0.072  0.154
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Apres résolution su systéme, le vecteur de déplacement est obtenu:

v2 | | 08033
V2 5.0057
U3 -1.4562
73 || -2.5881
V4 ~1.4911
U4 2.2523
V4 8.0057

I11-7-3 Exercice3:

Pour |e systeme de barres articul ées de la figure ci-dessous déterminer :
1. lesdéplacements nodaux;
2. leseffortset les contraintes dans chaque barre.
On considere connuesE, F, | et A.
Application numérique : E = 240° MPa, A = 200 mm?, oF
=1met F=10KkN.

Figlll.5

Solution:

1- Calcul des déplacements.

Premier pas : numérotation des ncauds et des € éments
Deuxiéme pas : application des forces nodales et des déplacements nodaux.
Troiseme pas : compléetement du tableau

Barre | Noauds | q.[] | cosqe | singe | € s cs le EA.
| 1-2 0 1 0 1 [ 0o | o | EA
I 13 | 45 | N2 [ N2 | 1 |1 1l 2| Ea
2 2 2 2 2 2
mo| 23 |1 | V2 | Y2 | 1|11 2| Ea
2 2 2 2 2 2
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t de barre

hague éémen

é pour ¢

ture de lamatrice derigidité

s

eme pas : écri

uatri

ANATN o |
1

NN G|
1 1

o N

NN

-1 0

él 0

/DD \D\DO\3D\OD\3O\O5\305
NN N G N
1 1
NG N N
1 1
TN N TN
1 1
NN

O @ @ D Q @@ D DO
< 7

[ke)=

Cinquiéme pas : Emplacement des trois matrices dans une matrice globale [K]

(6 lignes x 6 colonnes).

N

—

X

—

0

(@]

g R R Jom R R s R R R R R )]

m_m_lm_m_lo

IOmm IMO o o M_IM_Iﬁ O“mm_lmm_l

O @ @ @D D W@ @ @@

D D D D DD D W D @ '@
1

N

X

—
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@ 0 0 0 0 0 @
00 0. ... 0. 0. 0.4
0 o (A _EA _BEA EAy
é L I I I
_é ' EA EA EA  EA(
K1=2 0 i T T -
e ' EA EA EA  EAY
0 0 t— — = -=
a co [ | 1 g
& o (BA _EA _BEA EAjy
8 I I I 1 @

Sixiéme pas : Assemblage des matrices de rigidité [K% dans la matrice globale
derigidité

62EA EA EA EA EAU
& - 7 9 -4 -
g ] | | &
aEA BA o .EA _EBAj
a l | I 1
e EA 4, Z2BA EA EA EAy
[Kg]:§ | | | | | U
é EA EA EA EAU
eo 0 -7 7 T
é u
e EA EA EA EA 2BA
e 1 | I | v
€ EA EA EA EA 2EAU
g—— ~—— —— -— 0 ——q
e |1 | | | I U
J2+1 1 /2 0 -1 -1

1 1 0 0 -1 -1

_1 EAJ2 | -2 0 J2+1-1-11
z 0 0 -1 1 1 -1
-1 -1 -1 1 2 0

-1 -1 1 -1 0 2

Septiéme pas : écriture de larelation fondamentale de la MEF, {F} = [K]X{u}
et détermination des déplacements nodauix et des forces nodales :

1R, U ST+ 1 2 0 -1 -1]1Ud
i iy
i %1:,: N A
16FT 1 2| V2 0 y2+1 -1 -1 1 [JU8
' T2 Ty, Y
i Ryz:,: 0 0 -1 1 1 -1|jVaj
TR,! L B R VA
Py P00
JTg;:Jb S B A N VA

Les conditions aux limites sont: U;=V1=V,=U3=0

L'application de ces conditions aux limites se fait par suppressions des lignes et des
colonnes correspondantes a ces déplacements nuls.
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Le systeme réduit:

J2EAE/2+1 101U,u_i6Fi
2 & 1 2u,vi§ 19F},

P U, —11082ﬂ, V; = 58099iI
EA EA

P U,=0.277mm; V,=1.4525mm

En ce qui concerne les réactions des appuis, on prend comme équations les lignes
1,2,4¢et5 Onauradanscecas:

IR &1 - 1-5FQ
IR.l _EA g0 -1gUau_i-4F}
iR 1 &1 -uwp - 5F
- . é ]

tRep &1 00 f-Fp

L’alongement Dt pour un éément quelconquei - j se calcule avec laformule :
D6 = (U; —Uy) cosq - (W, —W) sing
Huitieme pas : calcul des efforts dans chaque élément de barre.
Les efforts dans un élément de barre articuléei - j se calculent avec laformule:

. EA iU, - Ui
Nij— c S]V.-V%

I i i

En appliquant I'expression mentionnée ci-dessus, on aura donc les efforts dans les
barres 1-2, 1-3 et 2-3
0.277 - O(
NL = [ 0]1 g =11080N
| e

e é U 0-0
N@:ﬂﬁ */_' Y =58100N
2582 2 Buases- o,

3 2EAee-\/— \/_UI 0- 0.277 i

= 69180N
“V2rS 2 2 G1ases- o),

2- Calcul des contraintes:

Les contraintes dans chague éément de barre se calculent avec la formule:

e
e

N
s®=—L donc:

ij &
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. _N.L 11080 _

S, =—==———=554[MPa
b= = np ~ 25AIMPal
2
sé:%:@:zsﬂmpa]
A 200
3
53, =1 = 10 _ 3159 mpq

A, 200



