
 

 

Chapitre 
IV.1 Définition: 

Même si les poutres et les b
plus des forces axiales, les poutre
cisaillement. Les poutres sont gé
structures de bâtiments, ... etc. 

Étant donné que le moment f
rotation et une flèche dans une 
nodaux dans un élément de pout

IV.2 Approximation du

Compte tenu du fait qu'un él
de liberté (w1, 1, w2, 2), un
déplacements le long de l'axe d
Par conséquent, la fonction de d

En utilisant la dernière équa
rotation   (x), les conditions aux
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re IV : Elément poutre 

barres ont une morphologie géométrique simil
res supportent des moments de flexion et des fo
énéralement utilisées dans les ponts, les fondati

fléchissant et les forces de cisaillement provoqu
 direction normale à l'axe de la poutre, les para
tre 1–2 sont illustrés à la Figure IV.1. 

 

Fig. IV-1 Elément poutre 

du champs de déplacement: 

lément de poutre bidimensionnel (2D) a quatre
un polynôme approprié u(x) pour la distributi
de la poutre doit contenir quatre constantes inc
 déplacement doit avoir la forme fonctionnelle su

                                    

ation, ainsi que la relation entre la flèche w(
x limites: 
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imilaire, en 
orces de 
tions, les 

uent une 
aramètres 

e degrés 
tion des 
connues. 

 suivante: 
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(x) et la 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 



 

 

donnent les équations suivant

3a

Les équations ci-dessus peuv
rapport aux paramètres a0, a1, a2

La solution de cette dernière 

Maintenant, on peut écrire
déplacement nodaux: 

42 

tes: 

a0=u1 

a1= 1 

20123
123 uaLaLaL =+++  

212
2

3 23 θ=++ aLaLa  

uvent être écrites en format matricielle suiva
2, a3 : 

                           

 équation donne: 

                           

re le champs de déplacement u(x) en foncti

 

                                

 

ante par 

                           (4.10) 
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ion des 
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(4.9) 
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Avec N1, N2, N3 et N4 sont les fonctions de forme: 

 

IV.3 Matrice élémentaire de la poutre: 

Comme il est connu de la mécanique des solides, les efforts internes, c'est-à-dire 
les moments fléchissant M(x) et les efforts tranchants T(x) peuvent être écrits en 
fonction des déplacements w(x) : 

3

2

3

3

)()(

)()(

x
xwEIxM

x
xwEIxT

∂
∂

=

∂
∂

=

 

Tenant en compte l'équation de déplacement w(x), ces efforts internes peuven 
écrits: 
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En dérivant les fonctions de formes: 
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A partit de la figure Fig. IV.1 les conditions aux limites élémentaires peuvent êtres 
écrites: 
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Combinant les équations  
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Ces quatre dernière équations peuvent être assemblées dans un système matriciel: 
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Une fois les déplacements nodaux w1, 1, u2 et 2 sont connus, le champs de 
déplacement w(x), des efforts tranchants T(x) et des moments fléchissant M(x) le long 
de la poutre peuvent être calculée à l'aide des équations (4.13), ( 4.22) et (4.23), 
respectivement. 

Il est à noter que l'équation (4.32) correspond à un élément de poutre 2D soumis 
aux seules forces nodales. Dans le cas de poutres chargées par des charges réparties 
entre les nœuds, des forces nodales équivalentes doivent être dérivées pour simuler les 
effets des charges réparties. À cette fin, l'élément de poutre doit être supposé reposer 
sur des supports fixes aux deux extrémités, puis les charges nodales équivalentes 
simulant les effets de charge réparties doivent être calculées. Ces charges nodales 
équivalentes doivent être ajoutées aux extrémités de chaque élément en tant que 
charges externes. Le tableau 6.1 résume les charges nodales équivalentes pour les cas 
courants de charges réparties. Compte tenu des valeurs T1,M1,T2,M2 des forces 
nodales équivalentes ainsi que de la nomenclature de la Figure 4.2, l'élément Equation 
(4.32) peut maintenant s'écrire sous la forme suivante : 
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Fig. IV-2 Charges équivalentes pour les charges réparties 



 

 

IV.4 Exercices: 

IV.4.1 Exercice 01: 

Déterminer les déplacements
poutre indiquées sur la figure Fi

Données:  L=8m,  q=3KN/m

Solution: 

a) Vecteurs des forces nodau

Puisque on a une poutre sou
étape est la transformation de la
En tenant compte du tableau 4.2
être utilisée : 

Fig. IV

où les charges équivalentes a
par les formules suivantes : 

F1=qL/2=12 000 N,      M1=qL

F-
2=qL/2=12 000 N,      M-

2=

F+
2=q(2L)/2=24 000 N,      M
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s nodaux ainsi que les efforts internes T et M 
ig. IV-3. 

/m,  E=200GPa,   I=125x10-6m4 

 

Fig. IV-3 

ux: 

soumise uniquement à des forces répartie, la p
a charge uniforme "q" en forces nodales équiv

4.2, la simulation suivante de la structure donn

 

IV-4 Forces nodaux équivalentes 
agissant sur les nœuds de chaque élément sont donn

qL2/12=16 000 N.m 

=qL2/12=16 000 N.m 

M+
2=q(2L)2/12=64 000 N.m 

M dans la 

première 
valentes. 

onnée doit 

données 



 

 

F3=q(2L)/2=24 000 N,      M3

b)  Equations élémentaire  

Elément 1, nœud 1-2 

Elément 2: nœuds 2-3 

c) Agrandissement des équati

Les équations des éléments l
degrés de liberté de l'ensemble d

Elément 1, nœud 1-2 

Elément 2 nœuds 2-3 
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3=q(2L)2/12=64 000 N.m 

 

tions des éléments en coordonnées globales 

locaux ci-dessus doivent maintenant être étendu
 de la structure : 

 

 

 

dues aux 

 



 

 

(d) quation structurelle en c

L'équation structurelle en coo
des équations des éléments dé
équations des éléments ci-dessus, 

L'équation ci-dessus peut être

Ou                                         

e) Les conditions aux limites:

Pour la dérivation du systèm
nodal, les conditions aux limite
structurelle ci-dessus. Compte te
six conditions aux limites suivan

(a) Conditions aux limites pou

(b) Conditions aux limites pou
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coordonnées globales 

oordonnées globales peut être obtenue par superpos
éveloppés ci-dessus. Par conséquent, en ajou

ssus, l'équation globale suivante peut être obtenue

re écrite sous la forme matricielle suivante : 

 

 

s: 

me algébrique fournissant le champ de déplace
es du problème doivent être incorporées à l'é
enu des types d'appuis ainsi que des forces nod
ntes peuvent être spécifiées : 

s pour les déplacements nodaux 

 

s pour les forces nodales 

(5)  M2=0 

(6)  M3= 0 

 

position 
outant les 

 : 

 

acement 
équation 
ales, les 

(01) 



 

 

Les conditions aux limites ci
format matriciel : 

(a) Conditions aux limites pou

ou dans un format abrégé : 

(b) Conditions aux limites pou

ou dans un format abrégé : 

Ou                                       

On somme les deux équations:

(f) Système algébrique pour l

En combinant l'équation struc
dessus (équation 02), le système
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ci-dessus peuvent maintenant être exprimées d

s pour les déplacements nodaux 

 

 

 

s pour les forces nodales 

 

 

 

ons: 

 

la dérivation des déplacements nodaux 

cturelle dérivée (01) avec les conditions aux limit
e algébrique suivant peut être obtenu : 

(

dans un 

mites ci-

(02) 



 

 

Ou en format abrégé:                 

Avec:  

La solution du système ci-de
sur les appuis de la poutre : 
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essus donne les déplacements nodaux et les réac

 

 

réactions 



 

 

(g) Déplacements, forces de c

Connaissant les déplacemen
u(x), les forces de cisaillement T
de la poutre peuvent être obtenus

Elément1: nœuds 1-2 

Dérivation des déplacements

Fig. IV-5 Représentation 

Dérivation des efforts trancha

51 

cisaillement et moments de flexion 

nts nodaux {u1, 1,u2, 2,u3, 3}T, les déplace
T(x) et les moments fléchissant M(x) pour tout

nus : 

ts 

 

 

on graphique du déplacement u(x) sur l'élément

ants 

 

cements 
t point x 

 

t 1 
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Fig.IV-6 Diagramme de T(x) sur l'élément 1 

Dérivation des moments fléchissant 

 

 

Fig.IV-7 Diagramme du moment fléchissant M(x) 

 

Elément 2: nœuds 2-3 

Dérivation des déplacements 
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Fig.IV-8 Représentation graphique de déplacement u(x) pour l'élément 2 

Dérivation des efforts tranchants 

 

Fig.IV-9 Diagramme de l'effort tranchant T(x) sur l'élément 2 

Dérivation des moments fléchissant 



 

54 
 

 

Fig.IV-10 Diagramme du moment fléchissant M(x) sur l'élément 2 

IV.4.1 Exercice 02: 

Pour la poutre de section circulaire de diamètre d (Fig. IV-11), calculez le 
déplacement transversal du nœud 2 ainsi que les réactions V1, M1 et V3. Tracez les 
diagrammes T et M et déterminez la contrainte maximale supportée par la poutre. 
Application numérique : L = 0,8 m, E = 21⋅104 MPa, F = 4 kN, d = 60 mm.  

 

 

 

 

Fig.IV-11 

 

On part de l’expression de la matrice de rigidité pour un élément de poutre dans un 
système local d’axes de coordonnées : 

 

F 

L L 
1 2 3 

V1 

M1 

V3 

d 
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On particularise cette expression pour chacune des deux régions 1-2 
respectivement 2-3, en négligeant les lignes et les colonnes 1 et 4, à cause de 
l’absence des forces axiales : 
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En assemblant les deux matrices de rigidité, on aura : 
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En écrivant l’équation fondamentale de la MEF, on aura : 
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Par l’addition des deux relations, il en résulte : 
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En choisissant les lignes et les colonnes 3, 4 et 6, on obtiendra : 
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d’où il en résulte : W2 = 
EI
FL3
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− , ϕ2 = 
EI
FL2
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−  et          ϕ2 = 
EI
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 les coefficients αi sont des paramètres généraux 

 Pi({x}) est une base polynomiale 

La substitution de { } à la place de {u} ne satisfera en général pas à l'équation 
différentielle (6.1) et entraînera un résidu sur le domaine ; C'est, 

 B({ }) ≠ 0  dans Ω 

L'essence des méthodes des résidus pondérés est de forcer le résidu à êtres nul dans 
une moyenne sur l'ensemble du domaine. Pour ce faire, on multiplie le résidu par une 
fonction de pondération et on force l'intégrale du résidu pondéré à s'annuler sur tout le 
domaine ; C'est, 

 

Il existe une variété de méthodes résiduelles telles que la méthode de collocation, 
la méthode des sous-domaines, la méthode des moindres carrés, la méthode des 
moments et la méthode de Galerkin. Ils diffèrent tous dans le choix de la fonction de 
pondération . La plus populaire est cependant la méthode de Galerkin, et c'est la seule 
décrite dans ce chapitre. 

La « méthode des éléments finis » est un cas particulier basé sur la formulation de 
Galerkin avec une construction systématique de l’approximation par sous domaine « 
éléments finis ». 

V-3 La méthode de Galerkin: 

Dans la méthode de Galerkin, la fonction de pondération est simplement la 
variation de la fonction d'essai elle-même ; C'est, 

 

En remplaçant ψ et { }, l'équation (6.4) devient 

 

Puisque la relation précédente doit être égale à zéro pour tout i arbitraire, elle 
peut s'écrire sous la forme 


