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La méthode des volumes finis 

 

1   Introduction : 

La méthode des volumes finis est une méthode numérique qui permet d’approcher la solution 

d’une équation différentielle régissant un phénomène donné. 

2   Etapes de résolution avec la méthode des volumes finis 

1- Définir l’équation du phénomène. 

2- Discrétisation du domaine (subdivision du domaine en volumes finis). 

3- Intégration de l’équation sur chaque volume élémentaire (Théorème de Gauss ou 

théorème d’Ostrogradiski). 

4- Traitement des conditions aux limites. 

5- Formation du système d’équations algébriques résultants et sa résolution. 

6- Présentation des résultats (comparaison avec la solution analytique ou à l’expérience). 

3  Volumes de contrôles en volumes finis  

- Volume de contrôle à une dimension (1D) 

 
- Volume de contrôle à deux dimensions (2D) 
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- Volume de contrôle à trois dimensions (3D) 

 
 

 
 
 

3  Exemples du phénomène de transfert de chaleur qui est gouverné par l’équation de la 

diffusion 
 

 

Cette équation peut s’écrire d’une manière générale sous la forme : 
𝜕Φ

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣 Γ𝑔𝑟𝑎𝑑Φ + SΦ = 0          (1) 

 

 

Où Γ est le coefficient de la diffusivité qui dépend du matériau utilisé 

  

L’équation (1) dans un repère cartésien s’écrit comme suit : 

𝜕Φ

𝜕𝑡
+
𝜕

𝜕𝑥
 Γ
∂Φ

𝜕𝑥
 +

𝜕

𝜕𝑦
 Γ
∂Φ

𝜕𝑦
 +

𝜕

𝜕𝑧
 Γ
∂Φ

𝜕𝑧
 + SΦ = 0   (2) 
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3.1 Cas de transfert thermique dans un fil électrique d’une longueur L sans terme source 

 
On considère le domaine 1D sans terme source (ni perte et ni de gain de chaleur dans le 

domaine) 

 

 
 

Etape 1 Définir l’équation du phénomène 

 

 

L’équation de la diffusion suivant la direction 𝑥  est comme suit : 

 

 
𝜕

𝜕𝑥
 Γ
∂Φ

𝜕𝑥
 = 0 

 

Etape 2 : le maillage du domaine 

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Etape 3- intégration de l’équation sur chaque volume de contrôle (Théorème d’Ostrogradski ) 

L’application du théorème d’Ostrogradiski permet de transformer une intégrale de volume en 

intégrale de surface : 
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 𝑑𝑖𝑣 Φ 𝑑𝑉 =

𝑉𝑐

  Φn  𝑑𝑆

𝑆𝑐

     

 

⟹  𝑑𝑖𝑣 Γ𝑔𝑟𝑎𝑑Φ 𝑑𝑉 =

𝑉𝑐

   Γ𝑔𝑟𝑎𝑑Φ n  𝑑𝑆

𝑆𝑐

 

 

⇒  
𝜕

𝜕𝑥
 Γ
∂Φ

𝜕𝑥
 𝑑𝑉 =

𝑉𝑐

   Γ
∂Φ

𝜕𝑥
 n  𝑑𝑆 = 0

𝑆𝑐

 

 
 

  Γ
∂Φ

𝜕𝑥
 n  𝑑𝑆 =   Γ

∂Φ

𝜕𝑥
 
𝑤
𝑛𝑤𝐴𝑤  +   Γ

∂Φ

𝜕𝑥
 
𝑒
𝑛𝑒𝐴𝑒 = 0

𝑆𝑐

 

 
 

 

 
 
 

=   Γ
∂Φ

𝜕𝑥
 
𝑤

(−1)𝐴𝑤 +   Γ
∂Φ

𝜕𝑥
 
𝑒

(1)𝐴𝑒 = 0 

 

  

=   Γ
∂Φ

𝜕𝑥
𝐴 

𝑒
 −   Γ

∂Φ

𝜕𝑥
𝐴 

𝑤
 = 0 

 

 
 

=   Γe

ΦE − ΦP

𝛿𝑥𝑒
𝐴𝑒  −   Γw

ΦP − ΦW

𝛿𝑥𝑤
𝐴𝑤 = 0  

 

 −  
Γe .𝐴𝑒
𝛿𝑥𝑒

+
Γw .𝐴𝑤
𝛿𝑥𝑤

 ΦP
 +

Γw .𝐴𝑤
𝛿𝑥𝑤

ΦW +  Γe .𝐴𝑒
𝛿𝑥𝑒

ΦE = 0  

 

 𝑜𝑛 𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 ⟹

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 𝑎𝑃Φ𝑃
 = 𝑎𝑊Φ𝑊 +  𝑎𝐸Φ𝐸    

𝐴𝑣𝑒𝑐 ∶

𝑎𝑊 =
Γ𝑤 .𝐴𝑤
𝛿𝑥𝑤

    𝑒𝑡   𝑎𝐸 =
Γe .𝐴𝑒
𝛿𝑥𝑒

𝑎𝑃 = 𝑎𝑊 + 𝑎𝐸

Γe =
Γ𝐸 + Γ𝑃

2
      et      Γw =

Γ𝑃 + Γ𝑊

2

  

 
Etape 4 : traitement des conditions aux limites 
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Nœud 1 :  
 

 
 

 

 Γ
∂Φ

𝜕𝑥
𝐴 

𝑒
−  Γ

∂Φ

𝜕𝑥
𝐴 

𝑤
=   Γe

Φ𝐸 − Φ𝑃

𝛿𝑥𝑒
𝐴𝑒  −   Γw

Φ𝑃 − 𝑇𝐴
𝛿𝑥𝑤

2

𝐴𝑤 = 0  

 

=  −  Γe

Φ𝐸 − Φ𝑃

𝛿𝑥𝑒
𝐴𝑒 

 −   Γw

Φ𝑃 − 𝑇𝐴
𝛿𝑥𝑤

2

𝐴𝑤 = 0  

  

 −  
Γe .𝐴𝑒
𝛿𝑥𝑒

+
2 Γw .𝐴𝑤
𝛿𝑥𝑤

 ΦP
 + 2

Γw .𝐴𝑤
𝛿𝑥𝑤

𝑇𝐴 +  Γe .𝐴𝑒
𝛿𝑥𝑒

ΦE = 0  

 

  (𝑎𝐸+2𝑎𝑊  ) Φ
𝑃
 = 2𝑎𝑊𝑇𝐴 +  𝑎𝐸Φ𝐸     

 

Nœud 5  
 

 
 
 

 Γ
∂Φ

𝜕𝑥
𝐴 

𝑒
−  Γ

∂Φ

𝜕𝑥
𝐴 

𝑤
=   Γe

𝑇𝐵 − Φ𝑃

𝛿𝑥𝑒
2

𝐴𝑒  −   Γw

Φ𝑃 − Φ𝑊

𝛿𝑥𝑤
𝐴𝑤 = 0  

 

 

=  −  Γe

𝑇𝐵 − Φ𝑃

𝛿𝑥𝑒
2

𝐴𝑒  −   Γw

Φ𝑃 − Φ𝑊

𝛿𝑥𝑤
𝐴𝑤 = 0  

  

 −  2
Γe .𝐴𝑒
𝛿𝑥𝑒

+
 Γw .𝐴𝑤
𝛿𝑥𝑤

 ΦP
 +

Γw .𝐴𝑤
𝛿𝑥𝑤

Φ𝑊 + 2  
Γe .𝐴𝑒
𝛿𝑥𝑒

𝑇𝐵 = 0  

 

  (2𝑎𝐸+𝑎𝑊  ) Φ
𝑃
 = 2𝑎𝐸𝑇𝐵 +  𝑎𝑊Φ𝑊     
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Etape 5 : formation du système d’équation algébrique résultant et sa résolution : 
 

 
 

𝑎𝑊Φ𝑊 −  𝑎𝑃Φ𝑃
 +  𝑎𝐸Φ𝐸 = 0   

 

𝑎𝑖−1Φ𝑖−1 −  𝑎𝑖Φ𝑖
 +  𝑎𝑖+1Φ𝑖+1 = 0   
 
 

 

Nœuds 2,3 et 4 ⟹   

𝑎1Φ1 −
 𝑎2Φ2

 +  𝑎3Φ3 = 0          

𝑎2Φ2 −  𝑎3Φ3
 +  𝑎4Φ4 = 0  

𝑎3Φ3 −  𝑎4Φ4
 +  𝑎5Φ5 = 0  

  

 
 

Nœud 1                                                ⟹− 𝑎1Φ1
 +  𝑎2Φ2 = −2𝑎𝑊T𝑊    

 

Nœud 5                                                   ⟹ 𝑎4Φ4
 −  𝑎5Φ5 = −2𝑎𝐸T𝐵   

 
 

Mise sous forme matricielle 
 

⟹

 
 
 
 
 
 
 
−𝑎1 𝑎2 0 0 0

𝑎1 −𝑎2 𝑎3 0 0

0 𝑎2 −𝑎3 𝑎4 0

0 0 𝑎3 −𝑎4 𝑎5

0 0 0 𝑎4 −𝑎5 
 
 
 
 
 
 

×

 
  
 

  
 

Φ1

Φ2

Φ3

Φ4

Φ5 
  
 

  
 

=

 
  
 

  
 
−2𝑎𝑊T𝑊

0

0

0

−2𝑎𝐸T𝐵  
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