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Chapitre 1

Notions fondamentales en théorie des
langages

1.1 Rappels sur la théorie des ensembles

1.1.1 Définitions

Définition 1 : Un ensemble est une collection d’objets sans répétition. Si un objet appartient
a un ensemble A, on dit qu’il est élément de cet ensemble et 1'on note x € A. On distingue un
ensemble particulier noté () qui ne contient aucun élément.

Un ensemble est noté par {...} ot les pointillés indiquent les éléments de 1'ensemble ou
une caractéristique de ses éléments. Il existe principalement trois moyens pour définir un
ensemble :

— Définition par extension : cette définition consiste a donner tous les éléments d'un

ensemble. Exemple : {0, 1, 2, 3, 4}. Cette définition n’est valable que si 'ensemble est fini.

— Définition par compréhension : cette définition consiste a définir les éléments d'un

ensemble par les propriétés qui les définissent. En d’autres termes, on écrira {x|x vérifie
une propriété P(x)}. Exemple : {n € Njn = 2 = 0} définit les nombres entiers pairs. Bien
évidemment, cette définition permet de représenter des ensembles finis ou infinis mais
attention, quand méme, au paradoxe de Russel (I'ensemble qui contient tous les ensembles
est-il un ensemble ou quoi exactement... ?)

— Définition par induction : cette définition est tres utile car elle permet de montrer fa-

cilement des propriétés vérifiées par les éléments. La définition par induction consiste
a définir un ensemble par certains éléments triviaux (c’est-a-dire des éléments dont on
sait, sans démonstration, qu’ils appartiennent a ’ensemble) et des regles d’induction
permettant de retrouver d’autres éléments de 1’ensemble en fonction de ceux connus
jusqu’ici. La forme générale des regles d’induction est la suivante : x € A = f(x) € A
tel que f est un moyen permettant de construire d’autres éléments en fonction de l'ar-
gument. Exemple : I'ensemble des entiers peut étre représenté comme suit : N = {0;x €
N= (x+1) € N}

La définition par induction est utile car elle facilite la démonstration des théoremes.
Par exemple, tout le monde connait le principe de démonstration par récurrence d'une
propriété P(n) (n € N) :
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— on montre d’abord que P(0) est vérifiée

— on montre que si P(n) est vérifiée alors P(n + 1) est vérifiée

Ce principe peut étre facilement étendu a toute définition par induction. En effet, soit A

un ensemble défini par induction par {triv(A);x € A = fi(x) € A,..,x € A = fr(x) €

A, } ot triv(A) sont les éléments triviaux de A. Soit a démontrer qu'une propriété P est

vérifiée par les éléments de A. On procede comme suit :

— pour chacun des éléments triviaux de A, s’assurer que P est vérifiée

— pour chaque regle d’induction x € A = fi(x) € A, montrer que P(x) = P(fi(x)) est
vérifiée.

Ce type de démonstration est appelé démonstration par induction.

1.1.2 Opérations sur les ensembles

Nous pouvons définir plusieurs opérations sur les ensembles. Ces opérations permettent
soit de comparer des ensembles soit de construire d’autres ensembles.

Comparaison des ensembles

Les ensembles peuvent étre comparés de différentes manieres selon les éléments qui les
contiennent. Néanmoins, il existe une comparaison qui peut étre appliquée a n'importe quels
ensemble, il s’agit de 1'inclusion. Formellement, on dit qu'un ensemble A est inclus ou égal a
un autre ensemble B, et 'on note A C B, si Vx € A, x € B. On dira alors que A est un sous-
ensemble de B. Exemple : {a,b,c} C {a,b, ¢, d}. Nous pouvons définir une notion encore plus
forte : I'égalité. Deux ensembles A et B sont égaux (c’est-a-dire qu’ils contiennent les mémes
éléments) si A C BetB C A.

On peut alors annoncer certains résultats :

- () C A quelque soit I'ensemble A

-ACO=A=0

— si A est défini par {x|P(x) est vérifiée} alors les éléments de tout sous-ensemble de A

vérifient P.

Construction d’autres ensembles

Soient A et B deux sous-ensembles quelconques de ). Supposons que A (resp. B) soit
défini par compréhension avec {x|Pa (x)} (resp. {x|Pg(x)}). Supposons également que A (resp.
B) soit défini par induction avec {triv(A);x € A = fa(x) € A} (resp. {triv(B);x € B = fg(x) €
B}). On définit alors les opérations suivantes :

— L'union, notée AUB, comporte tout élément appartenanta A ou B (AUB = {x|x € AVx €
B}). Cette opération peut étre définie par compréhension avec {x|P (x)\VPg(x)}. Elle peut
méme étre définie par induction avec {triv(A) U triv(B);x € A = fa(x) € A,x € B =
fg(x) € B}.

— L'intersection, notée A N B, comporte tout élément appartenant a A et B (AN B = {x|x €
A A x € B}). Elle peut étre définie par compréhension avec {x|Pa (x) /A Pg(x)}. Malheu-
reusement, on ne peut pas la définir par induction mais on note, quand méme, que
triv(A) N triv(B) peuvent étre considérés comme des éléments triviaux de A N B.
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- La différence, notée A — B, comporte tout élément appartenant a A et qui n’appartient
pasa B (A—B = {x[x € A/Ax ¢ B}). Elle peut étre définie par compréhension avec
{x[Pa (x) A —Pg(x)}. Malheureusement, on ne peut pas la définir par induction.

— Le complément, noté A = Q — A. On peut le définir par compréhension avec {x|=Pa (x)}.
Malheureusement, on ne peut pas le définir par induction.

— Le produit cartésien, noté A x B, est 'ensemble des paires (a, b) tellesque a € Aetb € B.
On peut le définir par compréhension avec {(x,y)|Pa (x) A Pg(y)}. Il peut également étre
défini par induction avec {triv(A) x triv(B)|(x,y) € A x B = (fa(x),fg(y)) € A x B}.

2A

— L'ensemble des parties de A, noté 2%, est I'ensemble de tous les sous-ensembles de A.

Exemple1: A ={a,b}, B={a,c}, Q ={a,b,c}:

- ANB ={a};

- AUB ={a,b,c};
- A—B={b};

- A={c};

A x B ={(a,a),(a,b),(b,a), (b,c)};
- 2A — {®7{a}7 {b}7{a7 b}}

Mesures sur les ensembles

Ces opérations ont pour objectif de construire une valeur numérique caractérisant 1’en-
semble. La mesure la plus utilisée et celle de la cardinalité. Elle est notée card(A) et représente
le nombre d’éléments de A. Si I’ensemble est infini alors sa cardinalité est co.

Par ailleurs, on peut facilement montrer que card(A x B) = card(A).card(B) et que
card(2?) = 2card(A)

1.2 Théorie des langages

La théorie des langages utilise un certain nombre de concepts ainsi qu'une certaine ter-
minologie. Nous allons d’abord définir certaines notions capitales qui sont les bases de cette
théorie.

1.2.1 Notions sur les mots

Définition 2 : Un symbole est une entité abstraite (par abstraite, on veut dire que le symbole
abstrait une idée). Les lettres et les chiffres sont des exemples de symboles fréquemment utili-
sés , mais des symboles graphiques peuvent également étre considérés comme des symboles.

Exemple 2 :
— les chiffres 0,1,...,9 sont des symboles (ils servent & dénombrer);
— les lettres arabes, latines, cyrilliques, grecques, ... sont des symboles qui dénotent des
VOix ;
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— les pictogrammes chinois sont des symboles qui dénotent des concepts, des idées, etc.

Définition 3 : Un alphabet est un ensemble de symboles. Il est également appelé le vocabulaire.

Définition 4 : Un mot (ou bien une chaine) défini sur un alphabet A est une suite finie de
symboles juxtaposés de A.

Exemple 3 :
— Le mot 1011 est défini sur l’alphabet {0, 1}
— Le mot 1.23 est défini sur I'alphabet {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, .},

1.2.2 Longueur d'un mot

Siw est un mot, alors sa longueur est définie comme étant le nombre de symboles contenus
dans w, elle est noté par |[w|. Par exemple, |abc| = 3, |aabbal = 5. En particulier, on note le
mot dont la longueur est nulle par ¢ : [¢| = 0.

On définit également la cardinalité d'un mot w par rapport a un symbole a € A : [w|q
comme étant le nombre d’occurrence de a dans w. Par exemple, |abc|q = 1, |aabbal, = 2.

1.2.3 Concaténation des mots

Soient w; et wy deux mots définis sur 'alphabet A. La concaténation de w; et ws est un
mot w défini sur le méme alphabet. w est obtenu en écrivant w; suivi de wy, en d’autres
termes, on colle le mot wy a la fin du mot wy :

Wi = Qaj...dn, Wo = b1bo...biyy
w = al...anblbg...bm

La concaténation est noté par le point, mais il peut étre omis s’il n'y a pas de d’ambiguité.
On écrira alors : w = wi.wy = Wiws.

Propriété de la concaténation

Soient w, w; et wy trois mots définis sur 1’alphabet A :

— wiwa| = [wi| + [wal;

- Va € A:wiwalqa = Wila + Wala;

— (w1.wa). w3 = wy.(wae.w3) (la concaténation est associative) ;

- w.e = e.w =w (¢ est un élément neutre pour la concaténation) ;

L’exposant

L'opération w.w est notée par w?. En généralisant, on note w" = w...w. En particulier,

n fois
'exposant 0 fait tomber sur ¢ : w? = ¢ (le mot w est répété 0 fois).
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Le mot miroir

Soit w = ajas...an un mot sur A. On appelle mot miroir de w et on le note par wR le mot
obtenu en écrivant w l'envers, c’est-a-dire que wR = a,,...asa;. Il est donc facile de voir que
(WR)R = w.

Certains mots, appelés palindromes, sont égaux a leur miroir. En d’autres termes, on lit la
méme chose dans les deux directions. Par ailleurs, on peut facilement vérifier que : (u.v)R
vR R,

Préfixe et suffixe

Soit w un mot défini sur un alphabet A. Un mot x (resp. y) formé sur A est un préfixe
(resp. suffixe) de w s’il existe un mot u formé sur A (resp. v formé sur A) tel que w = xu (resp.
w =vy). Si w = ajas...a, alors tous les mots de I'ensemble {¢, a;, ajas, ajasas, ..., ajaz...an}
sont des préfixes de w. De méme, tous les mots de 'ensemble {¢, an, An—1an, An—2an—10an, ...,
aias...an ) sont des suffixes de w.

Mots conjugués

Deux mots x et y sont dits conjugués s’il existe deux mots u et v tels que : x = uv ety = vu.
1.2.4 Notions sur les langage

Définition 5 : Un langage est un ensemble (fini ou infini) de mots définis sur un alphabet
donné. Evidemment, un langage peut étre défini par extension, par compréhension ou par
induction. Cette derniére maniéere porte une importance particuliere pour les langages.

Exemple 4 :
— Langage des nombre binaires définies sur 1’alphabet {0, 1} (infini) ;
— Langage des mots de longueur 2 défini sur 1’alphabet {a, b}={aa, ab, ba, bb};
- Langage Pascal (quel est son alphabet?);
— Langue frangaise (quel est son alphabet ?).

Opérations sur les langages

Les langages sont des ensembles. On peut alors leur appliquer n'importe quelle opération
ensembliste. Cependant, vu la particularité des éléments constituant les langages (des mots),
certaines de leurs opérations ne peuvent étre appliquées qu’a eux.

Soient L, L; et L trois langages définis sur I'alphabet X, on définit les opérations suivantes :

— L'union : notée par + ou | plutét que U. L1 + Ly ={wlw € L; Vw € Ly};

— L'intersection: L1 NLy ={wjw € L1 Aw € Ly};

— Le complément : L = {tous les mots w sur X|w ¢ L};

— La concaténation (opération non ensembliste) : L1.Ly = {w[Fu € L,3v € Ly : w =uv};

— Exposant (opération non ensembliste) : L™ = L.L.L = {w|[Fu,us,..upn € L : w =

n fois
UUg... Un };
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— Fermeture transitive de Kleene (opération non ensembliste) : notée L* = (J; 5, L. En
particulier, si L = X on obtient X* c’est-a-dire 1'ensemble de tous les mots possibles
sur I'alphabet X. On peut ainsi définir un langage comme étant un sous-ensemble quel-
conque de X*;

— Fermeture non transitive (opération non ensembliste) : L™ = | J;_, L;

— Le langage miroir (opération non ensembliste) : LR ={w|3u € L:w =uR}.

Propriétés des opérations sur les langages

Soit L, Ly, Ly, L3 quatre langage définis sur 1’alphabet A :
- I*=L"+{e};

- L1.(L2.L3) = (L1.L2).L3;

- L1.(Ly + L3) = (L1.Lo) + (L1.L3) ;
CLLAL;

- Li.(LaNL3) # (L NLg).(Ly NLs);
Sl £ Lyl

- L*L*=1L1L%;

- L.(Lo.Ly)* = (L. Lo)* Ly ;

- (L1 + L2)* = (LTL5)*;

- LI+ L5 # (L + L)

1.3 Grammaire (systeme générateur de langage)

Nous avons dit plus haut que la définition des langages par induction revéte une impor-
tance particuliere. En effet, une telle définition permet de construire un langage infini avec
un nombre restreint de concepts. De plus, elle facilite énormément les processus de démons-
tration des théoremes grace au principe de démonstration par induction (vu dans la section
1).

Cependant, I’avantage le plus important des définitions inductives est qu’elles permettent
de comprendre les structures d’un langage ce qui facilite son appréhension. En effet, sans
le contexte des langages, la régles d'induction possede un autre nom : la grammaire. Ainsi,
une grammaire est un moyen permettant de décrire la construction des mots d’un langage.
Elle a plusieurs avantages : elle permet de raisonner sur le langage, elle permet de construire
des algorithmes efficaces pour le traitement des langages et enfin, et c’est ce qui est le plus
important dans le vie courante, elle facilite 'apprentissage des langages.

Afin de mieux comprendre ce qu’est une grammaire et estimer réellement sa valeur, nous
allons prendre un exemple.

1.3.1 Exemple introductif

Pour analyser une classe de phrases simples en frangais, on peut supposer qu'une phrase
est construite de la maniere suivante :

— PHRASE — ARTICLE SUJET VERBE ARTICLE COMPLEMENT

— SUJET — "garcon" ou "fille"
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— VERBE — "voit" ou "mange" ou "porte"

- COMPLEMENT — ARTICLE NOM ADJECTIF
— ARTICLE — "un" ou "le"

— NOM — "livre" ou "plat" ou "wagon"

— ADJECTIF — "bleu" ou "rouge" ou "vert"
En faisant des substitutions (on remplace les parties gauches par les parties droites) on
arrive a générer les deux phrases suivantes.

Le garcon voit un livre rouge
Une fille mange le plat vert

De méme, a partir des phrases, on peut retrouver la catégorie de chaque mot en utilisant ces
regles. On dit ici que PHRASE, ARTICLE, SUJET sont des concepts du langage ou encore des
symboles non-terminaux (car ils ne figurent pas dans la phrase aux quelles on s’intéresse).
Leur role consiste a construire les phrases du langage. Les symboles GARCON, FILLE, VOIT,
MANGE, etc sont des terminaux puisqu'’ils figurent dans le langage final (les phrases).

Le processus de génération de la phrase a partir de ces regles est appelé dérivation. Voici,
un exemple :
PHRASE — ARTICLE SUJET VERBE ARTICLE COMPLEMENT — "le" SUJET VERBE AR-
TICLE COMPLEMENT — "le" "garcon" SUJET VERBE ARTICLE COMPLEMENT — "le" "gar-
¢on" "voit" ARTICLE COMPLEMENT — "le" "garcon" "voit" "le" COMPLEMENT — "le" "gar-

"non

con" "voit" "le" "livre"
1.3.2 Définition formelle des grammaires

Définition 6 : On appelle grammaire le quadruplet (V, N, X, R)

— V est un ensemble fini de symboles dits terminaux, on 1’appelle également vocabulaire
terminal ;

— N est un ensemble fini (disjoint de V) de symboles dits non-terminaux ou encore concepts ;

— S un non-terminal particulier appelé axiome (point de départ de la dérivation);

— R est un ensemble de regles de productions de la forme g — d tel que g € (V+ N) T et
d € (V+ N)*. La notation g — d est appelée une dérivation et signifie que g peut étre
remplacé par d.

Par convention, on utilisera les lettres majuscules pour les non-terminaux, et les lettres
minuscules pour représenter les terminaux. Les regles de la forme ¢ — « sont interdites.
Pourquoi ?

. . s . . ’ . *

Soit une suite de dérivations : w; — we — w3z — ... — wy_alors on écrira : w; — wy,. On

dit alors qu’il y a une chaine de dérivation qui méne de w; vers wy,.

Exemple 5 : Soit la grammaire G = ({a},{S},S,{S — aS|e}). On peut construire la chaine de
dérivation suivante : S — aS — aaS — aaaS...

Définition 7 : Soit une grammaire G = (V, N, S, R). On dit que le mot u appartenant a V* est
dérivé (ou bien généré) a partir de G s'il existe une suite de dérivation qui, partant de ’axiome
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S, permet d’obtenir u : S = u (on appelle S = u). Le langage de tous les mots générés par
la grammaire G est noté L(G). Notez qu'un expression, dérivée a partir de 'axiome, n’est
considérée appartenant a L(G) que si elle ne comporte aucun non-terminal.

Exemple 6 : Soit la grammaire G = ({a, b},{S, T}, S,{S — aS|aT, T — bT|b}). Elle génere les
mots abb et aab parce que S — aT — abT — abbetS — aS — aal — aab. On peut
facilement voir alors que le langage généré par cette grammaire est : tous les mots sur {a, b}
de la forme a™b™ avec m,n > 0.

Définition 8 : Etant donnée une grammaire G = (V, N, S, R), les arbres de syntaxe de G sont
des arbres ot1 les noeuds internes sont étiquetés par des symboles de N, et les feuilles étiquetés
par des symboles de V, tels que, si le nceud p apparait dans 1’arbre et si la régle p — a;...an
(aj terminal ou non terminal) est utilisée dans la dérivation, alors le nceud p possede n fils
correspondant aux symboles a;.

Si I’arbre syntaxique a comme racine S, alors il est dit arbre de dérivation du mot u tel que
u est le mot obtenu en prenant les feuilles de I’arbre dans le sens gauche—droite et bas—haut.

Exemple 7 : Soit la grammaire G = ({a, b},{S,T},S,{S — aS[aT, T — bT|b}). Elle génere le
mot aab selon la chaine de dérivation S — aS — aaT — aab. Ce qui donne donc l’arbre
syntaxique suivant :

1.3.3 Classification de Chomsky

La classification de Chomsky est un moyen permettant de maitriser la complexité des
langages ainsi que de celle des grammaires qui les génerent. En effet, certains langage sont
plutdt simples et peuvent étre décrits par des grammaires facilement compréhensibles (comme
I'exemple précédent). Cependant, il existe des langages d’une telle complexité que les gram-
maires qui les génerent sont trop difficile a appréhender (par exemple, {a™n est premier}).

Il faut savoir que plus une grammaire est complexe a définir, plus les algorithmes qui la
manipulent (si jamais ils existent) sont difficiles & apprendre et a mettre en ceuvre. On arrive
alors a une conclusion bien simple et pleine de bon sens : "utiliser des algorithmes simples
pour des langages simples générés par des grammaires simples et réserver les algorithmes
difficiles aux langages et grammaires complexes".

Une question clé apparait alors : comment mesurer la complexité d"une grammaire ou d'un
langage ? On peut, d’ores et déja, écarter la cardinalité d’un langage puisqu’elle ne permet
pas de distinguer langage simple d'un langage complexe. Noam Chomsky a eu le génie de
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remarquer que la complexité d'une grammaire (et celle du langage aussi) dépend de la forme
des régles de production de celle-ci. Chomsky a ainsi proposé quatre classes (hiérarchiques)
de grammaires (et de langages) de sorte qu'une grammaire de type i génére un langage de
type j tel que j > i.

Soit G = (V, N, S, R) une grammaire, les classes de grammaires de Chomsky sont :

— Type 3 ou grammaire réguliére (2 droite!) : toutes les régles de production sont de la
forme g — d ot1 g € N et d = aB tel que a appartient a V* et B appartient a N U {¢};

— Type 2 ou grammaire hors-contexte : toutes les regles de production sont de la forme
g—>dougeNetde (V+N)*;

— Type 1 ou grammaire contextuelle : toutes les regles sont de la forme g — d tel que
ge (N+V)"H, de (V+N)* etlgl <|dl. De plus, si € apparait a droite alors la partie
gauche doit seulement contenir S (I’axiome). On peut aussi trouver la définition suivante
des grammaires de type 1 : toutes les regles sont de la forme aBf — awfp tel que
a,pBe(V+EN)*, BeXetwe (V+N)*;

— Type 0 : aucune restriction. Toutes les régles sont de la forme : d — g, g € (V+ N)T,
de (V+N)*

Il existe une relation d’inclusion entre les types de grammaires selon la figure suivante :

Le type retenu pour une grammaire est le plus petit qui satisfait les conditions. Pour
trouver la classe d'un langage on procede cependant comme suit :

— Chercher une grammaire de type 3 qui le génere, si elle existe, le langage est de type 3
(ou régulier)

— Sinon, chercher une grammaire de type 2 qui le génere, si elle existe, le langage est de
type 2 (ou algébrique)

— Sinon, chercher une grammaire de type 1 qui le génere, si elle existe, le langage est de
type 1 (ou contextuel)

— Sinon, le langage est de type 0.

1.4 Les automates

Les grammaires représentent un moyen qui permet de décrire un langage d’une maniere
inductive. Elles montrent comment les mots du langage sont construits.

Considérons a présent un langage L, on se propose de répondre a la question w € L. On
peut répondre a cette question de plusieurs facons. D’abord, on peut vérifier I'existence de w

1. Il existe également une forme régulieére a gauche



1.4. Les automates 10

Bande en entrée

Téte de L/E

Organe
de
commande

NV
Meémoire

| auxiliaire |

L — |

dans la liste des mots de L (impossible a réaliser si le langage est infini). Si L est défini par
compréhension, on peut alors vérifier si w respecte la propriété du langage. Si L est défini par
une grammaire, on vérifie 1’existence d"une chaine de dérivation pour w, le cas échéant on
conclut que w € L.

Il existe en réalité un autre moyen permettant de répondre a cette question : les automates.
Un automate est une machine qui, aprés avoir exécuté un certain nombre d’opérations sur le
mot, peut répondre a cette question par oui ou non.

Définition 9 : Un automate est une machine abstraite qui permet de lire un mot et de
répondre a la question : "un mot w appartient-il a un langage L ?" par oui ou non. Aucune ga-
rantie n’est cependant apportée concernant le temps de reconnaissance ou méme la possibilité
de le faire.

Un automate est composé de :

— Une bande en entrée finie ou infinie sur laquelle sera inscrit le mot a lire;

— Un organe de commande qui permet de gérer un ensemble fini de pas d’exécution;
— Eventuellement, une mémoire auxiliaire de stockage.

Formellement, un automate contient au minimum :
— Un alphabet pour les mots en en entrée noté X;
— Un ensemble non vide d’états noté Q ;
— Un état initial noté qp € Q;
— Un ensemble non vide d’états finaux q¢ € Q;
— Une fonction de transition (permettant de changer d’état) notée o.

1.4.1 Configuration d’un automate

Le fonctionnement d’un automate sur un mot se fait a travers un ensemble de configura-
tions.

Définition 10 : On appelle configuration d’un automate en fonctionnement les valeurs de
ses différents composants, a savoir la position de la téte L/E, I'état de ’automate et éventuel-
lement le contenu de la mémoire auxiliaire (lorsqu’elle existe). Il existe deux configurations
spéciales appelées configuration initiale et configuration finale.
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Définition 11 : La configuration initiale est celle qui correspond a l’état initial qq et ou1 la téte
de L/E est positionnée sur le premier symbole du mot a lire.

Définition 12 : Une configuration finale est celle qui correspond a un des états finaux qr et
ot le mot a été entierement lu.

On dit qu'un mot est reconnu par un automate si, a partir d’'une configuration initiale, on
arrive a une configuration finale a travers une succession de configurations intermédiaires .
On dit aussi qu'un langage est reconnu par un automate lorsque tous les mots de ce langage
sont reconnus par 1’automate.

1.4.2 C(Classification des automates

Comme les grammaires, les automates peuvent étre classés en 4 classes selon la hiérar-
chie de Chomsky. Il ne faut surtout pas oublier que la classification de Chomsky est une
classification de complexité. Par conséquent, les automates reconnaissant les langages simples
(par exemple ceux de la classe 3) sont plus simples que les automates reconnaissant les lan-
gages complexes. La classification de Chomsky pour les automates consiste a définir, pour
chaque classe de langage, I'”automate minimal permettant de répondre a la question "un mot
w appartient-il a un langage ?"

Nous avons quatre classes d’automates :

— Type 3 ou automate a états fini (AEF) : il reconnait les langages de type 3. Sa structure

est la suivante :
— bande en entrée finie;
— sens de lecture de gauche a droite ;
— Pas d’écriture sur la bande et pas de mémoire auxiliaire.
— Type 2 ou automate a pile : il reconnait les langages de type 2. Sa structure est similaire
a I’AEF mais dispose en plus d'une mémoire organisée sous forme d’une pile infinie ;
— Type 1 ou automate a bornes linéaires (ABL) : il reconnait les langages de type 1. Sa
structure est la suivante :
— Bande en entrée finie accessible en lecture/écriture ;
— Lecture dans les deux sens;
— Pas de mémoire auxiliaire.

— Type 0 ou machine de Turing : il reconnait les langages de type 0. Sa structure est la

méme que I’ABL mais la bande en entrée est infinie.

Le tableau suivant résume les différentes classes de grammaires, les langages générés et
les types d’automates qui les reconnaissent :

Grammaire Langage Automate

Type 0 Récursivement énumérable | Machine de Turing

Type 1 ou contextuelle | Contextuel Machine de Turing a borne linéaire
Type 2 ou hors-contexte | Algébrique Automate a pile

Type 3 ou réguliere Régulier ou rationnel Automate a états fini
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1.5 Exercices de TD

Exercice 1: Déterminez 'alphabet pour chacun des langages suivants :
— Les nombres hexadécimaux;
— Les nombres romains;
— Les nombres réels en Pascal;
— Les identificateurs en Pascal ;
— Le langage Pascal;

Exercice 2 : Trouvez les langages correspondants aux définitions suivantes :
— Tous les mots sur {a, b, c} de longueur 2 contenant un a ou un b mais pas les deux;
— Tous les mots sur {a, b} contenant au maximum deux a ou bien un b;
— Tous les mots sur {a, b} qui contiennent plus de a que de b;
— Le langage L défini comme suit : {¢;u € L = aaub € L}

Exercice 3 : On note par Conj(w) l'ensemble des conjugués de w. Trouvez Conj(w) pour
w=¢,Ww=aacb, w=a"b™

Exercice 4 : On note par Pref(L) I'ensemble suivant : {u|3w € L : u est préfixe de w}. Calculez
Pref(L) dans chacun des cas suivants : L = {ab, ac,¢}, L ={a"b™n,m > 0}, L = {a"b™n >
m}.

On note par Suf(L) I'ensemble suivant : {u/gw € L : u est suffixe de w}. Calculez Suf(L)
pour les langages précédents.

Exercice 5: Définissez la fermeture de Kleene (L*) pour chacun des langages suivants :
- L={e};

- L={a,aa};
- I—:{bvab}/
- L:{a7bb}/

Exercice 6 : Soit X un alphabet, trouvez les mots w € X* qui vérifient :
2 3.
- W =w’;

- Fve X :wd =v2;

Exercice 7 : Précisez le type de chacune des grammaires suivantes ainsi que les types des
langages qui en dérivent :
- G=({a,b},{S,T}S,{S — aabS|aT, T — bS|e});
G = ({a,b,c}{S,T,U},S,{S — bSTalaTb, T — abS|cU, U — S|e});
G = ({x,+,*}{S},S,{S — S+ SIS« S|x});
- G=({0,1,2},{S,T,C,Z,U},S,{S—-TZ,T—0UL, T — 01,U — 0UIC|01C,C]l — 1C,CZ —
72,17 — 12})
G=({0,1,2},{S,C,Z, T},S,{S—>TZ, T — 0T1Cle,C1 - 1C,CZ — Z2,1Z — 1});
G = ({a,b,c},{S,T},S,{S — Ta|Sa, T — Tb|Sble})
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Exercice 8 : Donnez, sans démonstration, les langages générés par les grammaires suivantes.
Dites, a chaque fois, de quel type s’agit-il ? :
- G = ({a},{S},S,{S — abS|b});
({a},{S},5,{S — aSale});
({a},{S},S,{S — aSble});
({a,b},{S}, S, {S — aSalbSble});

-G
-G
-G

Exercice 9 : Donnez les grammaires qui générent les langages suivants :
— Les nombres binaires;

— Les mots sur {a, b} qui contiennent le facteur aa

Exercice 10 : Soient G et G’ deux grammaires qui générent respectivement les langages L et
L’. Donnez une construction qui permet de trouver la grammaire de :

- LL/;

- L+

- 1*;



Chapitre 2

Les automates a états finis (AEF)

Les AEF sont les plus simples des machines de reconnaissance de langages car ils ne com-
portent pas de mémoire. Par conséquent, les langages reconnus par ce type d’automates sont
les plus simples des quatre classes de Chomsky, a savoir les langages réguliers (type 3). Par
ailleurs, les automates a états finis peuvent étre utilisés pour modéliser plusieurs problemes
dont la solution n’est pas tres évidente. La série de TD propose quelques exercices dans ce
sens.

2.1 Généralités sur les AEF

Définition 13 : Un automate a états finis est une machine abstraite définie par le quintuplet
(X,Q, qo,F,d) tel que:

— X est ’ensemble des symboles formant les mots en entrée (I’alphabet du mot a recon-
naitre) ;
Q est I'ensemble des états possibles ;
— (o est I’état initial ;
F est I'ensemble des états finaux (F # 0, F C Q). F représente I'ensemble des états d’ac-
ceptation;
d est une fonction de transition qui permet de passer d’un état a un autre selon I'entrée
en cours :

5:Q x (XuUfe)) —2Q
5(qi,a) ={qj,,-.-, g5, } ou O () signifie que la configuration n’est pas prise en charge)

Un mot est accepté par un AEF si, apres avoir lu tout le mot, 'automate se trouve dans un
état final (qf € F). En d’autres termes, un mot est rejeté par un AEF dans deux cas :
— L'automate est dans ’état qi, l’entrée courante étant a et la transition 8(qi, a) n’existe
pas (on dit que 'automate est blogué) :
— L'automate arrive a lire tout le mot mais 1’état de sortie n’est pas un état final.

Un AEF A est donc un séparateur (ou classifieur) des mots de X* en deux parties : 1’en-
semble des mots reconnus par l'automate (notons le par L(A)) et le reste des mots (le complé-
mentaire de L ou encore X* —L(A)).

Un AEF peut étre représenté de deux manieres : soit par une table définissant la fonction
de transition soit par graphe orienté.

14
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2.1.1 Représentation par table

La table possede autant de lignes qu’il y d’états dans I’automate de telle sorte que chaque
ligne correspond a un état. Les colonnes correspondent aux différents symboles de ’alphabet.
Si 'automate est dans l'état i et que le symbole a est le prochain a lire, alors l'entrée (i, a)
de la table donne 1’état auquel 'automate passera apres avoir lu a. Notons la donnée de la
table n’est suffisante pour définir tout I’”automate puisqu’il faut préciser 1’état initial et les états
finaux.

Exemple 8 : L'automate qui reconnait les mots de la forme a™b™(n > 0,m > 0) est le
suivant : ({a, b}, {0, 1},0,{1}, ) tel que o est donnée par la table :

Etat | a | b
0 011
1 - 11

Essayons a présent d’analyser certains mots par cet automate.

— lemot ab: (0,a) — (0,b) — 1, ab est accepté parce qu'il a été entierement lu et I'état de
sortie est état final ;

- lemot ba: (0,b) — (1,b), ba est rejeté car il n’a pas été entierement lu.

— lemot a: (0,a) — 1, a est rejeté car 1'état de sortie n’est pas final bien que le mot soit
entierement lu.

2.1.2 Représentation graphique

N

La représentation graphique consiste a représenter 1’automate par un graphe orienté.
Chaque état de I'automate est schématisé par un rond (ou sommet). Si la transition d(qi, a) =
q; est définie, alors on raccorde le sommet q; au sommet q; par un arc décoré par le symbole
a. ['état initial est désigné par une fleche entrante au sommet correspondant tandis que les
états finaux sont marqués un double rond. Le schéma suivant reprend 'automate précédent :

3
% —)
Figure 2.1 — L’'automate de ab™(n > 0, m > 0)

Lorsqu’il y a plusieurs symboles ay, ...ay tels que (qi, a1) = g;(1 = 1..k) alors on se permet
de décorer I'arc (qi, ;) par 'ensemble ay, ..., ay.
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Etat ‘ a ‘ b
0 0110
1 - 2
2 2 2

Table 2.1 - Table de transition de 'automate de la figure 2.2

2.2 Les automates et le déterminisme

2.2.1 Notion de déterminisme

En général, nous avons un certain nombre d’idées de ce qu’est un programme informa-
tique. Parmi ces idées, on congoit généralement que 1’on connait, a tout moment et avec préci-
sion, les étapes futures de I'exécution du programme. Cependant, cette vision est trés naive et
ne prend pas en considération les environnements complexes dans lesquels peut s’exécuter le
programme. Dans la plupart des cas, dii a la complexité des environnements, a leur caractere
aléatoire et a I’absence d’une vision globale, la connaissance des étapes futures ne peut étre
qu’approximative. Le probléme est encore plus accru si I'on utilise des algorithmes a carac-
tere aléatoire. Dans ces situation, il arrive que 1’exécution puisse avoir plusieurs évolution et
que l’on ne puisse pas savoir a priori laquelle choisir. On dit alors que le programme est non
déterministe (dans le cas contraire, on parle de programme déterministe).

Un AEEF, étant une forme spéciale d'un programme informatique, peut étre déterministe
ou non. Par déterministe, on entend que 1'on peut connnaitre les états par lesquels passera
l'automate avec une seule lecture du mot. Ceci revient a dire que si I'automate est dans 1’état
qi et que l'entrée courante est a alors il existe au plus un état q; tel que d(qi,a) = qj.
Dans le cas inverse, 'automate doit choisir une action (un des états possibles) et la tester a
terme, si la reconnaissance n’est pas possible 'automate doit tester les autres éventualités. On
s’apercoit alors que les automates non déterministes sont moins efficaces que les automates
déterministes.

Cependant, en pratique, il est souvent plus facile de concevoir des automates non détermi-
nistes. Heureusement, cela ne nuit en rien au fonctionnement des automates. En effet, on verra
plus tard un théoreme énongant que tout automate non déterministe peut étre transformé en
un automate déterministe.

Le non déterminisme peut également provenir des transitions (arcs). En effet, rien n’inter-
dit dans la définition des AEF d’avoir des e-transitions, c’est-a-dire des transitions décorées
avec ¢. L'existence d’une e-transition entre les états q; et g; signifie que 'on n’a pas besoin
de lire un symbole pour passer de q; vers g; (attention! I'inverse n’est pas possible). Voyons
maintenant une définition formelle de la notion du déterminisme pour les AEF.

Définition 14 : Un AEF (X, Q, qo, F,0) est dit déterministe si les deux conditions sont véri-
fiées :

- Vqi € Q,Va € X, il existe au plus un état q; tel que 5(qi,a) = qj;

— L'automate ne comporte pas de e-transitions.

Exemple 9 : Soit le langage des mots définis sur {a, b} possédant le facteur ab. La construction
d’un AEF non déterministe est facile. La table 2.1 donne la fonction de transition (I’état initial
est I'état 0 et 1’état 2 est final). La figure 2.2 reprend le méme automate :



2.2. Les automates et le déterminisme 17

oo

Figure 2.2 — L'automate des mots contenant le facteur ab

Exemple 10 : L'automate donné par la figure 2.3 reconnait le méme langage que le précédent
mais en utilisant des e-transitions.

Figure 2.3 — L'automate reconnaissant les mots contenant le facteur ab (en ayant des e-transitions)

2.2.2 Déterminisation d’un automate a états fini

Dans la section précédente, nous avons présenté la notion de déterminisme pour un au-
tomate2. Il est en général plus facile de concevoir des automates non déterministes surtout
lorsque l'on utilise les expressions régulieres pour dénoter les langages réguliers. Nous allons
maintenant énoncer un théoreme qui nous sera d’une grande utilité lorsqu’on travaille avec
des AEF non déterministes (la démonstration de ce théoréeme sort du cadre de ce cours).

Théoreme 1 : (appelé encore théoreme de Rabin et Scott) Tout langage accepté par un AEF
non déterministe est également accepté par un AEF déterministe.

Une conséquence tres importante de ce théoreme peut déja étre citée (en réalité, elle dé-
coule plutot de la démonstration de ce théoreme) :

Proposition 1: Tout AEF non déterministe peut étre transformé en un AEF déterministe.

Ce résultat établit que si 'on veut construire 'automate a états fini déterministe qui re-
connait les mots d'un certain langage, alors on peut commencer par trouver un AEF non
déterministe (ce qui est plus facile). Il suffit de le transformer, apres, pour obtenir un auto-
mate a états finis déterministe.

2. Notons que cette notion n’est pas limitées aux seuls AEF
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2.2.3 Déterminisation d’un AEF sans e-transition

En réalité, l'algorithme de déterminisation d'un AEF est général, c’est-a-dire qu’il fonc-
tionne dans tous les cas (qu’il y ait des e-transitions ou non). Cependant, il est plus facile de
considérer cet algorithme sans les e-transitions. Dans cette section, on suppose que I'on a un
AEF A ne comportant aucune e-transition.

Algorithme : Déterminiser un AEF sans les e-transitions
Principe : considérer des ensembles d’états plutot que des états (dans l'algorithme suivant,
chaque ensemble d’états représente un état du futur automate).

1- Partir de I'état initial E(9) = {qo} (c’est I'état initial du nouvel automate);
2- Construire E!) 'ensemble des états obtenus a partir de E(*) par la transition a :
£V = Ugrero 5(d’.a)
3- Recommencer 1’étape 2 pour toutes les transitions possibles et pour chaque
nouvel ensemble E(1) ;
E(i) = Uq/eE(iﬂ) 5(q’, Cl)
4- Tous les ensembles contenant au moins un état final du premier automate
deviennent finaux;
5- Renuméroter les états en tant qu’états simples.

Pour illustrer cet algorithme, nous allons I’appliquer a I'automate donné par la figure 2.2.
La table suivante illustre les étapes d’application de l'algorithme (les états en gras sont des
états finaux) :

Etat [a | b

0 0,1 0

0,1 0,1 0,2 -
02 |012]02
012|012 | 0.2

La figure 2.4 donne I'automate obtenu. Cet automate n’est pas évident a trouver mais grace
a l'algorithme de déterminisation, on peut le construire automatiquement.

Figure 2.4 — L'automate déterministe qui reconnait les mots ayant le facteur ab
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2.2.4 Déterminisation avec les ¢-transitions

La déterminisation d'un AEF contenant au moins une e-transition est un peu plus compli-
qué puisqu’elle fait appel a la notion de 1’e-fermeture d'un ensemble d’états. Nous commen-
¢ons donc par donner sa définition.

Définition 15 : Soit E un ensemble d’états. On appelle e-fermeture de E I'ensemble des états
incluant, en plus de ceux de E, tous les états accessibles depuis les états de E par un chemin
étiqueté par le mot «.

La construction des e-transitions se fait donc d’une maniere récursive. L'étudiant peut, en
guise d’exercice, écrire 1’algorithme permettant de construire un tel ensemble.

Exemple 11 : Considérons l'automate donné par la figure 2.3, calculons un ensemble d’e-
fermetures :

— e-fermeture({0}) ={0,1,2, 3}

— ¢-fermeture({1,2}) ={1,2}

— e-fermeture({3}) ={0,1,2, 3}

Algorithme : Déterminisation d’un AEF comportant des e-transitions
Le principe de cet algorithme repose sur l'utilisation des e-fermetures qui représenteront
les états du nouvel automate.

1- Partir de I’e-fermeture de I'état initial (elle représente le nouvel état initial) ;

2- Rajouter dans la table de transition toutes les e-fermetures des nouveaux
états produits avec leurs transitions ;

3- Recommencer 1’étape 2 jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de nouvel état;

4- Tous les e-fermetures contenant au moins un état final du premier automate
deviennent finaux;

5- Renuméroter les états en tant qu’états simples.

Exemple 12 : Appliquons maintenant ce dernier algorithme a I'automate de la figure 2.3.

Etat a b
0,1,2,3 0,1,2,34 0,1,2,3
0,1,2,34 0,1,2,3,4 0,1,2,3,5,6,7,8

0,1,2,3,56,78 |01,23456,78 | 01,235,678
0,1,234,5,6,78 | 01,2,3,4,5,6,78 | 0,1,2,3,5,6,7,8

ce qui produit (surprise) I'automate suivant (c’est le méme que celui donné par la figure 2.4) :
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2.3 Minimisation d’un AEF déterministe

D’une maniere général, moins un automate contient d’états, moins il prendra du temps
a reconnaitre un mot (par exemple, en déterminisant un AEF, on tombe le plus souvent sur
un automate comportant plus d’états qu’il n’en faut). De plus, il prendra moins d’espace en
mémoire s'il est question de le sauvegarder. Il est donc logique de vouloir minimiser ce temps
en essayant de réduire le nombre d’états. Si on peut trouver une multitude d’automates pour
reconnaitre le méme langage, on ne peut trouver néanmoins qu'un seul automate minimal
reconnaissant le méme langage. La minimisation s’effectue en éliminant les états dits inacces-
sibles et en confondant (ou fusionnant) les états reconnaissant le méme langage.

2.3.1 Les états inaccessibles

Définition 16 : Un état est dit inaccessible s’il n’existe aucun chemin permettant de 1’atteindre
a partir de l’état initial.

D’apres la définition, les états inaccessibles sont improductifs, c’est-a-dire qu’ils ne parti-
ciperont jamais a la reconnaissance d’un mot. Ainsi, la premiere étape de minimisation d'un
AEF consiste a éliminer ces états. L'étudiant peut, en guise d’exercice, écrire l’algorithme qui
permet de trouver les états inaccessibles d'un AEF.

2.3.2 Les états 3-équivalents

Définition 17 : Deux états q; et g; sont dits 3-équivalents s’ils permettent d’atteindre les
états finaux en utilisant les mémes mots. On écrit alors : q; B gj.

Par le méme mot, on entend que l'on lit la méme séquence de symboles pour atteindre
un état final a partir de q; et gj. Par conséquent, ces états reconnaissent le méme langage.
La figure 2.5 montre un exemple d’états -équivalents car 1’état q; atteint les états finaux via
le mot a, de méme pour l'état q;. L'algorithme de minimisation consiste donc a fusionner
simplement ces états pour n’en faire qu'un.

O——®

Figure 2.5 — Exemple d’états 3-équivalents

Remarque 1 : La relation (3-équivalence est une relation d’équivalence. De plus, ¥x € X
(X étant 'alphabet), 5(qi,x) et 8(q;,x) sont également -équivalents (puisque q; et q; recon-
naissent le méme langage). La relation 3-équivalence est donc dite une relation de congruence.
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Remarque 2 : Le nombre de classes d’équivalence de la relation 3-équivalence est égal au
nombre des états de I'automate minimal car les état de chaque classe d’équivalence recon-
naissent le méme langage (ils seront fusionnés).

2.3.3 Minimiser un AEF

La méthode de réduction d’un AEF est la suivante :
1. Nettoyer I’automate en éliminant les états inaccessibles ;

2. Regrouper les états congruents (appartenant a la méme classe d’équivalence).

Algorithme : Regroupement des états congruents

Dans cet algorithme, chaque classe de congruence représentera un état dans 1’automate
minimal. Il faut cependant noter que cet algorithme ne peut s’appliquer que si I’automate
est déterministe.

1- Faire deux classes : A contenant les états finaux et B contenant les états non finaux;

2- §'il existe un symbole a et deux états g; et q; d"'une méme classe tel que 5(qi, a)
et 5(qj, a) n"appartiennent pas a la méme classe, alors créer une nouvelle classe et
séparer g; et g;j. On laisse dans la méme classe tous les états qui donnent un état
d’arrivée dans la méme classe;

3- Recommencer 1’étape 2 jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de classes a séparer ;

Les parametres de 'automate minimal sont, alors, les suivants :

— Chaque classe de congruence est un état de I'lautomate minimal ;

— La classe qui contient ’ancien état initial devient 1’état initial de ’automate minimal ;

— Toute classe contenant un état final devient un état final ;

— La fonction de transition est définie comme suit : soient A une classe de congruence
obtenue, a un symbole de I'alphabet et q; un état q; € A tel que 5(qi, a) est définie. La
transition 6(A, a) est égale a la classe B qui contient l'état q; tel que 5(qi, a) = qj.

Exemple 13 : Soit a minimiser 'automate suivant (les états finaux sont les états 1 et 2 tandis
que l'état 1 est initial) :

Etat | a | b
1 215
2 2 |4
3 312
4 51|13
5 416
6 6|1
7 517

La premiere étape consiste a éliminer les états inaccessibles, il s’agit juste de I'état 7. Les
étapes de détermination des classes de congruences sont les suivantes :

1. A :{1,2}78 :{3747 576};
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2. 5(3,b) =2 € A5(4,b) = 3 € B ainsi il faut séparer 4 du reste de la classe B. Alors, on
crée une classe C contenant 1'état 4 ;

3. 8(3,b) =2€ A, 5(5,b) =6 € A ainsi il faut séparer 5 du reste de la classe B. Mais inutile
de créer une autre classe puisque 6(4,a) =5 € B, 8(5,a) =4 € Bet 6(4,b) =3 € Bet
5(5,b) = 6 € B, il faut donc mettre 5 dans la classe C. C ={4,5} et B ={3,6};

4. Aucun autre changement n’est possible, alors on arréte 1’algorithme.

Le nouvel automate est donc le suivant (I’état initial est A) :

Etat | a | b
A A|C
B B |A
C C|A

Remarque 3 : L’automate obtenu est minimal et est unique, il ne peut plus étre réduit. Si
apres réduction on obtient le méme automate, alors cela signifie qu’il est déja minimal.

2.4 Opérations sur les automates

Notons d’abord que les opérations suivantes ne concernent pas que les AEEF, elles peuvent
étre étendues a tout automate. Cependant, la complexité de ces opérations augmente inverse-
ment avec le type du langage.

24.1 Le complément

Soit A un automate déterministe défini par le quintuplet (X, Q, qo, F, ) reconnaissant le
langage L. L'automate reconnaissant le langage inverse (c’est-a-dire L ou X* — L) est défini par
le quintuplet (X, Q, qo, Q — F, 8) (en d’autres termes, les états finaux deviennent non finaux et
vice-versa).

Cependant, cette propriété ne fonctionne que si 'automate est complet : la fonction o est
compléetement définie pour toute paire (g, a) € Q x X comme le montre les exemples suivants.

Exemple 14 : Soit le langage des mots définis sur l'alphabet {a,b,c} contenant le facteur
ab. Il s’agit ici d’un automate complet, on peut, donc, lui appliquer la propriété précédente
pour trouver l'automate des mots qui ne contiennent pas la facteur ab (notons que 1'état 2
du deuxieme automate correspond a une sorte d’état d’erreur auquel I'automate se branche
lorsqu’il détecte le facteur ab. On dit que c’est un état improductif étant donné qu’il ne peut
pas générer de mots).

Soit maintenant le langage des mots définis sur {a, b, c} contenant exactement deux a
(figure 2.7). L'automate n’est pas complet, donc, on ne peut pas appliquer la propriété précé-
dente a moins de le transformer en un automate complet. Pour le faire, il suffit de rajouter un
état non final E (on le désignera comme un état d’erreur) tel que 5(2,a) = E.

Considérons a la fin I'automate de la figure 2.8. Les deux automates reconnaissent le mot
a ce qui signifie que les deux automates ne reconnaissent pas des langages complémentaires.
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Figure 2.6 — Comment obtenir I'automate du langage complémentaire (d'un automate complet)

l'inverse? (pas
vraiment)

Figure 2.7 - Si 'automate n’est pas complet, on ne peut pas obtenir ’automate du langage inverse.
L’automate obtenu reconnait les mots contenant au plus 1 a.



2.4. Opérations sur les automates 24

of¥o
a,b ‘e

\l, l'inverse?

Figure 2.8 — Si 'automate n’est pas déterministe, on ne peut pas trouver 'automate du langage
complémentaire.

Remarque 4 : Le fait qu'un AEF ne soit pas déterministe ne représente pas un obstacle pour
trouver 1’automate du langage inverse. En effet, on pourra toujours le construire en procédant
a une transformation. Laquelle ?

Remarque 5 : L'algorithme de déduction de l'automate du complémentaire peut en réalité
étre appliqué a un automate incomplet. Il suffit juste de le transformer en un automate complet
et de lui appliquer, ensuite, I’algorithme. Comment rendre un automate complet ?

2.4.2 Produit d’automates

Définition 18 : Soit A = (X, Q, qo,F,d) et A’ = (X', Q’,q(,F’,d’) deux automates a états
finis. On appelle produit des deux automates A et A’ I'automate A" (X", Q", q//, F”,5") défini
comme suit :

~ X" =XUX';
- Q1 =QxQ’;
- q{ =(q0,9¢);
—F'=FxF;

5((q,q9"),a) = (5(q,a),d(q’, a))

Cette définition permet de synchroniser la reconnaissance d’un mot par les deux auto-
mates. On pourra facilement démontrer que si w est un mot reconnu par A’ alors il I'est par
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A, ceci est également le cas pour 'automate A’. Ainsi, si L(A) est le langage reconnu par A
et L(A’) est le langage reconnu par le langage A’ alors I'automate A’ reconnait 1'intersection
des deux langages : L(A) N L(A’).

Exemple 15 : Considérons la figure 2.9. L’automate (1) reconnait les mots sur {a, b, c} conte-
nant deux a, l'automate (2) reconnait les mots sur {a, b, ¢} contenant deux b, I'automate (3)
représente le produit des deux automates. Remarquons que dans 1’automate (3), tout chemin
qui mene de 1’état initial vers 1’état final passe forcément par deux a et deux b (tout ordre
est possible). Or, ceci est exactement le langage résultant de 1'intersection des deux premiers
langages.

Figure 2.9 — Exemple d’intersection de produit d’automates

2.4.3 Le langage miroir

Soit A = (X, Q, qo, F, 8) un automate reconnaissant le langage L(A). L'automate qui recon-
nait le langage (L(A))R est reconnu par 'automate AR = (X, Q, F,{qo}, 8%) tel que : 8%(q’, a) =
qsid(q,a)=q".

En d’autres termes, il suffit juste d’inverser les sens des arcs de l'automate et le statut
initial /final des états initiaux et finaux. Notons, par ailleurs, que I'automate AR peut contenir
plusieurs états initiaux ce qui signifie qu’il est le plus souvent non déterministe. Pour éliminer
le probleme des multiples états initiaux, il suffit de rajouter un nouvel état initial et de le
raccorder aux anciens états finaux par des e-transitions.

Minimisation par double déterminisation

L’algorithme permettent d’obtenir I'automate du langage miroir semble simple mais il
permet, néanmoins, de réaliser des opérations tres astucieuses. En particulier, il est bien utile
pour minimiser un automate méme si ce dernier n’est déterministe. Toutefois, pour que la
construction fonctionne, il nous faudra modifier l'algorithme précédent comme suit : si l'au-
tomate de base possede plusieurs états finaux, alors I’automate du langage miroir possedera
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plusieurs états initiaux (on supprime 1’action consistant a créer un nouvel état initial si I’auto-
mate possede plusieurs états finaux).
L’algorithme de minimisation d"un automate A est alors le suivant :

construire l'automate du langage miroir a partir de A, soit AR 'automate obtenu;
déterminiser AR, soit AE I’automate obtenu;

construire l'automate du langage miroir a partir de AR, soit A, 4 I'automate obtenu;

Ll .

déterminiser A, g4, I'automate obtenu est I’lautomate minimal recherché.

Par ailleurs, nous pouvons également énoncer les résultats suivants :
— Si L et M sont deux langages reconnus pas deux AEF, alors L+ M est également reconnu
par un AEF;
— Si L et M sont deux langages reconnus par deux AEF, alors L.M est également reconnu
par un AEF;
— Si L est un langage reconnu par un AEF, alors L* est également reconnu par un AEF;
Le chapitre suivant traite des langages réguliers et des expressions régulieres. On y abor-
dera les opérations précédentes avec plus de détails étant donné qu’elles représentent les
opérations de base lorsqu’on travaille avec les expressions régulieres.
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2.5 Exercices de TD

Exercice 1 : Soit I’automate suivant :

Déterminisez et minimisez-le si nécessaire.

Exercice 2 : Déterminisez et minimisez si nécessaire 1’automate suivant :

Exercice 3 : Minimisez 1’automate suivant (I’état initial est 1, les états finaux sont {3, 6, 8}) :

-
)

-
op

O 00 NI O\ Ul = W N - mh
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Exercice 4 : Donnez les automates a états finis qui reconnaissent les langages suivants :
1. Tous les mots sur {a, b, c} commengant par c;
2. Tous les mots sur {a, b, c} dont le premier et le dernier symbole sont les mémes;
3. Tous les mots sur {a, b, ¢} qui contiennent le facteur ab ou ac;

4. Tous les mots sur {a, b, c} qui ne contiennent pas le facteur aba;
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5. Tous les mots sur {a, b, ¢} qui ne contiennent pas le facteur bca;
6. Tous les mots sur {a, b, c} qui ne contiennent ni le facteur aba ni le facteur bca;
7. Tous les mots sur {a, b} ou tout facteur de longueur 3 contient au moins un a;

8. Tous les mots sur {a, b} de la forme aPb9 tel que p + q est multiple de 2 ((p, q > 0)).

Exercice 5: Donnez I'automate qui reconnait tous les mots sur {a} qui contiennent un nombre
impair de a. Déduisez I’automate qui reconnait le langage de tous les mots sur {a, b} contenant
un nombre impair de a et un nombre pair de b. Donnez alors ’automate reconnaissant tous
les mots sur {a, b, c} contenant un nombre impair de a et un nombre pair de b.

Exercice 6 : Considérons I'ensemble des nombres binaires, donnez les automates qui recon-
naissent :

— Les nombres multiples de 2;

— Les nombres multiples de 4;

— Les nombres multiples de 2 mais pas 4.

Exercice 7 : Donnez l'automate qui reconnait les nombres binaires multiples de 3. Donnez en-
suite deux fagons pour construire I’”automate qui reconnait les multiples de 6. Peut-on déduire
l'automate des multiples de 9 a partir de 'automate des multiples de 37?

Exercice 8 : Soit un mobile pouvant bouger dans un environnement sous forme d"une matrice
{0,1,2,3} x {0, 1,2, 3} selon la figure suivante.

44 i L ® Position possible

Les mouvements possibles sont D (droite), G (gauche), H (haut) et B (bas). Le mobile prend
ses ordres sous forme de mots composés sur 'alphabet {D, G, H, B} (tout déplacement se fait
d’une unité). Par exemple, si le mobile se trouve sur le point (0, 0), alors le mot DHHG va situer
le mobile sur le point (0,2). Ainsi, on peut parler de langages de déplacements permettant
d’effectuer telle ou telle tache. Donnez, si possible, les automates des déplacements (langages)
suivants (on suppose que le mobile se trouve, au départ, au point (0,0)) :

— Tout chemin assurant que le mobile reste dans la zone autorisée;

— Les chemins qui n’entrent pas dans le carré {1, 2} x {1, 2};

— Les déplacements qui font revenir le mobile vers 1’origine des coordonnées.
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Exercice 9 : Donnez un automate reconnaissant une date de la forme jour/mois. Faites atten-
tion aux dates invalides du type 30/02 (on considere que la date 29/02 est valide).

Exercice 10 : Donnez un automate déterministe reconnaissant les nombres réels en langage
Pascal.



Chapitre 3

Les langages réguliers

Les langages réguliers sont les langages générés par des grammaires de type 3 (ou en-
core grammaires régulieres). IIs sont reconnus grace aux automates a états finis. Le terme
régulier vient du fait que les mots de tels langages possédent une forme particuliere pouvant
étre décrite par des expressions dites réguliéres. Ce chapitre introduit ces dernieres et établit
I’équivalence entre les trois représentations : expression réguliere, grammaire réguliere et AEF.

3.1 Les expressions réguliéres E.R

Définition 19 : Soit X un alphabet quelconque ne contenant pas les symboles {x,+, ], ., (,)}.
Une expression réguliére est un mot défini sur l'alphabet X U {x,+,[, ., (,)} permettant de
représenter un langage régulier de la facon suivante :

— L'expression réguliere ¢ dénote le langage vide (L = {¢});

— L'expression réguliére a (a € X) dénote le langage L = {a};

— Si r est une expression réguliere qui dénote L alors (r)* (resp. (1)) est 'expression
réguliere qui dénote L* (resp. LT);

— Si r est une expression réguliére dénotant L et s une expression réguliere dénotant L’
alors (7)|(s) est une expression réguliere dénotant L 4 L’. L'expression réguliere (r).(s)
(ou simplement (r)(s)) dénote le langage L.L".

Les expressions régulieres sont également appelées expressions rationnelles. L'utilisation
des parentheses n’est pas obligatoire si 'on est stir qu’il n’y ait pas d’ambiguité quant a
I'application des opérateurs x, +, |, .. Par exemple, on peut écrire (a)* ou a* puisque 1'on est
stir que * s’applique juste a a. Par ailleurs, on convient a utiliser les priorités suivantes pour
les différents opérateurs : 1)*, +, 2). et 3)|.

Exemple 16 :
1. a* : dénote le langage régulier a™ (n > 0);

2. (alb)* : dénote les mots dans lesquels le symbole a ou b se répetent un nombre quel-
conque de fois. Elle dénote donc le langage de tous les mots sur {a, b};

3. (a/b)*ab(alb)* : dénote tous les mots sur {a, b} contenant le facteur ab.

30
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3.1.1 Utilisation des expressions régulieres

Les expressions régulieres sont largement utilisées en informatique. On les retrouve plus
particulierement dans les shell des systemes d’exploitation ot ils servent a indiquer un en-
semble de fichiers sur lesquels on est appliqué un certain traitement. L'utilisation des expres-
sions régulieres en DOS, reprise et étendue par WINDOWS, est tres limitée et ne concerne
que le caractere "*" qui indique zéro ou plusieurs symboles ou le caractére "?" indiquant un
symbole quelconque. Ainsi, I'expression réguliere "f*" indique un mot commencant par f suivi
par un nombre quelconque de symboles, "*f*" indique un mot contenant f et "*f*f*" indique un
mot contenant deux f. L'expression "f?" correspond a n’importe quel mot de deux symboles
dont le premier et f.

L'utilisation la plus intéressante des expressions régulieres est celle faite par UNIX. Les
possibilités offertes sont tres vastes. Nous les résumons ici :

Expression | Signification

[abc] les symboles a,b ou ¢

[Nabc] aucun des symboles a, b et c

[a —e] les symboles de a jusqu’a e (a, b, c, d, e)
n’importe quel symbole sauf le symbole fin de ligne

ax a se répétant 0 ou plusieurs fois

a+ a se répétant 1 ou plusieurs fois

a? a se répétant 0 ou une fois

albe le symbole a ou b suivi de c

a{2,} a se répétant au moins deux fois

af, 5} a se répétant au plus cinq fois

a{2, 5} a se répétant entre deux et cinq fois

\x La valeur réelle de x (un caractere spécial)

Nous allons prendre des exemples intéressants :
— [Mab]x : les mots qui ne comportent ni a ni b
[ab]x : tous les mots sur {a, b}
(["a] x a[~a] * a[” a]*)* les mots comportant un nombre pair de a
(ab{,4})* les mots commengant par a ot chaque a est suivi de quatre b au plus.
A présent, nous allons quitter le merveilleux monde de UNIX et revenir a ce cours. Nous
allons, donc, reprendre la définition des expressions régulieres données par la section 3.1.

3.1.2 Expressions réguliéres ambigués

Définition 20 : Une expression réguliére est dite ambigué s’il existe au moins mot pouvant
étre mis en correspondance avec 1’expression réguliere de plusieurs fagons.

Cette définition fait appel a la correspondance entre un mot et une expression réguliere.
Il s’agit, en fait, de I'opération qui permet de dire si le mot appartient au langage décrit par
I'expression réguliere. Par exemple, prenons I'expression réguliére a*b*. Soit a décider si le
mot aab est décrit ou non par cette expression. On peut écrire :

—

a* b*
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Ainsi, le mot est décrit par cette E.R. Il n'y a qu'une seule fagon qui permet de le faire corres-
pondre. Ceci est valable pour tous les mots de ce langage. L'E.R n’est donc pas ambigué.

Considérons maintenant I’expression (alb)*a(alb)* décrivant tous les mots sur {a, b} conte-
nant le facteur a. Soit a faire correspondre le mot aab, on a:

abaab = _ab .a. ab
- ——
(alb)*  (alb)*
abaab = aba .a. b
~ T~
(alb)*  (alb)*

Il existe donc au moins deux fagons pour faire correspondre aab a I’expression précédente,
elle est donc ambigué.

L’ambiguité pose un probleme quant a l'interprétation d’un mot. Par exemple, supposons
que, dans l'expression (alb)*a(alb)*, I'on veut comparer la partie a gauche du facteur a a la
partie droite du mot. Selon la méthode de correspondance, le résultat est soit vrai ou faux ce
qui est inacceptable dans un programme cohérent.

3.1.3 Comment lever 'ambiguité d’une E.R?

Il n’existe pas une méthode précise pour lever I'ambiguité d’une E.R. Cependant, on peut
dire que cette opération dépend de ce que 1'on veut faire avec ’E.R ou plutdt d'une hypothese
de reconnaissance. Par exemple, on peut décider que le facteur fixe soit le premier a du mot a
reconnaitre ce qui donne 'expression réguliere : b*a(alb)*. On peut également supposer que
c’est le dernier a du mot a reconnaitre ce qui donne l'expression réguliere (alb)*ab*. La série
de TD propose quelques exercices dans ce sens.

3.2 Les langages réguliers, les grammaires et les automates a états
finis

Le théoréme suivant établit I’équivalence entre les AEF, les grammaires régulieres et les
expressions réguliéres :

Théoréme 2 : (Théoréme de Kleene) Soient A4 I'ensemble des langages réguliers (générés
par des grammaires régulieres), A,q¢ 1’ensemble des langages décrits par toutes les expres-
sions régulieres et Aagr 'ensemble de tous les langages reconnus par un AEF. Nous avons,
alors, l'égalité suivante :

/\reg = Arat = AAEF

Le théoreme annonce que 1'on peut passer d’une représentation a une autre du fait de
I’équivalence entre les trois représentations. Les sections suivantes expliquent comment passer
d’une représentation a une autre.

3.2.1 Passage de l’automate vers 1’expression réguliére

Soit A = (X, Q, qo, F,0) un automate a états fini quelconque. On note par L; le langage
reconnu par 'automate si son état initial était q;. Par conséquent, trouver le langage reconnu
par l'automate revient a trouver Ly étant donné que la reconnaissance commence a partir
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de l'état initial . L’automate permet d’établir un systeme d’équations aux langages de la
maniere suivante :

— si d(qi,a) = gj alors on écrit : [y = alj;

— siqi € F, alors on écrit: L; = ¢

—silj=aetli=p alors on écrit: L; = «|f3;

Il suffit ensuite de résoudre le systeme en précédant a des substitutions et en utilisant la
regle suivante : la solution de 1'équation L = «L|p (¢ ¢ «) est le langage L = o* 3 (attention! si
vous obtenez L = «L alors c’est la preuve d’une faute de raisonnement).

Exemple 17 : Soit 'automate donné par la figure suivante :

Trouvons le langage reconnu par cet automate. Le systéme d’équations est le suivant :
- 1) Lo = alo/bLy;
- 2) ]_1 = bI_1|(l]_2,'
- 3) LQ = aL2|bL0|€
Appliquons la deuxieme regle sur les équations, on obtient alors aprés substitutions :
- 4)Lg=a*bly;
- 5) L1 =b*aly =b*atblglb*a™;
- 6) L2 = a*bLo\a*
En remplagant 5) dans 4) on obtient : Ly = a*bTa"blgla*bTa™ ce qui donne alors Ly =
(a*bTa*b)*a*bTa’ (remarquez que 'on pouvait déduire la méme chose a partir de l'auto-
mate...).

3.2.2 Passage de l’expression réguliére vers I’automate

Il existe deux méthodes permettant de réaliser cette tiche. La premieére fait appel a la
notion de dérivée tandis que la deuxiéme construit un automate comportant des e-transitions
en se basant sur les propriétés des langages réguliers.

Dérivée d'un langage

Définition 21 : Soit w un mot défini sur un alphabet X. On appelle dérivée de w par rapport
au e X* lemotv e X* tel que w = uv. On note cette opération par : v =w]lu.

On peut étendre cette notion aux langages. Ainsi la dérivée d’un langage par rapport a un
mot u € X* est le langage L|lu ={v e X*[Gw e L: w =uv}.

Exemple 18 :
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Propriétés des dérivées

- (i Lol = 2 (Lillw)
— L.L[lu = (L|ju).L” 4 f(L).(L'|t) tel que f(L) ={e}sie € Let f(L) = () sinon;
= (IY)llw = (Lfw)Lx.

Méthode de construction de I’automate par 1a méthode des dérivées

Soit T une expression réguliére (utilisant 1’alphabet X) pour laquelle on veut construire
un AEF. L'algorithme suivant donne la construction de 'automate :

1. Dériver r par rapport a chaque symbole de X;

2. Recommencer 1) pour chaque nouveau langage obtenu jusqu’a ce qu’il n’y ait plus
de nouveaux langages ;

3. Chaque langage obtenu correspond a un état de l'automate. L'état initial corres-
pond a r. Si € appartient a un langage obtenu alors 1’état correspondant est final ;

4. si Li|la = Lj alors on crée une transition entre 1’état associé a L; et I'état associé a L;
et on la décore par a.

Exemple 19 : Considérons le langage (alb)*a(alb)*. On sait que :

- (alb)lla = ¢ donc (afb)*[la = (alb)*

Commengons "application de 'algorithme :

— [(afb)*alalb)*][la = ((alb)*a(alb)*)|(alb)*;

- [(alb)*a(alb)*][[b = (alb)*alalb)*;

= [((alb)*alalb)*)I(alb)*]lla = ((alb)*a(alb)*)[(alb)*;

= [((alb)*a(alb)")I(alb)*]llb = ((alb)*alalb)*)l(alb)*;

II n’y a plus de nouveaux langages, on s’arréte alors. L’automate comporte deux états qo
(associé a (alb)*a(alb)*) et q; (associé a ((alb)*a(alb)*)|(alb)*), il est donné par la table
suivante (I’état initial est qo et 1’état q; est final) :

Etat [a | D
qdo d1 | 9o
q1 q1 | 91

La méthode des dérivée ne permet pas seulement de construire ’AEF d’un langage, elle
permet méme de vérifier si un langage est régulier ou non. Pour cela, nous allons accepter le
théoréme suivant :

Théoreme 3 :

Un langage est régulier si et seulement si le nombre de langages trouvés par la méthode
des dérivées est fini. En d’autres termes, I’application de la méthode des dérivées a un langage
non régulier produit un nombre infini des langages (ou encore d’états).

Méthode de Thompson

La méthode de Thompson permet de construire un automate en procédant a la décompo-
sition de I'expression réguliere selon les opérations utilisées. Soit r une E.R, alors 1'algorithme
a utiliser est le suivant :

— Sir = a (un seul symbole) alors I'automate est le suivant :
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A0
— Si r = st alors il suffit de trouver 'automate A qui reconnait s et I'automate A qui

reconnait t. Il faudra, ensuite relier chaque état final de A a 1’état initial de A par une
e-transition. Les états finaux de A ne le sont plus et I’état initial de A ne 'est plus :

Pollsinz "ol
1} 4
M /v
S /8 e @

— Si r = s|t alors il suffit de créer un nouvel état initial et le relier avec des e-transitions

aux états initiaux de A, et A5 qui ne le sont plus :
S

O

- Si v = s™ alors il suffit de relier les états finaux de A par des e-transitions a son état

initial :

— Si r = s* alors il suffit de relier les états finaux de A par des e-transitions a son état
initial puis relier ce dernier a chacun des états finaux par des e-transitions :
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Exemple 20 : Soit a construire 'automate du langage (alb)*a(alb)*, la méthode de Thompson
donne l'automate suivant :

3.2.3 Passage de l’automate vers la grammaire

Du fait de I’équivalence des automates a états finis et les grammaires réguliéres, il est pos-
sible de passer d'une forme a une autre. Le plus facile étant le passage de 1’automate vers
la grammaire. Le principe de correspondance entre automates et grammaires régulieres est
tres intuitif : il correspond a l'observation que chaque transition dans un automate produit
exactement un symbole, de méme que chaque dérivation dans une grammaire réguliere nor-
malisée. Soit A = (X, Q, qo, F, 8) un AEF, la grammaire qui génere le langage reconnu par A est
g=(V,N,S§R):

-V=X;

— On associe a chaque état de Q un non terminal. Ceci permet d’avoir autant de non-

terminaux qu’il existe d’états dans A ;

— L’axiome S est le non-terminal associé a 1’état initial qq;

— Soit A le non terminal associé a g; et B le non-terminal associé a qj, si 6(qi, a) = gj alors

la grammaire possede la regle de production : A — aB;

— Si q; est final et A est le non-terminal associé a q; alors la grammaire possede la régle

de production : A — «.

Il s’agit ici d’'une grammaire réguliére a droite. L’étudiant peut, en guise d’exercice, trou-
ver une méthode permettant de construire la grammaire réguliere a gauche. Notons, par le
passage, que l'on s’intéresse généralement a une forme normalisée des grammaires régulieres.
Celle-ci est définie comme suit : soit G = (V, N, S, R) une grammaire réguliere a droite, elle est
dite normalisée si toutes les regles de production sont de 1'une des formes suivantes :

-A—aq AceN,aecV;

- A—aB, A, BeEN,aeV;

-A—¢g AEeN
Voir la paragraphe suivant pour transformer une grammaire réguliére en sa forme normale.

3.2.4 Passage de la grammaire vers I’automate

D’apres la section précédente, il existe une forme de grammaires réguliéres pour lesquelles
il est facile de construire ’AEF correspondant. En effet, soit G = (V, N, S, R) une grammaire
réguliere a droite, si toutes les regles de production sont de la forme : A — aB ou A — B
(A,B € N,a € VU{e}) alors il suffit d’appliquer 1’algorithme suivant :

1. Associer un état a chaque non terminal de N;

2. L’état initial est associé a I’axiome;
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3. Pour chaque régle de production de la forme A — ¢, 1’état qa est final;

4. Pour chaque régle de production de la forme A — a (a € V), alors créer un nouvel état
final qf et une transition partant de 1’état qa vers 1’état q¢ avec l'entrée a;

5. Pour chaque regle A — aB alors créer une transition partant de qa vers l'état qg en
utilisant 'entrée a;

6. Pour chaque regle A — B alors créer une e-transition partant de qa vers l'état qp ;

Cependant, cet algorithme ne peut pas s’appliquer a toutes les grammaires régulieres. On
peut néanmoins transformer toute grammaire réguliére a la forme donnée ci-dessus. L'algo-
rithme de transformation est le suivant. Soit G = (V, N, S, R) une grammaire réguliere :

1. Pour chaque regle de la forme A — wB (A,B € N et w € Vx) tel que |[w| > 1, créer
un nouveau non-terminal B’ et éclater la régle en deux : A — aB’ et B’ — uB tel que
w=auetacV;

2. Pour chaque regle de la forme A — w (A € N et w € Vx) tel que |[w| > 1, créer un
nouveau non-terminal B’ et éclater la regle en deux: A — aB’ et B’ — u tel que w = au
etacV,;

3. Recommencer 1) et 2) jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de nouveaux non terminaux;

Enfin, I'élimination des regles A — B (A, B € N), on applique I'algorithme suivant (il faut bien
entendu enlever toute regle de la forme A — A) :

1. Pour chaque regle A — B tel que B — B1[B2l...Ifn
— Rajouter une regle A — (31[B2]...|3n
— Supprimer la regle A — B

2. Refaire I'étape 1) jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de regles de la forme A — B

Exemple 21 : Soit la grammaire réguliere G = ({a, b},{S, T}, S,{S — aabS|bT, T — aS|bb}). Le
processus de transformation est le suivant :

— Eclater S — aabSen S — aS; et S; — ab$;

— Eclater S; — abSen S; — aS, et S — bS;

— Eclater T > bbenT; — bTyetT; — b;

3.3 Propriétés des langages réguliers

3.3.1 Stabilité par rapport aux opérations sur les langages

Les langages réguliers sont stables par rapport aux opérations de 1'union, 'intersection, le
complémentaire, la concaténation et la fermeture de Kleene. La démonstration de ce résultat
est trés simple. Soient L et M deux langages réguliers désignés respectivement par les ER r
et s et respectivement reconnus par les automates A, et As. Etant donnée 1’équivalence entre
les langages réguliers et les AEF, nous avons :

— L+ M est régulier : ’AEF correspondant s’obtient en utilisant I’algorithme de construc-

tion de l’automate de reconnaissance de I'E.R s ;

— LN M est régulier : I'’AEF correspondant s’obtient en calculant le produit de A, et A

(voir le chapitre précédent);

— L est régulier : ’AEF correspondant s’obtient en rendant 'automate A, complet puis en

inversant le statut final/non final des états (voir le chapitre précédent);
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— LR est régulier : 'AEF correspondant s’obtient en inversant le sens des arcs dans A, et
en inversant le statut initial/final des états (voir le chapitre précédent);

— L.M est régulier : ’AEF correspondant s’obtient en utilisant ’algorithme de construction
de 'automate de r.s;

— L* (resp. L") est régulier : ’AEF correspondant s’obtient en utilisant 'algorithme de
construction de 1’automate de v (resp. r7);

— L'union finie de langages réguliers représente un langage régulier. Ainsi, on peut dire
que tout langage fini représente un langage régulier.

— L'union infinie de langages réguliers peut ou non étre un langage régulier.

3.3.2 Lemme de la pompe

Dans cette section, nous présentons les critéres permettant d’affirmer si un langage est
régulier ou non. Avant toute discussion, on peut déja annoncer que tout langage fini est un
langage régulier. En effet, la construction d’'un AEF reconnaissant ce type de langages est
facile. L'étudiant peut en guise d’exercice trouver une méthode permettant de trouver 1’AEF
d’un langage fini quelconque, sa grammaire ainsi que I'E.R qui le représente.

A présent, nous allons annoncer un critere dont la vérification permet de juger si un lan-
gage n’est pas régulier. Il s’agit en fait d"une condition suffisante et non nécessaire pour qu'un
langage soit régulier. La démonstration de ce résultat sort du cadre du cours.

Proposition 2 : Soit L un langage régulier infini défini sur 'alphabet X. Il existe alors un
entier n tel que pour tout mot w € L et [w| > n, il existe x,z € X* ety € X tels que :
- W=1Xxyz;
- Ixyl <n;
- xy'z € L pour tout i > 0.

Il est a noter que cette condition est suffisante et non nécessaire. Il existe, en effet, des
langages non réguliers vérifiant ce critere. Il existe néanmoins une condition nécessaire et
suffisante que 'on va énoncer apres avoir présenté un exemple d’utilisation du lemme de la
pompe.

Exemple 22 : Soit le langage L = a*b! (ou encore a*b*, il s’agit donc d’un langage régulier).
Prenons n = 1 et vérifions le critere de la pompe. Soit un mot w = a*b' (k+1>1).Sik >0
alors il suffit de prendre x = a*~!,y = a et z = b', ainsi tout mot de la forme xy'z = a**1~1b!
appartient au langage. Si k = 0 alors il suffit de prendre x = ¢,y = b et z = b'~! pour vérifier
le critere de la pomme.

Exemple 23 : Soit le langage L = a*b* (avec k > 0)2. Supposons que le langage est régulier
et appliquons le lemme de la pompe. Supposons que 'on a trouvé n qui vérifie le critere,
ceci implique que pour tout mot w € L, on peut le décomposer en trois sous-mots x,y et z
tel que : xy| < n, y # ¢ et xy'z € L. Considérons le mot a™*'b™*!, toute décomposition
de ce mot produire les mots x = a,y=aetz=a"! I 1 > 0 (si xy contient n
symboles alors x et y ne contiennent que des a étant donné qu’il y a (n + 1) a). Maintenant,
le lemme de la pompe stipule que xy'z € L pour tout i > 0 donc tout mot de la forme
dattqntlT-tpntl = qi=Dntlpntl appartient a L. Pour i = 2 la borne inférieure de

3. Attention, I'expression a*b* n’est pas réguliere.
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(i—1)lest1, ce qui signifie que le nombre de a est différent du nombre de b. Contradiction.
Dong, le langage a*b* n’est pas régulier.

Exemple 24 : Soit maintenant soit L C b* un langage non régulier arbitraire. Le langage :
atLb*

satisfait le lemme de la pompe. Il suffit de prendre avec les notations du lemme, n = 1. Cet
exemple illustre donc le fait que le lemme précédent ne constitue pas une condition nécessaire
pour décider de la régularité d'un langage.

Proposition 3 :

Soit L un langage infini défini sur 'alphabet X. L est régulier si et seulement s’il existe un
entier n > 0 tel que pour tout mot w € X* et [w| > n, il existe x,z € X* ety € X tels que :

- W=xyz;

- Vue X :wv e X &xyizue L



3.4. Exercices de TD 40

3.4

Exercices de TD

Exercice 1 : Donnez une description de chacune des E.R suivantes, puis donnez leurs équi-
valents en UNIX :

a(alb)*(ble);
(aaa)*;
(alablabb)*
a(a/b)*(aalbb)™
(blab)*

Exercice 2 : Donnez les expressions régulieres UNIX pour les langages suivants :

les identificateurs en Pascal ;
les noms de fichiers en DOS;
les nombres entiers multiples de 5;

les mots sur {a, b, c} contenant le facteur a'%%.

Exercice 3 : Donnez une expression réguliere pour chacun des langages suivants ainsi qu'une
expression réguliére en UNIX. Déduisez a chaque fois I'automate correspondant en utilisant
la méthode de Thompson ou celle des dérivées :

1.

® N S kDN

Tous les mots sur {a, b, c} ne commencant pas par a;

Tous les mots sur {a, b, c} dont le premier et le dernier symbole sont les mémes ;
Tous les mots sur {a, b, ¢} contenant exactement trois a;

Tous les mots sur {a, b, ¢} contenant au moins trois a;

Tous les mots sur {a, b, c} contenant au plus trois a;

Tous les mots sur {a, b, c} ne contenant pas la facteur bc;

Tous les mots sur {a, b, c} ne contenant pas le facteur acc

Tous les entiers (en base dix) multiples de 5.

Exercice 4 : Soit I’automate suivant :

Trouvez le langage reconnu par cet automate ainsi qu'une grammaire réguliere qui le
génere.

Exercice 5 : Soit I’automate suivant :



3.4. Exercices de TD 41

b,c a

O Os©)

1. Trouvez le langage régulier reconnu par cet automate;

2. Trouvez l’automate du langage complémentaire et déduire son expression réguliere.

Exercice 6 : Soit le grammaire réguliere : G = ({a, b},{S, T}, S,{S — aaS|bbS[bT|aTle, T —
bTlaT|aaS[/bbS}). Trouvez l'automate reconnaissant le langage généré par cette grammaire
puis en déduire son expression réguliere.

Exercice 7 : En utilisant le lemme de la pompe, dites si les langages suivants sont réguliers.
Si le critere de la pompe est vérifié, donnez un AEF ou une grammaire réguliére générant le
langage pour étre stir de la régularité :

—a'mn>0m>0;

_ a2n+1’ n> 0;

- a"b™, n,m > 0 et n+ m est pair;
- a?"v", n>0

- a“g, n=0;

—b™ma™ +ad¥, nk>=0,m>0

Exercice 8 : Donnez une expression réguliére décrivant les langages suivants ainsi que leurs
équivalents en UNIX :
— tous les mots sur {a, b} out chaque a est précédé d'un b;
tous les mots sur {a, b} contenant a la fois les facteurs aa et bb;
tous les mots sur {a, b} contenant soit aa soit bb mais pas les deux a la fois;
tous les mots sur {a, b} ne contenant pas deux a consécutifs;
tous les mots sur {a, b, c} o le nombre de a est multiple de 2;

Exercice 9 : Dites si les expressions rationnelles suivantes sont ambigués. Si oui, levez I'am-
biguité :

— (ab)*(ba)™;

- ((aa)™b")";

— (alb)*ab(alb)*



Chapitre 4

Les langages algébriques

Malgré la panoplie d’algorithmes existants pour travailler sur les automates a états finis,
ceux-la sont limités aux seuls langages réguliers. Par exemple, dans le chapitre précédent,
nous avons montré que le langage {a™b™n > 0} n’est pas régulier et, par conséquent, ne peut
pas étre reconnu par un AEF. Ce chapitre élargit un peu le champ d’étude en s’intéressant aux
langages algébriques qui représentent la couche qui suit immédiatement celle des langages
réguliers dans la hiérarchie de Chomsky. Remarquons, cependant, que le niveau de complexité
est inversement proportionnel au type du langage et, par conséquent, le nombre d’algorithmes
existants tend a diminuer en laissant la place a plus d’intuition.

4.1 Les automates a piles

Les automates a piles sont une extension des automates a états finis. Ils utilisent une (et
une seule) pile pour reconnaitre les mots en entrée.

Définition 22 : Un automate a pile est défini par le sextuple A = (X,T1, Q, qo, F, d) tel que :
— X est 'ensemble des symboles formant les mots en entrée (alphabet des mots a recon-
naitre) ;
IT est I'ensemble des symboles utilisés pour écrire dans la pile (I’alphabet de la pile). Cet
alphabet doit forcément inclure le symbole > signifiant que la pile est vide;
Q est 'ensemble des états possibles;
qo est I’état initial ;
F est I'ensemble des états finaux (F # (), F C Q);
b est une fonction de transition permettant de passer d’un état a un autre :

0:Q x (XU{e}) xTT— Q x (TT—{ph)*

5(qi,a,b) = (qj,c) ou 0 () signifie que la configuration n’est pas prise en charge)
b est le sommet de la pile et c indique le nouveau contenu de la pile relativement
a ce qu'il y avait

Par conséquent, tout automate a états fini est en réalité un automate a pile a la seule
différence que la pile du premier reste vide ou au mieux peut étre utilisée dans une certaine
limite.

Une configuration d’un automate a pile consiste donc a définir le triplet (q, a, b) tel que q
est I'état actuel, a et le symbole actuellement en lecture et b est le sommet actuel de la pile.

42
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Lorsque b =" ", alors la pile est vide.

Les exemples suivants illustrent comment peut-on interpréter une transition :

- 8(qo, a,>) = (q1, B>) signifie que si I'on est dans I'état qq, si le symbole actuellement lu
est a et si la pile est vide alors passer a l'état q; et empiler le symbole B ;

- 0(qo, a,A) = (q1, BA) signifie que si l'on est dans 1’état qo, si le symbole actuellement lu
est a et si le sommet de la pile est A alors passer a 1’état q; et empiler le symbole B;

- 0(qo, &, A) = (q1, BA) signifie que si 1’on est dans m’état qo, s’il ne reste plus rien a lire
et que le sommet de la pile est A alors passer a 1'état q; et empiler le symbole B;

- 0(qo, a,A) = (q1,A) signifie que si 'on est dans 1’état q, si le symbole actuellement lu
est a et si le sommet de la pile est A alors passer a 1’état q; et ne rien faire avec la pile;

- 0(qo, a,A) = (q1, ¢) signifie que si 1'on est dans 1’état qo, si le symbole actuellement lu
est a et si le sommet de la pile est A alors passer a I'état q; et dépiler un symbole de la
pile.

Un mot w est accepté par un automate a pile si apres avoir lu tout le mot w, 'automate se
trouve dans un état final. Le contenu de la pile importe peu du fait que 'on peut toujours la
vider (comment ?). Par conséquent, un mot est rejeté par un automate a pile :

— Si lorsque aucune transition n’est possible, I'automate n’a pas pu lire tout le mot ou bien

il se trouve dans un état non final.
— Si une opération incorrecte est menée sur la pile : dépiler alors que la pile est vide.

Exemple 25 : L’automate reconnaissant les mots a™b™ (avec n > 0) est le suivant : A =
({a, b}, {A,>},{q0, 91, 92}, 90, {qg2}, d) tel que & est définie par :
- 8(qo, a,>) = (qo, A>)
5(qo, a,A) = (qo, AA)
- 8(qo,b,A) = (q1,¢)
5(
5(

q1,b,A) = (qu, )
q1,&,>) = (qz,>)
- 5(C|07 EaD) = (q2,1>)
Détaillons la reconnaissance de quelques mots :

1. Le mot aabb : (q07 a, [>) _>(q07 a, AD) _>(q07 b7 AAD) _>(q17 ba AD) _>(q17 g, [>) _>(q27 &, [>)'
Le mot est reconnu;

2. Le mot aab : (qo,a,>) —(qo, a,A>) —(qo, b, AA>) —(q1, €, Ar). Le mot n’est pas re-
connu car il n'y a plus de transitions possibles alors que 1’état de I’automate n’est pas
final

3. Le mot abb : (qo, a,>) —(qo, b, A>) —(q1,b,>). Le mot n’est pas reconnu car on n’arrive
pas a lire tout le mot;

4. Le mot ¢ : (qo, &,>) —(q2, €,>). Le mot est reconnu.

4.1.1 Les automates a piles et le déterminisme

Comme nous l’avons signalé dans le chapitre des automates a états finis, la notion du
déterminisme n’est pas propre a ceux-la. Elle est également présente dans le paradigme des
automates a piles. On peut donc définir un automate a pile déterministe par :

Définition 23 : Soit 'automate a pile défini par A = (X, 1T, Q, qo, F, d). A est dit déterministe
si Vqi € Q,Va € (XU {e}),VA € TI, il existe au plus une paire (q;,B) € (Q x TT*) tel que
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5(qi,a,A) = (qj, B).

En d’autres termes, un automate a pile non déterministe possede plusieurs actions a en-
treprendre lorsqu’il se trouve dans une situation déterminée. La reconnaissance se fait donc
en testant toutes les possibilités jusqu’a trouver celle permettant de reconnaitre le mot.

Exemple 26 : Considérons le langage suivant : wew® tel que w € (alb)*. La construction
d’un automate a pile est facile, son idée consiste a empiler tous les symboles avant le ¢ et de
les dépiler dans 1’ordre apres (l’état g est final) :

= 8(qo, a,>) = (qo, A>)
- 5(qo, b,>) = (qo, B)

- 0(qo, a,A) = (qo,AA)
- 8(qo, a,B) = (qo, AB)
- 8(qo,b,A) = (qo, BA)
— 0(qo,b,B) = (qo, BB)

- 6(q07C7A) = (qlvA)
- 6(q07C7B) = (q17B)
- 6(q07cal>) - (q17[>)

- 8(q1,a,A) = (q1,¢€)

- 8(q1,b,B) = (q1,¢€)

- 0(q1,¢,>) = (q2,>e€)

Considérons maintenant le langage wwR® tel que w € (alb)*, les mots de ce langage sont
palindromes mais on ne sait quand est-ce qu’il faut arréter d’empiler et procéder au dépile-
ment. Il faut donc supposer que chaque symbole lu représente le dernier symbole de w, le
dépiler, continuer la reconnaissance si cela ne marche pas, il faut donc revenir empiler, et ainsi
de suite :

- 8(qo, a,>) = (qo, A>)

- 0(qo, b,>) = (qo, B>)

- 0(qo, a,A) = (qo,AA)
- 8(qo, a,B) = (qo, AB)
- 0(qo,b,A) = (qo, BA)
- 8(qo, b, B) = (qo, BB)

- 5(CI17C17A) — (qlae)
- 6(q17baB) = (qlaa)
- 6(q175a[>) = (qQaba)

Malheureusement, nous ne pouvons pas transformer tout automate a piles non détermi-
niste en un automate déterministe. En effet, la classe des langages reconnus par des automates
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a piles non déterministes est beaucoup plus importantes que celle des langages reconnus par
des automates déterministes. Si Lpg est I’ensemble des langages reconnus par des automates
a piles déterministes et LNpeT est I’ensemble des langages reconnus par des automates a piles
non déterministes, alors :

LpeT C LNDET

Nous allons a présent nous intéresser aux grammaires qui géneérent les langages algé-
briques puisque c’est la forme de ces grammaires qui nous permettra de construire des auto-
mates a pile.

4.2 Les grammaires hors-contextes

Nous avons déja évoqué ce type de grammaires dans le premier chapitre lorsque nous
avons présenté la hiérarchie de Chomsky. Rappelons-le quand méme :

Définition 24 : Soit G = (V,N,S,R) une grammaire quelconque. G est dite hors-contexte
ou de type de 2 si tous les regles de production sont de la forme : «x — {3 tel que € N et
Be(V+N)*

Un langage généré par une grammaire hors-contexte est dit langage hors-contexte. Notons
que nous nous intéressons, en particulier, a ce type de langages (et par conséquence a ce type
de grammaires) du fait que la plupart des langages de programmation sont hors-contextes.
Ceci est di au fait que le temps d’analyse des mots générés par certaines grammaires hors-
contextes est linéaire.

Exemple 27 : Soit la grammaire générant le langage a™b™ (n > 0) : G = ({a, b},{S}, S, R) tel
que R comporte les regles : S — aSb|e. D’apres la définition, cette grammaire est hors-contexte
et le langage a™b™ est hors-contexte.

421 Arbre de dérivation

Vu la forme particuliere des grammaires hors-contextes (présence d"un seul symbole non
terminal a gauche), il est possible de construire un arbre de dérivation pour un mot généré.

Définition 25 : Etant donnée une grammaire G = (V, N, S, R), les arbres de syntaxe de G sont
des arbres dont les noeuds internes sont étiquetés par des symboles de N, les feuilles étiquetés
par des symboles de V, tels que : si le nceud p apparait dans 1’arbre et si la régle p — aj...an
(aj terminal ou non terminal) est utilisée dans la dérivation, alors le nceud p possede n fils
correspondant aux symboles a;.

Si I’arbre syntaxique a comme racine S, alors il est dit arbre de dérivation du mot u tel que
u est le mot obtenu en prenant les feuilles de 1’arbre dans le sens gauche—droite et bas—haut.

Exemple 28 : Reprenons I’'exemple précédent, le mot aabb est généré par cette grammaire
par la chaine : S —+ aSb — aaSbb — aaebb = aabb. L'arbre de dérivation est donnée par la
figure 4.1.
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&

Figure 4.1 — Exemple d'un arbre de dérivation

4.2.2 Notion d’ambiguité

Nous avons déja évoqué la notion de 1'ambiguité lorsque nous avons présenté les expres-
sions régulieres. Nous avons, alors, défini une expression réguliere ambigué comme étant une
expression réguliere pouvant coller a un mot de plusieurs maniere.

Par analogie, nous définissons la notion de I'ambiguité des grammaires. Une grammaire
est dite ambigué si elle peut générer au moins un mot de plus d’une maniere. En d’autres
termes, si on peut trouver un mot généré par la grammaire et possédant au moins deux
arbres de dérivation, alors on dit que la grammaire est ambigué. Notons que la notion de
I'ambiguité n’a rien a avoir avec celle du non déterminisme. Par exemple, la grammaire G =
({a,b},{S},S,{S — aSb[bSale}) génere les mots wwR tel que w € (alb)*. Bien qu'il n’existe
aucun automate a pile déterministe reconnaissant les mots de ce langage, tout mot ne possede
qu’'un seul arbre de dérivation.

L’ambiguité de certaines grammaires peut étre levée comme le montre 1’exemple suivant :

Exemple 29 : Soit la grammaire G = ({0, 1, +, =}, {E}, E,{E — E + E[E % E[(E)|0[1}). Cette gram-

maire est ambigué car le mot 1+1*0 possede deux arbres de dérivation (figures 4.2 et 4.3). La
grammaire est donc ambigué. Or ceci pose un probleme lors de 1’évaluation de 'expression
(rappelons que l’évaluation se fait toujours de gauche a droite et bas en haut)*. Le premier
arbre évalue l'expression comme étant 1+(1*0) ce qui donne 1. Selon le deuxiéme arbre, I'ex-
pression est évaluée comme étant (1+1)*0 ce qui donne 0! Or, aucune information dans la
grammaire ne permet de préférer 'une ou l’autre forme.

E
E + E
v
1 E * E

v
1

o=

Figure 4.2 — Un premier arbre de dérivation

4. Nous considérons le contexte de 1'algebre de Boole
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BB

E *
=+

m

o =

E E

1 1
Figure 4.3 — Deuxiéme arbre de dérivation

D’une maniere générale, pour lever 'ambiguité d'une grammaire, il n'y a pas de méthodes
qui fonctionne a tous les coups. Cependant, 1'idée consiste généralement a introduire une
hypotheése supplémentaire (ce qui va changer la grammaire) en espérant que le langage généré
soit le méme. Par exemple, la grammaire G’ = ({+,%,0,1},{E,T,FLE{E — E+ T[T, T —
T+ F|F,F — (E)|0[1}) génere le méme langage que G mais a 1’avantage de ne pas étre ambigué.
La transformation introduite consiste a donner une priorité a l'opérateur * par rapport a
l'opérateur +.

4.2.3 Equivalence des grammaires hors-contextes et les automates a piles

Le théoreme suivant établit 1’équivalence entre les grammaires hors-contextes et les au-
tomates a piles. Néanmoins, ni le théoreme ni sa preuve ne fournissent des moyens pour le
passage d’une forme a une autre.

Théoréme 4 : Tout langage hors-contexte est un langage algébrique et vice-versa. En d’autres

termes, pour tout langage généré par une grammaire hors-contexte, il existe un automate a
pile (déterministe ou non) qui le reconnait. Réciproquement, pour tout langage reconnu par
un automate a pile, il existe une grammaire hors-contexte qui le génere.

Dans le paradigme des langages algébriques, il est plus intéressant de s’intéresser aux
grammaires (rappelons qu’il n’existe pas d’expression réguliére ici!). Ceci est dti a I’existence
de nombreux algorithmes et outils traitant plutot des formes particulieres de grammaires
(Chomsky, Greibach) cherchant ainsi a faciliter la construction des arbres de dérivation.

4.3 Simplification des grammaires hors-contextes

4.3.1 Les grammaires propres

Une grammaire hors-contexte (V, N, S, R) est dite propre si elle vérifie :
- VA—=>uceR:u#teouA=S;
— VA — u € R: S ne figure pas dans u;
- VA—>ueR:u¢gN;
— Tous les non terminaux sont utiles, c’est-a-dire qu’ils vérifient :
- VA € N : A est atteignable depuis S : Jot, 3 € (N+V)*: S 5 AB;
— VA € N : A est productif : 3w € V¥ : A 5 w.
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Il est toujours possible de trouver une grammaire propre pour toute grammaire hors-
contexte. En effet, on procéde comme suit :

1. Rajouter une nouvelle régle S” — S tel que S’ est le nouvel axiome;

2. Eliminer les regles A — ¢ :
— Calculer I'ensemble E = {A € NU{S'}JA 5 ¢};
— Pour tout A € E, pour toute régle B — A3 de R
— Rajouter la regle B — «f3
— Enlever les régles A — ¢

3. Eliminer les régles A = B, on applique la procédure suivante sur R privée de S’ — ¢ :
— Calculer toutes les paires (A, B) tel que A 5B
— Pour chaque paire (A, B) trouvée
- Pour chaque regle B — u4|...Ju, rajouter la regle A — uq|...Jun
— Enlever toutes les regles A — B

4. Supprimer tous les non-terminaux non-productifs

5. Supprimer tous les non-terminaux non-atteignables.

4.4 Les formes normales

4.4.1 La forme normale de Chomsky

Soit G = (V, N, S, R) une grammaire hors-contexte. On dit que G est sous forme normale
de Chomsky si les regles de G sont toutes de 1'une des formes suivantes :

- A—=BC, AeN,B,CeN—{S}

-A—=aAcN,acV

-S—=e¢

L’intérét de la forme normale de Chomsky est que les arbres de dérivations sont des arbres
binaires ce qui facilite 'application de pas mal d’algorithmes.

Il est toujours possible de transformer n'importe quelle grammaire hors-contexte pour
qu’elle soit sous la forme normale de Chomsky. Notons d’abord que si la grammaire est
propre, alors cela facilitera énormément la procédure de transformation. Par conséquent, on
suppose ici que la grammaire a été rendue propre. Donc toutes les regles de S sont sous l'une
des formes suivantes :

-S—e

-A—-w,weVvTt

-A—=>w,we ((N—{S})+V)*

La deuxiéme forme peut étre facilement transformée en A — BC. En effet, si

w=au,ueV"

alors il suffit de remplacer la régle par les trois régles A — A1Ay, A} — a et Ay — u. Ensuite,
il faudra transformer la derniere régle de maniere récursive tant que [u| > 1.
Il reste alors a transformer la troisiéme forme. Supposons que :

W =W AWoAs.. WnAnwn 1 avec wy € V¥ et Ay € (N —{S})
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La procédure de transformation est tres simple. Si wy # ¢ alors il suffit de transformer cette
regle en :

A — B1Bs

Bl — W1

BQ — A1W2A2...WnAan+1

sinon, elle sera transformée en :

A — AB
B — WQAQ...WnAan+1

Cette transformation est appliquée de maniére récursive jusqu’a ce que toutes les regles soient
des regles normalisées.

Exemple 30 : Soit la grammaire dont les regles de production sont : S — aSbS[bSaS|e, on
veut obtenir sa forme normalisée de Chomsky. On commence par la rendre propre, donc on
crée un nouvel axiome et on rajoute la régle S’ — S puis on applique les transformations
citées plus haut. On obtient alors la grammaire suivante : S’ — S, S — aSb|abS|bSalbaS. En
éliminant les formes A — B, on obtient alors la grammaire propre S’ — aSblabS[bSalbaS, S —
aSblabS[bSalbaS. Nous allons a présent transformer juste les productions de S étant donné
qu’elles sont les mémes que celles de S’.

— Transformation de S — aSb
- S — AU (finale)
— A — a (finale)
— U — Sb qui sera transformée en :
— U — SB (finale)
— B — b (finale)
— Transformation de S — ab$
- S — AX (finale)
— X — b$S qui sera transformée en :
— X — BS (finale)
— Transformation de S — bSa
— S — BY (finale)
- Y — Sa qui sera transformée en :
— Y — SA (finale)
— Transformation de S — ba$S
— S — BZ (finale)
— Z — a$ qui sera transformée en :
— Z — AS (finale)

4.4.2 La forme normale de Greibach

Soit G = (V, N, §, R) une grammaire hors-contexte. On dit que G est sous la forme normale
de Greibach si toutes ses regles sont de l'une des formes suivantes :

- A—adAjAr. A, acV,A; € N—{S}

-A—=aqaecV

-S—e¢
L'intérét pratique de la mise sous forme normale de Greibach est qu’a chaque dérivation, on
détermine un préfixe de plus en plus long formé uniquement de symboles terminaux. Cela
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permet de construire plus aisément des analyseurs permettant de retrouver 'arbre d’analyse
associé a un mot généré. Cependant, la transformation d"une grammaire hors-contexte en une
grammaire sous la forme normale de Greibach nécessite plus de travail et de raffinement de
la grammaire. Nous choisissons de ne pas 1’aborder dans ce cours.



