Méthodes numériques ST L2 S4

Chapitre Il : Interpolation polynomiale

Soit par exemple une expérience ou on enregistre la distance parcourue par
un objet en fonction du temps, les résultats sont donnés dans le tableau suivant :
t(sec) 0 1 2 3 4
X(m) 0 5 15 0 3

On veut par exemple calculer la position de I'objet au temps t=2.5 sec ou la
vitesse de I'objet a un temps donné. Pour cela, il faut avoir une forme analytique de
x en fonction de t, X(t). Cette forme doit au moins coincider avec les points donnés

dans le tableau. Ensuite on peut calculer X{(2.5), f4X(t)dt ou bien v(t) = @@
0

dt

Dans ce chapitre, on va considérer 'approximation de X(t) par une forme
polyndémiale c’est-a-dire :
X() =ap+art+ aztz+ -+ a,tr
Avec a; (i = 0,n) sont des coefficients a déterminer.
Les polyndmes que nous allons étudier différent seulement par la facon de

déterminer les coefficients a; (i = 0, n), car pour un tableau de valeurs données le

polynéme d’interpolation est unique.

2.1 Polynéme d’interpolation de Lagrange.

Soient (n+1) points distincts xg, X1, ... ... , Xn, et fune fonction dont les valeurs
sont f(xq), f(x1), v .. , f(xy). Alors, il existe un seul polynéme de degré inférieur ou égal

a n et qui coincide avec les points d’interpolation, i e :

f(xp) = Po(xp), k=012,....,n

Ce polyndme est donné par :

P,(x) = Zizof(xi)l'i(x) = f(xo)Lo(x) + f(x1)L1(x) + - ... + f(xp) Ln(x)

Avec L (x) = Z" (x—xj) — (x—x0) (x—x1) (x=xk-1) (x—=xk+1) (x—xn) (k:o,__’n)
k =012k (x —xp)  (xk—x0) (xk—x1) (Xk—xk—1) (xk—xk+1) (Xk—%n)

L, (x) sont dits coefficients polynémes de Lagrange, ils sont orthogonaux c’est-a-dire

Lk(Xj) =0et Lk(xk) =1.
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Exemple : Reprenons la table donnée au début du chapitre et essayons de calculer
le polyndme de Lagrange pour cette table. Notons que pour n+1 points le degré du
polynéme est inférieure ou égal a n. Pour notre cas on a 5 points, cela nous donne

un polynéme de de gré inférieur ou égal a 4.

4
X(8) = Py(t) = Z_zof(ti)l'i(t) = f(to)Lo(t) + f(t1)L1(t) + f(t2)L2(t) + f(t3)L3(t) + f(ta)La(t)

Avec les coefficients f(t;) sont les valeurs de X(t) aux points donnés t;, on remplace

et on écrit donc :
X(t) = Py(t) = 0% Lo(t) + 5% L1(t) + 15 % Ly(t) + 0 * L3(t) + 3 = Ly(t)

Ensuite, on calcule les coefficients polyné6mes de Lagrange :

L (t)=3* =ty _ @ty () (ota) (ta) Norar bien qu’il est inutile de calculer les
0

i=0,i#0 (¢, —t;)  (to—t1) (to—t2) (to—t3) (to—ta)

coefficients polynémes Lg(t) et L3(t) car ils seront multipliés par zéro dans le

remplacement.
(t-t;) _ (t-tg) (t-t3) (t-t3) (t-tg) _ (t-0) (t-2) (z-3) (t-4) , o 2
L) =Yfgumg——="" —3° % = : —— = ——(t* — 9% + 261> — 241)
“Lp—t;)  (t1—tg) (t1—t2) (t1—t3) (ty—tg)  (1-0) (1-2) (1-3) (1-4) 6

= (t-t;) (t—tg) (t—ty) (t—t3) (t—-tg) (t-0) (t-1) (£-3) (t—4) 1, 2 :
L,(t)= ?:o;‘-'? — = - : 3 - = , T :—ll‘4 -8 +19¢% - 12t)
= "TE{t ) (t2—tg) (t2—tg) (t2-t3) (£2-1g) (2-0)(2-1)(2-3})(2-4) 4°

o4 (t-t;) _ (t-tg) (t-t;) (t-t2) (e-t3) _ (t-0) (t-1) (t-2) (¢-3) _ 1
Ls(t) = Xicoizs

(t*—68 + 1122 —61)

(tp—t;) (t3—tg) (tg—ty) (tg—t2) (tg—f3) (4-0)(4-1)(4-2)(4-3) 24"

Finalement on remplace les coefficients polynomes et on obtient :

X(£) ~ P4(t) = —25.75¢t + 50.95833¢2 — 23.25¢3 + 3.04167t*
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2.2 Polynéme d’interpolation de Newton

On a vu que le polynéme de Lagrange utilise (n+1) coefficients polynomes qui
sont eux aussi des polynomes de degré inférieur ou égal a n. Le calcul de ces
coefficients polyndmes est aussi une tache délicate, c’est pourquoi il est intéressant

d’'utiliser une autre formulation plus souple ; c’est le polyn6me de Newton.

Le calcul du polynéme de Newton commence par la construction d’un
polynéme de degré 1, P1(x) qui passe par les deux premiers points. Ensuite, ce
dernier sera utilisé pour calculer un autre de degré 2, P,(x) qui passe par les trois
premiers points et ainsi de suite jusqu’au polynéme final de degré inférieur ou égal a
n, P,(x). On a la relation de récurrence suivante entre deux polynémes successifs

Pi_l(X) et Pi(x) (i=2,3,--,n+1):

P1(x) = ap + a1(x — xo)
P2(x) = P1(x) + az(x — x0)(x — x1)
P3(x) = P2(x) + az(x — x0)(x — x1)(x — x2)

1Py (x) = Puo1(X) + an(x — x0)(x — x1) .. (x — Xn-1)
On remarque que les coefficients a; (k=0,...,n) sont les éléments essentiels

dans le calcul des polynémes de Newton. Ces coefficients sont les différences divisées

d’ordre k de la fonction f.

2.3 Calcul des différences divisées d’'une fonction f.

Les différences divisées d'une fonction f basée sur les points xg, xq, ... ... , Xn

sont données par : a =f ,x,.... X =Xk oy
k l=0H: (xi—xj)
j=0,j%i

En pratique et pour le nombre limité de points, les différences divisées sont calculées

en utilisant un tableau qui a la forme suivante :

X | FOa) = flxi] DD1 DDz DD3 DD+

Xo flxo]

x1 flx] Flxo x| gixo, x4, x2]

X2 flx2] flx, x2] flx1, x2, x3] flxo, x1, x2, x3] flxo0, x1, x2, x3, X4]
X3 flxs] flx2, x3] Flxz, x3, x4] flx1, x2, x3, x4]

xa flxa] flxs, x4]
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Avec: flxg.x;] = M, Flxy 5] = flxz]-flxil

yoree amn

X1—Xp Xa—X1
f[\’ o x ] . f[l'l;l'z] _f[-\’o}xﬂ f[l o x ] . f[-\'z}l'a] - f[-\'p -\'2]
X0, X1, X2 X5 — X ’ Xy, X2, X3 PPa—_ J e s
o [Ixxp,x3] — flxe, 21, %] o flxg,xs,x4] — flxg, X2, %]
flxg, x1, %2, %3] = - v flxxe, x5, 3] = -
X3 — Xp Xg — Xy

Flxyasx0.0,]— Flxg.x,.%0.5,]
Xy—Xg

f[xo.l'l.-\’2;x3; xg] =

2.4 Erreur d’interpolation

Cest 'erreur commise lorsqu’on remplace la fonction f par le polynéme
d’interpolation équivalent. Elle est notée par s(x) car elle varie d’'un point a un autre
dans lintervalle d’interpolation. Cette erreur doit étre nulle aux points
d’interpolation, s(x;) = 0, (i=0,...n).

Si la fonction f est continue et (n+1) fois dérivable sur I'intervalle d’interpolation
[a = xo, b = xy]. Alors pour tout x € [a, b] il existe z € [a, b] tel que :

_ _ _ " (x_xi) (n+1)
s() = f(x) — Po(x)| = Gi:0 n 1)!1’ (2)

Si |fr+1)(z)] < M V z € [a, b] on peut écrire :

(e x)
i=o (n + 1)! M

s() =1f(x) —Pa(x)| =G

Dans ce cas M est majorant de la fonction f»+D(x) sur l'intervalle [a,b].

Exemple : Reprenons la table donnée au début du chapitre et essayons de calculer
le polyné6me de Newton pour cette table. Notons que pour n+1 points le degré du
polynéme est inférieur ou égal a n. Pour notre cas on a 5 points, cela nous donne
un polyndme de de gré inférieur ou égal a 4. Ecrivons les polynémes de Newton :

P1(t) = ao + a1(t — to)
P2(t) = P1(t) + az(t — to)(t — t1)
P3(t) = P2(t) + as(t — to)(t — t1)(t — t2)
Py(t) = P3(t) + aq(t — to)(t — t1)(t — t2)(t — t3)
I Les a;sontles différences diviséees d'ordre i

Calculons la table des différences divisées.

ty f(t) = flt] DD1 DDz DD3 DD+
0 0=ao
1 5 S5=ai | 25=gq,
2 15 10 ~125 —S=as 3.04167 = as
5 ~15 9 7.1667
3
4
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Remplacant les a; et les t; par leurs valeurs dans les polynémes de Newton, on trouve :
Pi(t) =ao+ai(t —tg) =0+5(t—0) =5t

Py(t) = P1(t) + az(t — to)(t — t;) = 5t + 2.5(t — 0)(t — 1) = 2.5t2 + 2.5¢

P3(t) = P2(t) + as(t — to)(t — t1)(t — t2) = 2.5¢2 + 2.5t — 5(t — 0)(t — 1)(t — 2) = —5¢3 + 17.5t2 — 7.5¢

Pa(t) = P3(t) + as(t — to)(t — t1)(t — t2)(t — t3) = =513 + 17.5¢2 — 6t + 3.0417(t — 0)(t — 1)(t —2)(t — 3)

Py(t) = 3.04167t* — 23.25t3 4+ 50.95833t2 — 25.75t Cest le méme polynéme que celui de
Lagrange.
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Fig. 2.1. Tracés des polynémes d’interpolation de Newton
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