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Meéthode du point fixe

Le principe de la méthode du point fixe consiste a transformer, la fonction (x) =0, f:[a b] — R,

en une fonction ¢(x) = x. La fonction ¢ : [a b] — R, est construite de fagon a ce que ¢ (a) = a

quand () = 0. Trouver la racine de (x), se résume donc a déterminer un a € [a b] tel que :
a=g(a)

Dans le cas ou un tel point existe, il sera qualifié de point fixe de ¢ et cette derniere est dite fonction

d’itération. Le schéma numérique de cette méthode est donné par :
z*D = o(z®™) pour k>0

On rappelle que le vecteur erreur en est calculé a partir de : en = [xn — xapp|. Avec, xapp est la

solution approchée, de la valeur exacte, déterminée avec une tolérance fixée préalablement. n,
¢tant le nombre d’itérations. Par ailleurs, I’estimation de I’erreur servira, entre autre, a comparer
la vitesse de convergence pour des méthodes numériques différentes. Sur le plan pratique, I’erreur
est représentée graphiquement en tragant en+1 en fonction de e, avec une échelle logarithmique.

Ainsi, I’ordre noté p , d’une méthode numérique s’obtient a partir de :
i('” L1 & A ll—'”|p — 1()5_{ Ir,, L1l p l¢ e |f—”| —+ lc_;ng A

Ainsi I’ordre, p, est quantifi¢ via la pente de 1’équation ci-dessus. On en déduira que :

1. Si p =1 = xn converge linéairement vers la solution approchée. Dans ce cas on gagne la méme
quantité de précision a chaque itération.

2. Si p = 2 = xn converge quadratiquement vers la solution approchée. Dans ce cas on gagne le
double de précision a chaque itération.

3. Si p =3 = xn converge cubiquement vers la solution approchée. Dans ce cas on gagne le triple
de précision a chaque itération.

D’un point de vue pratique, et pour un n suffisamment élevé, la vitesse de convergence d’une
méthode itérative est évaluée au moyen de la relation :
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Tenant compte de cette équation, il vient que plus Kp (x, n) tend vers zéro plus la vitesse de

convergence de la méthode est élevee.

Exercice 01 : Dans cet exercice

Dans cet exercice, il est demandé de trouver la racine de la fonction f1(x) = x — cos(x), en utilisant
la méthode du point fixe.

1. Tracer la fonction f1(x) sur I’intervalle [-1/2 3].

2. Ecrire un programme Matlab permettant ’implémentation du schéma numérique de cette
méthode.

3. Afficher, sur le méme graphe, la fonction f1(x) et la solution approchée.

4. Afficher le graphe représentant le nombre d’approximations successives (k+1) en fonction du
nombre d’itérations.

5. Tracer I’évolution de I’erreur en fonction du nombre d’itérations.

6. Tracer I’erreur Injen+1| en fonction de In |en| et déterminer 1’ordre de la méthode numérique.
Calculer la vitesse de convergence.

Appliquez le méme algorithme pour résoudre I’équation : f2(x) = x + exp(x) + 1

avec : x € [-2 3/2].

On donne : tolérance = 106, les valeurs initiales sont x0 = 0.8 pour f1(x) et x0 =—1/5 pour f2(x).
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