Chapitre 3
Intégrales et calcul des primitives

Introduction

Nous avons vu dans le chapitre de dérivation ( Maths 1) le probleme suivant : étant donnée une
fonction F , trouver sa dérivée f c'est a dire la fonction f (x) = F' (x).

Dans ce chapitre, nous considérons le probleme inverse : étant donnée une fonction f, trouver
une fonction F telle que sa dérivée soit égale & f, c'esta dire F'(x) = f (x).

Intégrale indéfinie

Définition Soit f : | — R une fonction, I estun intervalle quelconque de R .
On appelle primitive (ou intégrale indéfinie) de f toute fonction F : [ — R dérivable telle que

FFx)=f(x), x €L

Exemple x — x? estla primitive de x — 2x. La primitive de x — cosx est x +— sinx
Remarque (non unicité de primitives)
Soit f(x)=2x+1. Ona

F(x)=x%?+ x, G (x) =x%2+x+c (cestune constante )

sont deux primitives de f.

Théoreme Si F;, F, sont deux primitives de f, alors

Fl_ F2=C

Conclusion : Si on connait une primitive F de f, toutes les autres primitives de f sont de
la forme F + ¢ .

Notation

L’ensemble des primitives d’une fonction f est noté [ f ou encore [ f(x)dx

C’est-a-dire : [f(x)dx=F(x)+c

ou F estune primitive de f.
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Proposition ( Linéarité )

Soit [ un intervalle de R , f et g : I — R deux fonctions intégrables ( admettent des primitives )

et A € R. Alors

f(f(x) +g(x))dx = ff(x)dx+ fg(x)dx et f/’lf(x)dx = Aff(x)dx

Primitives des fonctions usuelles

La fonction f

La primitivede f (c € R).

L’intervalle [

fx)=k F(x)=kx+c R
flx)=x%, a€R—-{-1} F(x) =ﬁx“+1 +c 10, +oof

flx) = 1 F(x) =In|x| + ¢ ]—00,0[ ou ]0,+oo[
f(x)=e* F(x)=e*+c R

f(x) =sinx F(x) =—cosx+c R

f(x) =cosx F(x)=sinx +c R

Techniques de calcul de primitives

a) Intégration par parties

Proposition Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [.

Ona

fu(x)v’(x)dx =u(x)v(x) —fu’(x)v(x)dx

Preuve Ona

(u(x)v(x))’ =u' (x)v(x) + ulx)v'(x)

= f(u(x)v(x))’dx = fu’(x)v(x)dx+ju(x)v’(x)dx

= ulx)v(x) = fu’(x)v(x)dx+ju(x)v’(x)dx

= fu(x)v’(x)dx =u(x)v(x) —ju’(x)v(x)dx
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Exemple [ = [ xsinxdx . Posons
ux)=x =>u'(x) =1
v'(x) =sinx = v(x) =—cosx
Donc

fxsinxdx = —xcosx+fcosxdx

= —xcosx +sinx+c

Exercice calculer [ = [ x* e*dx

Solution Intégration par parties en posant :
ulx) =x*> =u'(x)=2x
v'(x) = e* = vx)=e*
Donc
fxzexdx = x* ex—2fxexdx
—
Calculons I; = [ x e*dx par parties en posant
ux)=x =>u'(x)=1
v'(x) = e* = vx)=e*
dou: L =[xe*dx=xe*—[e*dx=xe*— e*+c
et I=x*e*—2(xe*— eX)+c=((x*—-2x+2)e¥*+c

b) Intégration par changement de variable

Proposition Soit F une primitive de f et g une fonction dérivable. Alors la fonction
f (g(x))g'(x) est intégrable et ’on a

f f(g(x)g'(x)dx = F(g(x)) + c.

c . d .
Autrement dit, en posant u = g(x) on obtient d—z; = g'(x), soit encore du = g'(x) dx et donc

f f (9(0)g' ) dx = j i) du = Fu) +
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Exemple

1
j\/sinxcosxdx=jt? dt, t =sinx ,dt =dxcosx

1

1
—t 4
2+1

2 3
= — sinzx + ¢

2 i 3
= § (\/smx) + c.
Remarque

fg’(x) dx = fldt ,t=g(x), dt = g'(x)dx
g(x) t
=In|t| + ¢
=In|g(x)| + c.
Le succés de l'intégration dépend de notre habilité a choisir le changement de variable approprié
qui simplifiera les calculs.

Exercice Calculer les primitives suivantes

1
fmdx, ftanxdx

Solution

1) Onposet =x — 1= dt = dx, alors

1 1 »
| oy = [ e = [ ehae

-1
=—t3+
3 c
-1 ER
BRI E R
__ Sinx . 1 . . _ -1
2) ftanxdx—fcosxdx——f;dt On pose t = cos x, = —sinx :»dx—sinx dt
=—In|t|+c
= —In|cosx| + ¢, c €R.
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Exercice : Calculer les primitives suivantes:

1 sin(In x) 1 5 dx
(1.)] 1_i_xdx,(z.)j—x dx'(g')j—xlnx dx,(4.)Je veX + 1dx (5')J3—Ze"'

Solution de L.’exercice :

1
dx,onposet =x+ 1= dx = dt.
f\/1+x P
Al f ! 4 fldt ft'ldt
ors X = B - 2
V1+x Vt
1
=— AR,

=2t%+c=2\/x+1+c, c €ER.

sin(In x) dt 1
f—dx,onpose t=lnx =>—=—= dx = x dt.
X dx «x
sin(In x) _
Alors dex=fsmt dt = —cost+c
= —cos(lnx) +c, c €ER.
1 1 !
_ (. ([¥®) _
dx = | =— dx = dx avec u(x)=Inx
xInx In x u(x)
= Inlu(x)| +c¢

= In|lnx| + ¢, c € R

fex\/ex + 1dx = fex(ex + 1)%dx = fu’(x)[u(x)]%dx avec u(x) =e*+1

1 1
=i (e*+ 1) +¢

2

2
=§(QX+1)%+C, c ER.

f dx . X dt X p ldt
= _ — = et —_— — .
3_ 2ex,On pose e dx e X t

Al J dx _f de  _1de_10(=2) .
o )3 2exT Jt@—200 3) 7t 3J3-2¢
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_ L4 It| L) 13— 2t| +
—311 311 C

1 11|3 2e%| + € R
—3X 311 e C, C .

Intégration des fonctions rationnelles

Définition Un polynéme a coefficients dans K (K = R ou K = C) est une expression de la forme
P(x) = apx™+ ap_x™ 1+ -+ ayx?+ayx +agy,

avec n € Net agp,aq,...,a, €EK.

L’ensemble des polyndmes est noté K[X].

Les a; sont appelés les coefficients du polynome (0 <i<n).

On appelle le degré de P le plus grand entier i tel que a; # 0, on le note deg P

eton a

f P(x)dx = f(anx" + A x™ T+t ayx? + agx +ap) dx

S S ot O PR S i Yo +apx +c
n+1 n 3 2

3
Exemple [(x? + 2x + 5)dx =%+x2+5x+c

Définition Soit f une fonction . On dit que la fonction f est une fonction rationnelle si

flx) = %, ou P (x),Q(x) sont des polyndmes a coefficients réels.

a) Intégrale du type : f —dx, 1€R

1
f x =lnlx+Al+c, ceR
x+ A

dx etn > 1.

b) Intégrale du type : [ o /1)"

1 1
—  _dx = +c¢, ceR
f(x+/1)" SRR T ey e B
¢) Intégrale du type : [ xixa;ﬁ - dx oua,fB,aeth € R avec x>+ ax + b posséde deux racines

réelles p et g, donc:
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ax+p A N B
+ax+b x—p x—q

Par suite on a :

ax + B A B
[ e [ [
x“+ax+b X—p x—q

=Aln|x —p|+Bln|x —q| + ¢, ceER

Exemple Calculer [ 1_1 dx.

xZ
Ona:

11 1
x?—1 2(x—1) 2(x+1)

Par suite on a :

fle_ldx=fﬁdx—fﬁdx

—1l| 1] 1l| + 1| +
=5 Infx 5 Inlx c

d) Intégrale du type : f%dx ot a,f,a,b €R, n €N avec A= a? — 4b < 0.
Proposition Soit I,, = [ (x2i1)n dx,n € N* alors .

2

1) I, = fxildx = arctanx + ¢

1 x 2n-1
2n (x*+1)n 2n

2) Iy = IL,, pour n=>1.

Preuve

1) évident car (arctanx)’ =

x%4+1
2) L= (x2i1)n dx par parties en posant :
1 , ) et —2nx
U,(X) = m = Uu (.X') = —ZTLX(X + 1) = W

v(x)=1 =vx)=x
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X nx?

= | ———dx= +

" j (x% + )" (x> + 1" (x2 4+ 1)n+1
_ x N 2x2+2 -2
- (xz + 1)11 n (xz + 1)n+1

dx

dx

X 2
= (x2+1)"+”f(x2+1)”dx_”j(x2+1)”+1dx

alors [, = = 2+1)n +2nl, — 2nl 44 .
1 X 2n—-1
Donc L1 = o T IL,, pour n>1.
ax+p
- Calculons f rari )"
I)sia#0 ona
ax + 2x+ a 2x+a—a+%
dx = — dx
(x*+ ax + b)" f (x?+ ax + b 2) (x4 ax+ b)"
2
a 2x +a D + a —a+ 7ﬂ 4
== X+ = X
(x*+ax + b)" 2) (x*+ax+b)"

a 2x+a

a
== d +—<— +—f d
2 (x2+ax+b)"x A (x2+ax+b)”x

2x+a .. .2 / —
A) f—(x2+ax+b)n dx ,Onchoisit u (x) =x*+ax+b=u'(x)=2x+a
%+ a v B lnlu(x)l si n=
(x*+ ax + b)" x= [u(x)]™ x E—— [u@)]™? si n>2
1
B) f(x2+ax+b)n

a® a , a?
—,onposet=x+5 et k b—z>0

x2+ax+b=(x+%)2+<b—4

(dx = dt).

dt

LU YT A
kZ

on choisit s =£=> ds =%dt = dt = kds

dS  (voirla proposition )

1
dx =
f (x*+ ax + b)" * kznj (s2+ 1"
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I)sia=0 ona

ax + f p _j dx = j
(x*+ ax + b)" x= (x2+ ax + b)" x=p (x2+ ax + b)™

dx (voir (B)) .

3x+6

Exemple Calculer f rxiD)?

3x+6 3 2x + 4 3 2x+1+3

———dx == | ————dx == | —————dx
(x*+ x + 1) 2) (x*+x+1)2 2) (x*+x+1)2

3 2x +1 dx + f p
“2) a1 2 a2

3 2x +1 dx + f p
Crx+02 2] vz

2x+1
A [—— T dx , par changement de variable u(x) = x*+x+1=u'(x) =2x +1

(x*+x+1)2
on obtient :
2x +1 u (x) -1 -1
(x2+x+1)2 (u (x))2 u(x)_x2+x+1 '
=7
B) f(x 24 x+1)2 dx =
1\2 1
X+x+1= (x + E) + 2 , par changement de variable t = x + > = dx = dt on obtient
—1 dx = —1 dt = 1 d
f(x2+x+1)2 x_f 2 32t_f \/§22 ‘
(t +Z) (tz + <T> )
16 1
=— dt

. 2t _ 2 _ V3 o
par changement de variable s = 5 ds = N dt, (dt = ds) on obtient :

f 1 4o 16 \/_f 4 ‘(1 1 x +2n—11)
(x*+x+1)2 (s?+ 1)2 ds ,dapres 17 on (k24 D 2n "

Iz

1 s 1
szmd.?:E m+§arctans, (Tl=1)
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- 2
Finalement (On as=2L et t=x +% alors s = 2x+1)

e 3
[ / 2x +1 \1
346 3 -1 +9|16X\/§|1 NE T (2x+1)||+
C+rx+ 02 T 2t x+1 2|[9 2\ arctan V3 /Jl ¢

Décomposition en éléments simples

: P . . L 1 )
Soit f(x) = % une fonction rationnelle par la division euclidienne on obtient :

P(x) = Q(x)q (x) + R (x) telque degR < degQ.

R(x)
D = Rx)
onc f(x)=qx)+ 2

On en déduit que : [ f(x)dx = [ q(x)dx + f% dx.
Si
Q(x) =c(x—a))™(x —ay)™ ... (x —ap)™ (x? + byx + d)™ (x? + byx + dy)"2 ... (x* + bpx + dp)™

on peut écrire

R(x) _ Aqg Agp o A1 m,
Qx) x—a; (x—ay)? (x —a;)™
n Azq Az Az m,
x—ay (x—az)? (x —az)™
+ eee +
4 Ag Ag2 Agmy,
x—ag  (x—ag)? (x — a )™
Blllx + Cl,l Bl'zx + C1'2 Bl’nlx + Cl,nl

x>+ bix+d;  (x?+ byix +dy)? o (x? + byx +d)™

lelx + 62‘1 n BZ'Zx + CZ,Z R Bz'nzx + CZ,TI,Z
X%+ byx+d, (X% + byx +dy)? (x? + byx + dy)"2

+ o4

Bhllx + C2‘1 Bh,zx + CZ,Z 4o Bh'nhx + Ch,nh
xz + bhx + dh (xz + bhx + dh)z (xz + bhx + dh)nh

oules 4; j, B;; et C; jsont des constantes.
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3x3+2x-5 . . . 1
Exemple f(x)= s On effectue d’abord la division euclidienne

3x34+2x -5 | 3x>—=5x—2

3x3 — 5x2% — 2x x+§

5x2+4x -5

25 10
_x — —
3 3
37 5

3573

5x% —

37 5 37 5
Maintenant on décompose le terme

Ainsi f(x) =x+= + W - 3 5 5 en fractions simples

ona3x*—5x—2=3(x+ §) (x — 2) et on doit chercher les deux constantes A1 et A, telles que

37 5
3XT3 _ Ay + A,
3x2—-5x—2 3x+1 x-2°

En utilisant le principe d’identité des polynomes on a

37 5 3
TET3 M-+ AGx+1) (A +34)x 24 +4; A +34, ="
3x> —5x —2 3x*—5x—2 B 3x?2—5x—2 —2A1+A2=—§
Alzz—i
= 23
A2=7

On conclut que

@) 52/21 +23/7
fe)=x+a+ it —2
et
2 5 52 2
ff(x)dx——+3x+—ln|3x+1|+—ln|x—2|+c

x—4
(x—3)(x+1)?
f admet la décomposition

Exemple f(x) = . On doit d’abord la décomposer en fraction simples, la fonction

Ay 4, A3

=3 it e ?
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On détermine les constantes en utilisant le principe d’identité des polyndmes

x—4 A+ D2+ A (x = 3)(x + 1) + A3(x - 3)
(x—3)(x+1)% (x — 3)(x + 1)?

A +4,=0
A+ A)x% + (24, — 24, + A3)x + A; — 34, — 34 1T a2
_ (A A + @Ay = 25+ As)x + Ay = 34 3®L2A1_2A2+A3=1
(r=3)Cx+1) L =34, — 34, = —4
On conclut que

_—1/16 1/16  5/4
i e T

et

5

1 1
J.f(x)dx= —1—61n|x—3| +1—61n|x+1| —x_T_1+c.

Intégration des fractions rationnelles en e*

e : 1
On utilise le changement de variable t = e* et donc dt = e*dx ou dx = ?dt

Exemple Calculer [ %. On a
f dx _ f dt
1+ex  Jt(1+1t)

1 1
[lae- [ a
t t+1

=In|t| —-In|t+ 1| +c.
Intégrale du type [ P(x)e® dx ou P est un polynéme et a € R*.

[ P(x)e*™ dx peut se calculer par une intégration par parties. Mais on peut encore remarquer que

fP(x)e“x dx = Q(x)e**

ou Q (x) est un polyndme de méme degré que P (x) que 'on déterminera par identification.

Exemple Calculer I = [(x% + x + 1)e *dx . On sait que I = (ax? + bx + c)e ™™ et on obtient
a, b, ¢ de la formule

(x2+x+1e ™ =[(ax? + bx + c)e™*]".

Onauraa = —1,b = —3 et ¢ = —4. Finalement, [ = (—x2 — 3x — 4)e™™.
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Intégration de certaines fonctions trigonométriques

A) Transformation en une intégrale de fonctions rationnelles :

Soit une intégrale de la forme [ f(sinx,cos x )dx . En effectuant le changement de variable

X . . . . .
t = tan > les fonctions sin x et cos x s'expriment alors sous formes de fonctions rationnelles.

En effet

et

sinx—sin(f+f)—251nfcosf
B 2 2/ 2 2
. X X
Zsmicos?
2 sin% cos = cos?Z
_ 2 2 _ 2
1 2% +cos? X
Sin 2+cos >
2X
cos”5
X
Ztani 2t

1 +tan2% 1+¢%

X X 2 X L X
cosx=cos(—+—)=cos — —SIn“ —
2 2 2 2
X X
2 s 2
C0S“ = — SIn“ 5
2 - 2
X X
2 s 2 2
cos“5 — Ssin“ = Ccos“ =
— 2 2= 2
1 . zx Zx
SIn“ =5 +Cco0s“ =
2 2
2 X
cos 7

X X
t =tan- = E = arctant

= x = 2arctant

2

1+ t2 dt.

= dx =
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Doncona:

o — i — gl G
=tan- = dx =
2 1+ t2
_ 2t
Sin x = >
1+t
1 —t?
cosx = >
1+t
2t
tanx = >
1—t
. 1 —t?
COotx = .
2t

Exemple Calculer [ $ dx.

Ona:

f 1 p _f1+t2 2 it
sin x = 2t 1+ ¢t
1
=f?dt=ln|t|+c

=In |tang| +c

B) Les intégrales de types : [ cos™x dx. Ou [ sin"x dx.
Premier cas : n est impair.

On utilise la formule cos® x + sin® x = 1 : pour I’indice n — 1 qui est une puissance paire, ce qui
permet de donner une intégrale de type

| Fretrerm s
Exemple :
fsin:“x dx = f sin®x sinx dx = f(l — cos? x) sin xdx
= f(sinx — cos? x sin x)dx
= f sinx dx + f(—sinx) cos® xdx = — cosx + %cos3x +c,ceR
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Deuxieme cas : n est pair.

Dans ce cas on utilise la forme linéaire de sin? x et cos2x c’est-a-dire les deux formules

cos®x = %(1 + cos 2x) et sin®x = %(1 — cos 2x).

Exemple :

2
f cos*x dx = f(cosz x)%dx = f E(l + cos ZX)] dx
= %f(l + cos® 2x + 2 cos 2x)dx

1 1 1 2
_J.ZdXJ’EJ.COSZXdX-l'ZfCOS 2x dx

=X 4 Dein2x+ 1 [ cos2xd
—4 4Sln X Z'[‘COS X dx.

mais dans [ cos®2xdx onpose: t=2x = dt = 2dx =>dx=%.

fcos2 2x dx =%fcoszt dt =%f%(1 + cos 2t)dt
(1,1
_f(Z+ZCOSZt)dt

1 1
_fidt+ZfC052t dt

t 1.
=Z+§sm2t+cl

X linax+
—E 5511’1 X Cq1

Donc

f b dx =S 4 sin2x + o+ sindx +
COS 'X X—4 451n X 3 325111 X C

C) Intégrale de type : [ cos™x sin™x dx, netm € N

Premier cas : I’un des deux indices (n; m) est un entier impair.
C’est pratiquement la méme chose comme (B) on applique la méme méthode pour I’indice impair,
mais si les deux sont impairs alors le meilleurs choix est le plus petit.
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Exemple Calculer I = [ cos®xsin?xdx. Ona

I= j cos*x sin®x cosx dx
= f(l — sin®x)? sin®x cos x dx
= f(l + sin*x — 2 sin ?x)sin®x cos x dx
= f(sinzx cos X + sin®x cos x — 2sin*x cosx) dx

= fsinzxcosxdx+fsin6xcosxdx—2fsin4xcosxdx

1 1 2

— T ein3 7 .05
= —=sin°x + =sin’Xx — =sin°>x + ¢, cEeR.
3 7 5

Exemple Calculer I = [ cos®xsin3xdx. Ona

= f cos®x sin®x sinx dx
= f cos®x (1 — cos®x) sinx dx
= f(cos6x sinx — cos®xsinx ) dx

= —fcos6x(— sin x )dx+fc058x(— sin x) dx

1 1

_ 7 9
=——cos’+—-cos”+c,c€ENR
7 9

Exemple Calculer I = [ cos’xsin®xdx. Ona

I = fcos7x sin®x dx = f(sin2 x)? sin x cos’x dx

f(l — cos %x)? sin x cos’x dx

=— f cos’x (— sinx)dx — f cosx (—sinx)dx + 2 J cos?x (— sin x) dx

1 1

2
[ = —gcossx —Ecoslzx + Ecoslox +c, c€eR.
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Deuxieme cas : Les deux indices (n; m) sont des entiers pairs.
On applique la forrmule suivante: sin x cosx = %sin 2x et la forme linéaire de cosinus ou sinus

Exemple Calculer I = [ cos*xsin*xdx. Ona
1 1
[= 1—6f(sin 2x)*dx = 3—2-1. sin*t dt. qui est de type (B).

D) Intégrale de type [ cosaxcosBxdx, [ sinaxsinfxdx, [sinaxcosBxdx , aetf € R*.
On utilise les formules suivantes :
Cos ax cos Bx = %[cos(a + B)x + cos(a — B)x]
sin ax sin Bx = % [— cos(a + B) x + cos(a — B)x]
sin ax cos Bx = %[sin(oc + B)x + sin(a — B)x] .

Exemple Calculer [ sin 4x sin 3x dx

. . 1
fsm 4xsin3x dx = Ef[_ cos7x + cosx] dx
1[ 1. :
= 5[—;sm 7x + smx] +c
1 1,
= ——sin7x+=Sin x + ¢, c €ER
14 2

Intégrale définie

Interprétation géométrique

L’intégrale définie de f entre a et b, notée fab f(x)dx

f(x)
R
| S |
| ' x b x
a b a ?2 |
I=5 I=5, -5,
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Définition Soit f une fonction continue sur [a,b]. L’intégrale définie de f entre a et b est

le nombre réel défini par :

b
[ redx = (ot = F®) - F@

ou F est une primitive de f sur [a,b].

Remarque
» 1l y aune différence entre I’intégrale définie et I’intégrale indéfinie d’une fonction

[f(x)dx s ’appelle une intégrale indéfinie de f, ¢’est une fonction primitive de f.
f: f(x)dx s’appelle une intégrale définie de f, ¢’est un nombre réel.

> [P fdx = [F01L = £(b) - f(@.

Exemple

Exercice Calculer | 12 x*Inx dx
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Solution : (intégration par parties)

j “Inx d _x3l jxgld —xgl x3+
x*Inx dx =—-Inx 3y =g hx—-5+c

Donc

f21 PR S Y [ TP ( St )—81 2!
X“Inx ax = 3nx 9 C1—3n 9 (o 9 C—3n 9
1

Proposition (opérations élémentaires)

Soient f et g deux fonctions intégrables sur I’intervalle [a, b] et A € R. Alorson a :

D [IFC +g@)ldx = [ fdx + [ g(x)dx.

2) f:f(x)dx = — fbaf(x)dx.

3) [JAf(x)dx =2 [ f(x)dx.

4) f:f(x)dx = facf(x)dx + fcbf(x)dx ,tel que a < ¢ < b. relation de Chasles.
5) | fCodz| < [If Gl dx.

6) Si f(x) =0 Vx € [a,b] alors f:f(x) dx = 0.

7) Si f(x) < g(x) Vx € [a, b] alors f:f(x) dx < f;g(x) dx.
8) Sin<f(x) <m, Vx € [a,b] (telsque n,m € R) alors

b

nb—a)< ff(x)dx <m(b— a).

a
9) Sin<f(x)<m,etg(x) =0 Vx € [a,b] (telsque n,m € R) alors

b

b b
nfg(x) dx < ff(x)g(x) demfg(x)dx.

a
10) f X g est une fonction intégrable sur [a, b] mais en général

b

fb F)g(x) dx jb fedx || [ g ax

a
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Preuve de (5) : On a
—f<fx)<If(x)| Vx€la,b]

par suite
b b b
- [l < [ redx < [iFolax
c'est a dire

b b
ff(x)dx < flf(x)ldx.
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