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Chapitre 3 
Intégrales et calcul des primitives 

Introduction 

Nous avons vu dans le chapitre de dérivation  ( Maths 1 ) le problème suivant : étant donnée une 
fonction ܨ ,  trouver sa dérivée  ݂  c'est à dire la fonction ݂ ሺݔሻ =   .ሻݔሺ ′ܨ
Dans ce chapitre,  nous considérons le problème inverse : étant donnée une fonction ݂,  trouver 
une fonction ܨ  telle que sa dérivée soit égale à  ݂,  c'est à dire ܨ′ሺݔሻ = ݂ ሺݔሻ . 
Intégrale indéfinie 

Définition  Soit ݂ ∶ ܫ ื ℝ  une fonction,  ܫ est un intervalle quelconque de ℝ .  
On appelle primitive (ou intégrale indéfinie)  de  ݂ toute fonction ܨ ∶ ܫ ื ℝ  dérivable telle que ܨ′ ሺݔሻ = ݂ ሺݔሻ ,   א ݔ  .ܫ
Exemple   ݔ ⟼ ݔ est la primitive de ²ݔ ⟼ ݔ  La primitive de   .ݔʹ  ⟼ cos ݔ  est  ݔ ⟼ sin  ݔ

Remarque (non unicité de primitives) 

Soit  ݂ ሺݔሻ = ݔʹ + ͳ.  On a ܨ ሺݔሻ = ଶݔ + ,ݔ  ሻݔሺ ܩ = ଶݔ + ݔ + ܿ    ( ܿ est une constante ) 

sont deux primitives de ݂. 
Théorème  Si ܨଵ, ଵܨ ଶ  sont deux primitives de  ݂,  alorsܨ  ଶܨ  − = ܿ 
Conclusion :  Si on connait une primitive ܨ de ݂,  toutes les autres primitives de ݂ sont de 

 la forme ܨ + ܿ . 
Notation 

L’ensemble des primitives d’une fonction ݂ est noté ∫ ݂ ou encore ∫݂ሺݔሻ݀ݔ 

C’est-à-dire :                ∫݂ሺݔሻ݀ݔ = ሻݔሺܨ + ܿ 
où  ܨ est une primitive de  ݂. 
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Proposition ( Linéarité ) 

Soit ܫ un intervalle de ℝ , ݂ et ݃ ∶ ܫ ื ℝ deux fonctions intégrables ( admettent des primitives ) 
et 𝜆 א ℝ.  Alors ∫ሺ݂ሺݔሻ + ݃ሺݔሻሻ ݔ݀ = ∫݂ሺݔሻ݀ݔ + ∫݃ሺݔሻ݀ݐ݁    ݔ ∫𝜆݂ሺݔሻ݀ݔ = 𝜆∫݂ሺݔሻ݀ݔ 

Primitives des fonctions usuelles  

  

La fonction ݂ La primitive de ݂   ( ܿ א ℝ ሻ. L’intervalle ܫ ݂ሺݔሻ = ሻݔሺܨ  ݇ = ݔ݇ + ܿ  ℝ ݂ሺݔሻ = ߙ   , ఈݔ א ℝ − {−ͳ}  ܨሺݔሻ = ଵఈ+ଵݔఈ+ଵ + ܿ  ]Ͳ,+∞[ ݂ሺݔሻ = ଵ௫  ܨሺݔሻ = ln|ݔ| + ܿ  ]−∞, Ͳ[ ou  ]Ͳ, +∞[ ݂ሺݔሻ = ݁௫ ܨሺݔሻ = ݁௫ + ܿ ℝ ݂ሺݔሻ = sin ሻݔሺܨ ݔ = −cos ݔ + ܿ ℝ ݂ሺݔሻ = cosܨ ݔሺݔሻ = sin ݔ + ܿ ℝ 
 

Techniques de calcul de primitives 

a) Intégration par parties 

Proposition  Soient ݑ et ݒ deux fonctions dérivables sur un intervalle  ܫ. 
On a ∫ݑሺݔሻݒ′ሺݔሻ݀ݔ = ሻݔሺݒሻݔሺݑ −  ݔሻ݀ݔሺݒሻݔሺ′ݑ∫

 

Preuve   On a  (ݑሺݔሻݒሺݔሻ൯′ = ሻݔሺݒሻݔሺ′ݑ +  ሻݔሺ′ݒሻݔሺݑ
ݔ݀′ሻ൯ݔሺݒሻݔሺݑ)∫ฺ = ݔሻ݀ݔሺݒሻݔሺ′ݑ∫  ݔሻ݀ݔሺ′ݒሻݔሺݑ∫+

ฺ ሻݔሺݒሻݔሺݑ = ݔሻ݀ݔሺݒሻݔሺ′ݑ∫               ݔሻ݀ݔሺ′ݒሻݔሺݑ∫+
ݔሻ݀ݔሺ′ݒሻݔሺݑ∫ฺ = ሻݔሺݒሻݔሺݑ −             ݔሻ݀ݔሺݒሻݔሺ′ݑ∫
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Exemple    ܫ = ݔ∫ sin ݔ ሻݔሺݑ Posons . ݔ݀ = ฺ   ݔ ሻݔሺ′ݑ = ͳ ݒ′ሺݔሻ = sin ݔ    ฺ ሻݔሺݒ = − cos  ݔ

Donc  ∫ݔ sin ݔ = ݔ݀ ݔ− cosݔ + ∫cos ݔ =                    ݔ݀ ݔ− cos ݔ + sin ݔ + ܿ 
Exercice  calculer  ܫ =   ݔ௫݀݁ ²ݔ∫
Solution  Intégration par parties en posant : ݑሺݔሻ = ฺ   ²ݔ ሻݔሺ′ݑ = ሻݔሺ′ݒ ݔʹ =  ݁௫    ฺ ሻݔሺݒ =  ݁௫ 

Donc  ∫²ݔ ݁௫݀ݔ = ௫݁  ²ݔ − ூభ      ⏟ݔ௫݀݁ ݔ∫ʹ  

Calculons ܫଵ = ሻݔሺݑ par parties en posant  ݔ௫݀݁ ݔ∫ = ฺ   ݔ ሻݔሺ′ݑ = ͳ ݒ′ሺݔሻ =  ݁௫    ฺ ሻݔሺݒ =  ݁௫ 

d'où :      ܫଵ = ݔ௫݀݁ ݔ∫ = ௫݁ ݔ − ∫݁௫݀ݔ = ௫݁ ݔ −  ݁௫ + ܿ 
et           ܫ = ௫݁  ²ݔ − ʹሺݔ ݁௫ −  ݁௫ሻ + ܿ = ሺݔଶ − ݔʹ + ʹሻ݁௫ + ܿ    
b) Intégration par changement de variable 

Proposition   Soit ܨ une primitive de ݂ et ݃ une fonction dérivable.  Alors la fonction    ݂ ሺ݃ሺݔሻሻ݃′ሺݔሻ est intégrable et l’on a ∫݂ (݃ሺݔሻ൯݃′ሺݔሻ݀ݔ = ሻሻݔሺ݃ሺܨ + ܿ. 
Autrement dit, en posant  ݑ = ݃ሺݔሻ on obtient   

ௗ௨ௗ௫ = ݃′ሺݔሻ, soit encore  ݀ݑ = ݃′ሺݔሻ ݀ݔ et donc 

∫݂ (݃ሺݔሻ൯݃′ሺݔሻ݀ݔ = ∫݂ሺݑሻ ݑ݀ = ሻݑሺܨ + ܿ 
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Exemple  ∫√sin ݔ cos ݔ݀ ݔ = ݐ∫ భమ  ݀ݐ   , ݐ = sin ,   ݔ ݐ݀ = ݔ݀ cosݔ 

= ͳభమ+ଵ ݐభమ+భ + ܿ      = ʹ͵ sinయమݔ + ܿ          
= ʹ͵ (√sin ൯ଷݔ + ܿ. 

Remarque   

∫݃′ሺݔሻ݃ሺݔሻ ݔ݀ = ∫ͳݐ ,  ݐ݀ ݐ = ݃ሺݔሻ, ݐ݀ = ݃′ሺݔሻ݀ݔ 

= ln|ݐ| + ܿ                              = ln|݃ሺݔሻ| + ܿ.                    
Le succés de l'intégration dépend de notre habilité à choisir le changement de variable approprié 
qui simplifiera les calculs. 

Exercice  Calculer les primitives suivantes  

∫ ͳሺݔ − ͳሻସ ∫   ,  ݔ݀  tan  ݔ݀ ݔ

Solution  

1) On pose ݐ = ݔ − ͳ ฺ ݐ݀ = ∫  alors   ,ݔ݀ ͳሺݔ − ͳሻସ = ݔ݀  ∫ ͳݐସ ݐ݀ = =               ݐସ݀−ݐ∫ −ͳ͵ ଷ−ݐ + ܿ                                            = −ͳ͵ሺݔ − ͳሻଷ + ܿ , ܿ א ℝ. 
2) ∫ tan ݔ݀ ݔ = ∫ ୱi୬௫ୡ୭ୱ௫ ݔ݀ = −∫ ଵ௧ ݐ On pose  ݐ݀ = cos ௗ௧ௗ௫   ,ݔ = − sin ฺ ݔ ݔ݀ = −ଵୱi୬௫ = ݐ݀  − ln|ݐ| + ܿ                                                       = − ln|cosݔ| + ܿ  , ܿ א ℝ.                      
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Exercice  : Calculer les primitives suivantes:   
ሺͳ. ሻ∫ ͳ√ͳ + ݔ , ݔ݀ ሺʹ. ሻ∫ sinሺln ݔሻݔ , ݔ݀ ሺ͵. ሻ∫ ͳݔ ln ݔ , ݔ݀  ሺͶ. ሻ∫ ݁௫√݁௫ + ͳ݀ݔ  ሺͷ. ሻ∫ ͵ݔ݀ − ʹ݁௫. 

Solution de L’exercice :                                                 ∫ ͳ√ͳ + ݔ ,ݔ݀ on pose ݐ = ݔ + ͳ ฺ dx = dt. 
Alors ∫ ͳ√ͳ + ݔ ݔ݀ = ∫ ͳ√ݐ ݐ݀ = = ݐభమ݀−ݐ∫ ͳ−ଵଶ+ ͳ ݐ−భమ+ଵ + ܿ                                                                    = భమݐʹ + ܿ = ݔ√ʹ + ͳ + ܿ, ܿ א ℝ.                                  
∫sinሺln ݔሻݔ , ݔ݀ on pose  ݐ = ln ݔ ฺ ݔ݀ݐ݀ = ͳݔ ฺ ݔ݀ =  .ݐ݀ ݔ
Alors ∫ sinሺln ݔሻݔ ݔ݀ = ∫ sin ݐ݀  ݐ = − cos ݐ + ܿ           = −cosሺln ሻ ݔ + ܿ , ܿ א ℝ. 
∫ ͳݔ ln ݔ ݔ݀  = ∫ ଵ௫ln ݔ ݔ݀  = ሻݔሺݑሻݔሺ′ݑ∫ ሻݔሺݑ  avec   ݔ݀  = ln  ݔ

= ln|ݑሺݔሻ| + ܿ                                                         = ln|ln |ݔ + ܿ, ܿ א ℝ.                                  ∫݁௫√݁௫ + ͳ݀ݔ = ∫ ݁௫ሺ݁௫ + ͳሻభమ݀ݔ = ݔభమ݀[ሻݔሺݑ]ሻݔሺ′ݑ∫    avec  ݑሺݔሻ = ݁௫ + ͳ 

          = ͳభమ+ଵ ሺ݁௫ + ͳሻభమ+భ + ܿ                        = ʹ͵ ሺ݁௫ + ͳሻయమ + ܿ, ܿ א ℝ.     
∫ ͵ݔ݀ − ʹ݁௫ , on pose ݐ = ݁௫ฺ ݔ݀ݐ݀ = ݁௫ฺ݀ݔ = ͳݐ ∫ Alors .ݐ݀ ͵ݔ݀ − ʹ݁௫ = ∫ ͵ሺݐݐ݀ − ሻݐʹ = ͳ͵∫݀ݐݐ − ͳ͵∫ ሺ−ʹሻ͵ − ݐʹ  ݐ݀
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= ͳ͵ ln|ݐ| − ͳ͵ ln|͵ − |ݐʹ + ܿ      
                   = ͳ͵ ݔ − ͳ͵ ln|͵ − ʹ݁௫| + ܿ, ܿ א ℝ.       

Intégration des fonctions rationnelles 

Définition Un polynôme à coefficients dans ܭ ሺܭ = ℝ ܭ ݑ݋ = ℂሻ est une expression de la forme ܲሺݔሻ = ܽ௡ݔ௡ + ܽ௡−ଵݔ௡−ଵ +ڮ+ ܽଶݔଶ + ܽଵݔ + ܽ଴ , 
avec  ݊ א ℕ et  ܽ଴, ܽଵ, … , ܽ௡ א  .ܭ

L’ensemble des polynômes est noté ܭ[𝑋]. 
Les ܽ௜ sont appelés les coefficients du polynôme   ሺͲ ൑ ݅ ൑ ݊ ሻ. 
On appelle le degré de ܲ  le plus grand entier ݅ tel que ܽ௜ ≠ Ͳ,  on le note  deg ܲ 

et on a  ∫ܲሺݔሻ݀ݔ = ∫ሺܽ௡ݔ௡ + ܽ௡−ଵݔ௡−ଵ +ڮ+ ܽଶݔଶ + ܽଵݔ + ܽ଴ሻ  ݔ݀

                          = ܽ௡݊ + ͳݔ௡+ଵ + ܽ௡−ଵ݊ ௡ݔ +ڮ+ ܽଶ͵ ଷݔ + ܽଵʹ ଶݔ + ܽ଴ݔ + ܿ 
Exemple          ∫ሺݔଶ + ݔʹ + ͷሻ݀ݔ = ௫యଷ + ²ݔ + ͷݔ + ܿ 
Définition  Soit ݂ une fonction . On dit que la fonction ݂ est une fonction rationnelle si 

              ݂ሺݔሻ = ௉ሺ௫ሻொሺ௫ሻ,  où ܲ ሺݔሻ,ܳሺݔሻ sont des polynômes à coefficients réels. 

a) Intégrale du type :  ∫ ଵ௫+𝜆݀ݔ  ,   𝜆 א ℝ 

∫ ͳݔ + 𝜆݀ݔ = ln|ݔ + 𝜆| + ܿ ,    ܿ א ℝ 

b) Intégrale du type :  ∫ ଵሺ௫+𝜆ሻ𝑛 ݊ et  ݔ݀ > ͳ . 
∫ ͳሺݔ + 𝜆ሻ௡ ݔ݀ = ͳͳ − ݊ ͳሺݔ + 𝜆ሻ௡−ଵ + ܿ,   ܿ א ℝ 

c) Intégrale du type :  ∫ ఈ௫+ఉ௫²+௔௫+௕ ,ߙ où  ݔ݀ ,ߚ ܽ et ܾ א ℝ  avec ²ݔ + ݔܽ + ܾ  possède deux racines 

réelles ݌ et  ݍ ,  donc :  
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ݔߙ + ²ݔߚ + ݔܽ + ܾ = ݔܣ − ݌ + ݔܤ −  ݍ

Par suite on a :  

∫ ݔߙ + ²ݔߚ + ݔܽ + ܾ ݔ݀ = ∫ ݔܣ − ݌ ݔ݀ +∫ ݔܤ − ݍ  ݔ݀

                                                               = ܣ ln|ݔ − |݌ + ܤ ln|ݔ − |ݍ + ܿ , ܿ א ℝ 

Exemple   Calculer   ∫ ଵ௫²−ଵ݀ݔ. 

On a : ͳ²ݔ − ͳ = ͳʹሺݔ − ͳሻ − ͳʹሺݔ + ͳሻ 
Par suite on a :  ∫ ͳ²ݔ − ͳ݀ݔ = ∫ ͳʹሺݔ − ͳሻ݀ݔ − ∫ ͳʹሺݔ + ͳሻ݀ݔ 

              = ͳʹ ln|ݔ − ͳ| − ͳʹ ln|ݔ + ͳ| + ܿ 
d) Intégrale du type :  ∫ ఈ௫+ఉሺ௫²+௔௫+௕ሻ𝑛 ,ߙ  où  ݔ݀ ,ߚ ܽ , ܾ א ℝ, ݊ א ℕ∗  avec ∆= ܽ² − Ͷܾ < Ͳ. 
 

Proposition  Soit  ܫ௡ = ∫ ଵሺ௫²+ଵሻ𝑛 ,ݔ݀ ݊ א ℕ∗  alors .    ͳሻ     ܫଵ = ∫ ଵ௫²+ଵ݀ݔ = arctan ݔ + ܿ      ʹሻ    ܫ௡+ଵ = ଵଶ௡   ௫ሺ௫²+ଵሻ𝑛 + ଶ௡−ଵଶ௡ ݊  ௡ ,   pourܫ  ൒ ͳ .   
Preuve 

1) évident car  ሺarctan ′ሻݔ = ଵ௫²+ଵ   
௡ܫ (2 = ∫ ଵሺ௫²+ଵሻ𝑛  : par parties en posant  ݔ݀

ሻݔሺݑ  = ͳሺ²ݔ + ͳሻ௡    ฺ ሻݔሺ′ݑ = ଶݔሺݔ݊ʹ− + ͳሻ−௡−ଵ = ଶݔሺݔ݊ʹ− + ͳሻ௡+ଵ                       ݒ′ሺݔሻ = ͳ   ฺ ሻݔሺݒ =     ݔ
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௡ܫ = ∫ ͳሺ²ݔ + ͳሻ௡ ݔ݀ = ²ݔሺݔ + ͳሻ௡  + ∫ ଶݔ²ሺݔ݊ʹ + ͳሻ௡+ଵ =                                           ݔ݀ ²ݔሺݔ + ͳሻ௡ + ݊∫ ²ݔʹ + ʹ − ʹሺݔଶ + ͳሻ௡+ଵ ௡ܫ                                           ݔ݀ = ²ݔሺݔ + ͳሻ௡ + ݊∫ ʹሺݔଶ + ͳሻ௡ ݔ݀ − ݊∫ ʹሺݔଶ + ͳሻ௡+ଵ݀ݔ   
alors     ܫ௡ = ௫ሺ௫²+ଵሻ𝑛 + ௡ܫ݊ʹ −  . ௡+ଵܫ݊ʹ
Donc        ܫ௡+ଵ = ଵଶ௡   ௫ሺ௫²+ଵሻ𝑛 + ଶ௡−ଵଶ௡ ݊  ௡ ,   pourܫ  ൒ ͳ .   
- Calculons ∫ ఈ௫+ఉሺ௫²+௔௫+௕ሻ𝑛    ݔ݀

1) si ߙ ≠ Ͳ  on a  

∫ ݔߙ + ²ݔሺߚ + ݔܽ + ܾሻ௡ ݔ݀ = ∫ߙʹ ݔʹ + +²ݔሺߙߚʹ ݔܽ + ܾሻ௡ ݔ݀ = ߙʹ ݔʹ∫ + ܽ − ܽ + +²ݔሺߙߚʹ ݔܽ + ܾሻ௡                                       ݔ݀
                     = ߙʹ ∫ ݔʹ + ܽሺ²ݔ + ݔܽ + ܾሻ௡ ݔ݀ + ∫ߙʹ −ܽ + ²ݔሺߙߚʹ + ݔܽ + ܾሻ௡ =                      ݔ݀ ߙʹ ∫ ݔʹ + ܽሺ²ݔ + ݔܽ + ܾሻ௡ ݔ݀ + ߙʹ (−ܽ + ߙߚʹ )∫ ͳሺ²ݔ + ݔܽ + ܾሻ௡  ݔ݀

A)  ∫ ଶ௫+௔ሺ௫²+௔௫+௕ሻ𝑛 ሻݔሺ ݑ  On choisit, ݔ݀ = ²ݔ + ݔܽ + ܾ ฺ ሻݔሺ′ݑ = ݔʹ + ܽ 

∫ ݔʹ + ܽሺ²ݔ + ݔܽ + ܾሻ௡ ݔ݀ = ∫ ௡[ሻݔሺݑ]ሻݔሺ′ݑ ݔ݀ = {ln|ݑሺݔሻ|                        ݅ݏ      ݊ = ͳͳ−݊ + ͳ ݊    ݅ݏ    ௡+ଵ−[ሻݔሺݑ] ൒ ʹ  

B)  ∫ ଵሺ௫²+௔௫+௕ሻ𝑛   ݔ݀

²ݔ + ݔܽ + ܾ = ቀݔ + ܽʹቁଶ + ቆܾ − ܽ²Ͷ ቇ ݐ  ݁ݏ݋݌ ݊݋   , = ݔ + ܽʹ ଶ݇   ݐ݁     = ܾ − ܽଶͶ > Ͳ ,   ሺ ݀ݔ =  .ሻݐ݀
∫ ͳሺ²ݔ + ݔܽ + ܾሻ௡ ݔ݀ = ∫ ͳሺ²ݐ+ ݇²ሻ௡ ݐ݀ = ∫ ͳ[݇² ²݇²ݐ) + ͳ)]௡ ݐ݀ =

ͳ݇ଶ௡∫ ͳ[ቀ݇ݐቁଶ + ͳ]௡  ݐ݀
on choisit  ݏ = ௧௞ฺ ݏ݀ = ଵ௞ ݐ݀ ฺ ݐ݀ =  ݏ݀݇

∫ ͳሺ²ݔ + ݔܽ + ܾሻ௡ ݔ݀ = ݇݇ଶ௡∫ ͳሺݏଶ + ͳሻ௡ ݀ܵ       ሺvoir la proposition ሻ  
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1) si ߙ = Ͳ  on a  

∫ ݔߙ + ²ݔሺߚ + ݔܽ + ܾሻ௡ ݔ݀ = ∫ +²ݔሺߚ ݔܽ + ܾሻ௡ ݔ݀ = ∫ߚ ͳሺ²ݔ+ ݔܽ + ܾሻ௡   .  ሻ൯࡮ሺ ݎ݅݋ݒ)         ݔ݀
Exemple  Calculer  ∫ ଷ௫+଺ሺ௫²+௫+ଵሻమ ∫ .ݔ݀ ݔ͵ + ͸ሺ²ݔ + ݔ + ͳሻଶ ݔ݀ = ͵ʹ∫ ݔʹ + Ͷሺ²ݔ + ݔ + ͳሻଶ ݔ݀ = ͵ʹ∫ ݔʹ + ͳ + ͵ሺ²ݔ + ݔ + ͳሻଶ  ݔ݀

                                    = ͵ʹ∫ ݔʹ + ͳሺ²ݔ + ݔ + ͳሻଶ ݔ݀ + ͵ʹ∫ ͵ሺ²ݔ + ݔ + ͳሻଶ  ݔ݀

                                  = ͵ʹ∫ ݔʹ + ͳሺ²ݔ + ݔ + ͳሻଶ ݔ݀ + ͻʹ∫ ͳሺ²ݔ + ݔ + ͳሻଶ  ݔ݀

A)  ∫ ଶ௫+ଵሺ௫²+௫+ଵሻమ ሻݔሺݑ  par changement de variable , ݔ݀ = ²ݔ + ݔ + ͳ ฺ ሻݔሺ′ݑ = ݔʹ + ͳ 

on obtient : 

∫ ݔʹ + ͳሺ²ݔ + ݔ + ͳሻଶ ݔ݀ = ∫ ݔሻሻଶ݀ݔሺݑሻሺݔሺ′ݑ = −ͳݑሺݔሻ = −ͳ²ݔ + ݔ + ͳ  . 
B) ∫ ଵሺ௫²+௫+ଵሻమ ݔ݀ ²ݔ  ? = + ݔ + ͳ = ݔ) + ͳʹ)ଶ + Ͷ͵ , par changement de variable  ݐ = ݔ + ͳʹ ฺ ݔ݀ =    on obtient  ݐ݀

∫ ͳሺ²ݔ + ݔ + ͳሻଶ ݔ݀ = ∫ ͳቀ²ݐ + Ͷ͵ቁଶ ݐ݀ = ∫ ͳ(²ݐ + ቆ√͵ʹቇଶ)ଶ  ݐ݀ 
      = ͳ͸ͻ ∫ ͳቆ(ʹݐ√͵)ଶ + ͳቇଶ   ݐ݀ 

par changement de variable  ݏ = ଶ௧√ଷฺ ݏ݀ = ଶ√ଷ ݐቀ݀   ,ݐ݀  = √ଷଶ  : ቁ  on obtientݏ݀ 

∫ ͳሺ²ݔ + ݔ + ͳሻଶ ݔ݀ = ͳ͸ͻ × √͵ʹ∫ ͳሺ²ݏ+ ͳሻଶ ூమ        ⏟ݏ݀
     , d′après ( ܫ௡+ଵ = ͳʹ݊ +²ݔሺݔ  ͳሻ௡ + ʹ݊ − ͳʹ݊    (௡ܫ 

ଶܫ = ∫ ͳሺ²ݏ + ͳሻଶ ݏ݀ = ͳʹ  ²ݏݏ+ ͳ + ͳʹ  arctan ݏ ,              ሺ݊ = ͳሻ 
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Finalement      ቀOn a  ݏ = ଶ௧√ଷ ݐ    ݐ݁   = ݔ + ଵଶ   alors   ݏ = ଶ௫+ଵ√ଷ  ቁ 
∫ ݔ͵ + ͸ሺ²ݔ + ݔ + ͳሻଶ ݔ݀ = ͵ʹ −ͳ²ݔ+ ݔ + ͳ + ͻʹ [  

  ͳ͸ͻ × √͵ʹ( 
 ͳʹ ݔʹ + ͳ√͵ቆ(ʹݔ + ͳ√͵ )ଶ + ͳቇ + ͳʹ arctan ݔʹ) + ͳ√͵ )) 

 
]  
  + ܿ . 

Décomposition en éléments simples 

Soit ݂ሺݔሻ = ௉ሺ௫ሻொሺ௫ሻ  une fonction rationnelle  par la division euclidienne on obtient : 

 ܲሺݔሻ = ܳሺݔሻݍ ሺݔሻ + ܴ ሺݔሻ  telque   deg ܴ ൑ degܳ. 
Donc  ݂ሺݔሻ = ሻݔሺݍ + ோሺ௫ሻொሺ௫ሻ 

On en déduit que :                       ∫  ݂ሺݔሻ݀ݔ = ݔሻ݀ݔሺݍ∫ + ∫ ோሺ௫ሻொሺ௫ሻ  .ݔ݀ 

Si 

 ܳሺݔሻ = ܿሺݔ − ܽଵሻ௠భሺݔ − ܽଶሻ௠మ … ሺݔ − ܽ௞ሻ௠𝑘 ሺݔଶ + ܾଵݔ + ݀ଵሻ௡భሺݔଶ + ܾଶݔ + ݀ଶሻ௡మ …ሺ²ݔ + ܾℎݔ + ݀ℎሻ௡ℎ 

on peut écrire ܴሺݔሻܳሺݔሻ = ݔଵ,ଵܣ − ܽଵ + ݔଵ,ଶሺܣ − ܽଵሻଶ +ڮ+ ݔଵ,௠భሺܣ − ܽଵሻ௠భ                              + ݔଶ,ଵܣ − ܽଶ + ݔଶ,ଶሺܣ − ܽଶሻଶ +ڮ+ ݔଶ,௠మሺܣ − ܽଶሻ௠మ           +ڮ+                                                                     
              + ݔ௞,ଵܣ − ܽ௞ + ݔ௞,ଶሺܣ − ܽ௞ሻଶ +ڮ+ ݔ௞,௠𝑘ሺܣ − ܽ௞ሻ௠𝑘                                                            + ݔଵ,ଵܤ + ଶݔଵ,ଵܥ + ܾଵݔ + ݀ଵ + ݔଵ,ଶܤ + ଶݔଵ,ଶሺܥ + ܾଵݔ + ݀ଵሻଶ +ڮ+ ݔଵ,௡భܤ + ଶݔଵ,௡భሺܥ + ܾଵݔ + ݀ଵሻ௡భ                                                + ݔଶ,ଵܤ + ଶݔଶ,ଵܥ + ܾଶݔ + ݀ଶ + ݔଶ,ଶܤ + ଶݔଶ,ଶሺܥ + ܾଶݔ + ݀ଶሻଶ +ڮ+ ݔଶ,௡మܤ + ଶݔଶ,௡మሺܥ + ܾଶݔ + ݀ଶሻ௡మ  +ڮ+                                                       

                                        + ݔℎ,ଵܤ + ²ݔଶ,ଵܥ + ܾℎݔ + ݀ℎ + ݔℎ,ଶܤ + ²ݔଶ,ଶሺܥ + ܾℎݔ + ݀ℎሻଶ +ڮ+ ݔℎ,௡ℎܤ + ²ݔℎ,௡ℎሺܥ + ܾℎݔ + ݀ℎሻ௡ℎ 

où les ܣ௜,௝,  ܤ௜,௝ et ܥ௜,௝sont des constantes. 
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Exemple     ݂ሺݔሻ = ଷ௫య+ଶ௫−ହଷ௫²−ହ௫−ଶ  . On effectue d’abord la division euclidienne  ͵ݔଷ + ݔʹ − ͷ     ͵²ݔ − ͷݔ − ଷݔ͵                                                       ʹ − ͷݔଶ − ݔ             ݔʹ + ହଷ                                                            ͷ²ݔ + Ͷݔ − ͷ                                                        ͷ²ݔ − ଶହଷ ݔ − ଵ଴ଷ  

                                                                ͵͹͵ ݔ − ͷ͵ 

Ainsi  ݂ሺݔሻ = ݔ + ହଷ+ యళయ ௫−ఱయଷ௫²−ହ௫−ଶ . Maintenant on décompose le terme 
యళయ ௫−ఱయଷ௫²−ହ௫−ଶ en fractions simples 

on a ͵²ݔ − ͷݔ − ʹ = ͵ሺݔ + ଵଷሻሺݔ − ʹሻ et on doit chercher les deux constantes ܣଵ et ܣଶ telles que ͵͹͵ ݔ − ͷ͵͵²ݔ − ͷݔ − ʹ = ݔ͵ ଵܣ + ͳ + ݔ ଶܣ − ʹ . 
En utilisant le principe d’identité des polynômes on a  ͵͹͵ ݔ − ͷ͵͵²ݔ − ͷݔ − ʹ = ݔଵሺܣ − ʹሻ + ݔ͵ଶሺܣ + ͳሻ͵²ݔ− ͷݔ − ʹ = ሺܣଵ + ݔଶሻܣ͵ − ଵܣʹ + −²ݔ͵ଶܣ ͷݔ − ʹ ฻ { ଵܣ + ଶܣ͵ = ଷ଻ଷ−ʹܣଵ + ଶܣ = −ହଷ    

฻ ଵܣ} = ఱమమభܣଶ = ଶଷ଻                        
On conclut que 

݂ሺݔሻ = ݔ + ͷ͵ + ͷʹ ʹͳ⁄ ݔ͵  + ͳ + ʹ͵ ͹⁄ݔ − ʹ 

et 

∫݂ሺݔሻ݀ݔ = ʹ²ݔ + ͷ͵ ݔ + ͷʹ͸͵ ln|͵ݔ + ͳ| + ʹ͹͵ ln|ݔ − ʹ| + ܿ . 
Exemple     ݂ሺݔሻ = ௫−ସሺ௫−ଷሻሺ௫+ଵሻ² . On doit d’abord la décomposer en fraction simples, la fonction ݂ admet la décomposition  

݂ሺݔሻ = ݔଵܣ − ͵ + ݔଶܣ + ͳ + ݔଷሺܣ + ͳሻ² . 
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On détermine les constantes en utilisant le principe d’identité des polynômes  ݔ − Ͷሺݔ − ͵ሻሺݔ + ͳሻ² = ݔଵሺܣ + ͳሻଶ + ݔଶሺܣ − ͵ሻሺݔ + ͳሻ + ݔଷሺܣ − ͵ሻሺݔ − ͵ሻሺݔ + ͳሻ²                                                             
                    = ሺܣଵ + ଶݔଶሻܣ + ሺʹܣଵ − ଶܣʹ + ݔଷሻܣ + ଵܣ − ଶܣ͵ − ݔଷሺܣ͵ − ͵ሻሺݔ + ͳሻ²  ฻ { ଵܣ + ଶܣ = Ͳ                ʹܣଵ − ଶܣʹ + ଷܣ = ͳܣଵ − ଶܣ͵ − ଷܣ͵ = −Ͷ 

On conclut que 

݂ሺݔሻ = −ͳ ͳ͸⁄ݔ − ͵ + ͳ ͳ͸⁄ݔ + ͳ + ͷ Ͷ⁄ሺݔ + ͳሻ² 
et  

∫݂ሺݔሻ݀ݔ = − ͳͳ͸ ln|ݔ − ͵| + ͳͳ͸ ln|ݔ + ͳ| − ହସݔ + ͳ + ܿ . 
Intégration des fractions rationnelles en ࢞ࢋ 

On utilise le changement de variable  ݐ = ݁௫ et donc ݀ݐ = ݁௫݀ݔ ou ݀ݔ = ଵ௧   ݐ݀
Exemple Calculer ∫ ௗ௫ଵ+௘ೣ . On a  

∫ ͳݔ݀ + ݁௫ = ∫ ሺͳݐݐ݀ + =                                   ሻݐ ∫ͳݐ ݐ݀ − ∫ ͳݐ + ͳ݀ݐ                                       = ln|ݐ| − ln|ݐ + ͳ| + ܿ . 
Intégrale du type ∫ܲሺݔሻ݁ఈ௫ où P est un polynôme et 𝜶  ݔ݀ א ℝ∗. ∫ܲሺݔሻ݁ఈ௫ ሻ݁ఈ௫ݔpeut se calculer par une intégration par parties. Mais on peut encore remarquer que ∫ܲሺ   ݔ݀ ݔ݀ = ܳሺݔሻ݁ఈ௫ 

où ܳ ሺݔሻ est un polynôme de même degré que ܲ ሺݔሻ que l'on déterminera par identification. 

Exemple  Calculer  ܫ = ∫ሺݔଶ + ݔ + ͳሻ݁−௫݀ݔ . On sait que ܫ = ሺܽݔଶ + ݔܾ + ܿሻ݁−௫ et on obtient 
a, b, c de la formule ሺݔଶ + ݔ + ͳሻ݁−௫ = [ሺܽݔଶ + ݔܾ + ܿሻ݁−௫]′. 
On aura ܽ = −ͳ, ܾ = −͵  et ܿ = −Ͷ. Finalement,  ܫ = ሺ−ݔଶ − ݔ͵ − Ͷሻ݁−௫. 
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Intégration de certaines fonctions trigonométriques 

A) Transformation en une intégrale de fonctions rationnelles : 

Soit une intégrale de la forme ∫݂ሺsin , ݔ cos ݐ                      En effectuant le changement de variable . ݔሻ݀ ݔ = tan ௫ଶ, les fonctions sin et cos ݔ   .s'expriment alors sous formes de fonctions rationnelles ݔ

En effet sin ݔ = sin ቀʹݔ + ቁݔʹ = ʹ sin ݔʹ cos  ݔʹ

                                                                  = ʹ sin ݔʹ cos ͳݔʹ = ʹ sin ݔʹ cos cos²ݔʹ sin²ݔʹ ݔʹ +cos² cos²ݔʹ ݔʹ  

                                                                    = ʹ tan ͳݔʹ + tan² ݔʹ = ͳݐʹ +   ,²ݐ
cos ݔ = cos ቀʹݔ + ቁݔʹ = cos² ݔʹ − sin²  ݔʹ

                                                                  = cos² ݔʹ − sin² ͳݔʹ = cos²
ݔʹ − sin² cos²ݔʹ sin²ݔʹ ݔʹ +cos² cos²ݔʹ ݔʹ  

                                                                    = ͳ − tan² ͳݔʹ + tan² ݔʹ = ͳ − ²ͳݐ +  ²ݐ
et  ݐ = tan ݔʹ ݔʹ ฺ = arctan ฺ                     ݐ ݔ = ʹarctan ฺ                       ݐ ݔ݀ =  ʹͳ + ଶݐ  .ݐ݀ 
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Donc on a : 

ݐ = tan ݔʹ ฺ ݔ݀ =  ʹͳ + ଶݐ sin ݐ݀  ݔ = ͳݐʹ + ݔcos ²ݐ = ͳ − ²ͳݐ + tan ²ݐ ݔ = ͳݐʹ − cot ²ݐ ݔ = ͳ − ݐʹ²ݐ . 
Exemple Calculer ∫ ଵୱi୬௫  .ݔ݀
On a : 

∫ ͳsin ݔ ݔ݀ = ∫ͳ + ݐʹ²ݐ  ʹͳ + =                      ݐ²݀ݐ ∫ͳݐ ݐ݀ = ln|ݐ| + ܿ           = ln |tan |ݔʹ + ܿ 
B) Les intégrales de types : ∫ cos௡ݔ݀ ݔ. Ou  ∫ sin௡ݔ݀ ݔ. 
Premier cas : ݊ est impair. 

On utilise la  formule cos² ݔ + sin² ݔ = ͳ : pour l’indice ݊ − ͳ qui est une puissance paire, ce qui 
permet de donner une intégrale de type  ∫݂ ′ሺݔሻ[݂ሺݔሻ]௠  . ݔ݀
Exemple : ∫݊݅ݏଷݔ݀ ݔ =∫ sin² ݔ sin ݔ݀ ݔ = ∫ሺͳ − cos² ሻݔ sin                                                               ݔ݀ݔ

= ∫ሺsin ݔ − cos² ݔ sin                                                                      ݔሻ݀ݔ
      = ∫ sin ݔ݀ ݔ + ∫ሺ−sin ሻݔ cos² ݔ݀ݔ = − cosݔ + ͳ͵ cosଷݔ + ܿ , ܿ א ℝ 
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Deuxième cas : ݊ est pair. 

Dans ce cas on utilise la forme linéaire de sin² ݔ  et  cos c’est-à-dire  les deux formules  cos²  ݔ² ݔ = ଵଶ ሺͳ + cos ሻ  et sin²ݔʹ ݔ = ଵଶ ሺͳ − cos  .ሻݔʹ
Exemple : ∫cosସx dx = ∫ሺcos² xሻଶdx = ∫[ଵଶሺͳ + cos ʹxሻ]ଶ dx 

       = ଵସ∫ሺͳ + cos² ʹx + ʹ cos ʹxሻdx                  = ∫ ଵସୢx+ ଵଶ∫cos ʹx dx + ଵସ∫cos² ʹx dx 
  = xͶ + ͳͶ sin ʹx + ଵସ∫cos² ʹx dx .  

mais dans ∫ cos² ʹx dx  on pose :  t = ʹx ฺ dt = ʹ dx ฺ dx = ୢ୲ଶ  . ∫cos² ʹx dx = ଵଶ∫cos² t  dt = ଵଶ∫ ଵଶሺͳ + cosʹtሻdt = ∫ቀଵସ+ ଵସ cos ʹtቁdt     
 = ∫ ଵସdt + ଵସ∫cosʹt  dt 
 = tͶ + ͳͅ sin ʹt + cଵ            = xʹ + ͳͅ sin Ͷx + cଵ       

Donc  ∫cosସx dx = xͶ + ͳͶ sin ʹx + xͅ + ͳ͵ʹ sin Ͷx + c 
C) Intégrale de type : ∫ cos௡ݔ sin௠ݔ݀ ݔ,  ݊ et ݉ א ℕ 

Premier cas  : l’un des deux indices ሺ݊;  ݉ሻ est un entier impair. 
C’est pratiquement la même chose comme (B) on applique la même méthode pour l’indice impair, 
mais si les deux sont impairs alors le meilleurs choix est le plus petit. 
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Exemple  Calculer  I = ∫ cosହx sinଶx dx.  On a I = ∫ cosସx sinଶx cos x  dx                                                                       
               = ∫ሺͳ − sin² xሻଶ sinଶx cos x  dx                                                                     

= ∫ሺͳ + sinସx − ʹ sin ²xሻsinଶx cos x  dx                                       
 = ∫ሺsinଶx cos x + sin଺x cos x − ʹsinସx cos xሻ dx                       
   = ∫ sinଶx cos x dx + ∫ sin଺x cos x dx − ʹ∫ sinସx cos x dx         
  = ͳ͵ sinଷx + ͳ͹ sin଻x − ͷʹ sinହx + c, c א ℝ.                                   

Exemple  Calculer  I = ∫ cos଺x sinଷx dx.  On a I = ∫ cos଺x sinଶx sin x  dx 
               = ∫ cos଺x ሺͳ − cos² xሻ sin x  dx 

                   = ∫ሺcos଺x sin x − cos଼x sin x ሻ dx 
                                                       = −∫ cos଺xሺ−sin x  ሻdx + ∫ cos଼xሺ−sin xሻ dx           

                      = − ͳ͹ cos଻ + ͳͻ cosଽ + c  , c א ℝ.            
Exemple  Calculer  I = ∫ cos଻x sinହx dx.  On a  I = ∫cos଻x sinହx dx = ∫ሺsin² xሻ²  sin x cos଻x dx                                                

= ∫ሺͳ − cos ²xሻଶ sin x cos଻x dx                                                                        
       = −∫ cos଻x ሺ− sin xሻdx − ∫ cosଵଵx ሺ− sin xሻdx + ʹ∫cosଽx ሺ− sin xሻ dx 

I = − ͳͅ cos଼x − ͳͳʹ cosଵଶx + ͳʹͲ cosଵ଴x + c , c א ℝ. 
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Deuxième cas : Les deux indices ሺ݊;  ݉ሻ sont des entiers pairs. 
On applique la forrmule suivante: sin ݔ cosݔ = భమ sin   et la forme linéaire de cosinus ou sinus  ݔʹ

Exemple  Calculer  I = ∫ cosସx sinସx dx.  On a 

I = ͳͳ͸∫ሺsin ʹxሻସdx = ͳ͵ʹ ∫ sinସt  dt.         qui est de type ሺ𝐁ሻ.   
D) Intégrale de type ∫ cosȽx cos Ⱦx dx,   ∫ sin Ƚx sin Ⱦx dx , ∫ sin Ƚx cos Ⱦx dx  , Ƚ et Ⱦ א ℝ∗. 
On utilise  les formules suivantes : cos Ƚx cos Ⱦx = ଵଶ[cosሺȽ + Ⱦሻx + cosሺȽ − Ⱦሻx]    sin Ƚx sin Ⱦx = ଵଶ [− cosሺȽ + Ⱦሻ x + cosሺȽ − Ⱦሻx] sin Ƚx cos Ⱦx = ଵଶ [sinሺȽ + Ⱦሻx + sinሺȽ − Ⱦሻx]  .       
Exemple  Calculer ∫ sin Ͷݔ sin sin∫ ݔ݀ ݔ͵ Ͷݔ sin ݔ݀ ݔ͵ = ଵଶ∫[− cos ͹ݔ + cosݔ]  ݔ݀

                                  = ଵଶ [−ଵ଻ sin ͹ݔ + sin [ݔ + ܿ                                                  = − ଵଵସୱi୬଻௫+ଵଶ sin ݔ + ܿ, ܿ א ℝ. 
Intégrale définie 

Interprétation géométrique 

L’intégrale définie de ݂ entre ܽ et ܾ, notée  ∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕௔           ݂ሺݔሻ                                                                               ݂ሺݔሻ 
                                ܵ                                                                                       ܵଵ 
ܫ                          ଶܵ                                  ܽ                                                           ܾ                           ܽ                ݔ                 ܾ                                                                                        ݔ  = ܫ                                                                                       ܵ = ܵଵ − ܵଶ 
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Définition  Soit ݂ une fonction continue sur  [ܽ , ܾ]. L’intégrale définie de ݂ entre ܽ et ܾ est  

le nombre réel défini par : 

∫݂ሺݔሻ݀ݔ =௕
௔ ௔௕[ሻݔሺܨ] = ሺܾሻܨ −  ሺܽሻܨ

où ܨ est une primitive de ݂ sur  [ܽ , ܾ].  
 

Remarque  

 Il y a une différence entre l’intégrale définie et l’intégrale indéfinie d’une fonction  ∫݂ሺݔሻ݀ݔ      s’appelle une intégrale indéfinie de ݂, c’est une fonction primitive de ݂. ∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕௔      s’appelle une intégrale définie de ݂, c’est un nombre réel. 

 ∫ ݂′ሺݔሻ݀ݔ௕௔ = [݂ሺݔሻ]௔௕ = ݂ሺܾሻ − ݂ሺܽሻ. 
Exemple  

ݔ݀ ²ݔ∫ =యమ
଴ [ଵଷݔଷ]଴యమ = ͳ͵ (͵ʹ)ଷ = ͻͅ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice  Calculer  ∫ ²ݔ ln ଶଵݔ݀ ݔ  
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Solution : (intégration par parties) 

²ݔ∫ ln ݔ݀ ݔ ݔ= ଷ͵ ln ݔ − ݔ∫ ଷ͵ ͳݔ ݔ݀ = ݔ ଷ͵ ln ݔ ଷͻݔ− + ܿ 
Donc  

²ݔ∫ ln ଶݔ݀ ݔ
ଵ = ݔ] ଷ͵ ln ݔ ଷͻݔ− + ܿ]ଵଶ = ͺ͵ ln ʹ − ͻͅ + ܿ − (−ͳͻ + ܿ) = ͺ͵ ln ʹ −͹ͻ. 

Proposition (opérations élémentaires) 

Soient ݂ et ݃ deux fonctions intégrables sur l’intervalle [ܽ, ܾ] et 𝜆 א ℝ. Alors on a : 

1) ∫ [݂ሺݔሻ + ݃ሺݔሻ]݀ݔ = ∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ + ∫ ݃ሺݔሻ݀ݔ௕௔௕௔௕௔ . 
2) ∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ = −∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ.௔௕௕௔  

3) ∫ 𝜆 ݂ሺݔሻ݀ݔ =௕௔ 𝜆 ∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕௔ . 
4) ∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ = ∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ௖௔ + ∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ , tel que  ܽ ൑ ܿ ൑ ܾ.௕௖௕௔    relation de Chasles. 

5) |∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕௔ | ൑ ∫ |݂ሺݔሻ|௕௔  .ݔ݀
6) Si  ݂ሺݔሻ = Ͳ  ∀ݔ א [ܽ, ܾ] alors ∫ ݂ሺݔሻ௕௔ ݔ݀ = Ͳ. 
7) Si  ݂ሺݔሻ ൑ ݃ሺݔሻ  ∀ݔ א [ܽ, ܾ] alors ∫ ݂ሺݔሻ௕௔ ݔ݀ ൑ ∫ ݃ሺݔሻ௕௔  .ݔ݀
8) Si ݊ ൑ ݂ሺݔሻ ൑ ݉, ݔ∀ א [ܽ, ܾ]  ሺ tels que  ݊, ݉ א ℝ ሻ alors   

 ݊ሺܾ − ܽሻ ൑ ∫݂ሺݔሻ௕
௔ ݔ݀ ൑ ݉ሺܾ − ܽሻ. 

9) Si ݊ ൑ ݂ሺݔሻ ൑ ݉, ሻݔሺ݃ ݐ݁ ൒ Ͳ  ∀ݔ א [ܽ, ܾ]   ሺtels que   ݊,݉ א ℝ ሻ alors  
 ݊ ∫݃ሺݔሻ௕
௔ ݔ݀ ൑ ∫݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ௕

௔ ݔ݀ ൑ ݉∫݃ሺݔሻ௕
௔  .ݔ݀

10) ݂ × ݃ est une fonction intégrable sur [ܽ, ܾ]  mais en général  

∫݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ௕
௔ ݔ݀ ≠ ቌ∫݂ሺݔሻ௕

௔ ሻ௕ݔቍቌ∫݃ሺݔ݀
௔  ቍݔ݀
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Preuve de (5) : On a −|݂ሺݔሻ| ൑ ݂ሺݔሻ ൑ |݂ሺݔሻ|     ∀ݔ א [ܽ, ܾ], 
 

par suite 
 −∫ |݂ሺݔሻ|௕

௔ ݔ݀ ൑ ∫݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൑ ∫|݂ሺݔሻ|௕

௔  ݔ݀

c'est à dire   

|∫݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ | ൑ ∫|݂ሺݔሻ|௕

௔  .ݔ݀
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 


