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Equations non linéaire

Dans cette partie de cours, on va étudier trois methodes
pour la resolution des équations non linéaires a une variable.
Ces équations ne possedent pas une ou des racines exactes qui
peuvent étre calculées directement, c’est pourquoi on fait
recours aux methodes numeériques pour trouver les solutions
approchées de ces equations.

Ces méthodes numériques permettent seulement le calcul
d’une seule racine sur un intervalle bien choisi. Donc si
I’équation possede plus d’une racine, il est nécessaire de
les localiser dans des intervalles choisis soigneusement et de
faire le calcul pour chaque racine a part.




Equations non [inéaire
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On remarque que chaque sous intervalle Verifie la condition

fl@)f(b) <0, f(a)f(b’) <0 etf(a”)f(b") <0




Equations non linéaire/ Méthode de dichothomie

C’est la méthode la plus simple et qui nécessite le plus de
calculs, elle est basée sur le cas particulier du théoreme des

valeurs intermédiaires qui dit que :
f(x)A

| i
v Si f(X) est continue sur I’intervalle

[a,b], c-a-d si f’(x) garde le méme 1
signe sur intervalle [a,b] | /

_ R 0

v Si f(a) et f(b) ne sont pas de méme | /“
signe, il existe au moins un reel ¢ |
compris entre a et b tel que f(c) =0 | /

(car O est compris entre f(a) et f(b)).
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Equations non linéaire/ Méthode de dichothomie

Principe:

Une fois la racine est localisee dans un intervalle [a, b],
a+ b

2

1) On divise I’intervalle en deux parties egales tel que ¢ =
2) On passe a I’étape de verification
= Sjf(c)=0 alors x’=c et la méthode terminé

= Sinon si f(c) # 0 , alors la racine appartienne
obligatoirement a 1’un de deux intervalles.

« Si f(a)*f(c) <0, donc x’ est dans [a,c]. On pose b =c
* Si f(b)*f(c) <0, donc x’ est dans [c,b]. On posea=c

3) Recommence de I’étape 1 pour la nouvelle intervalle.




Equations non linéaire/ Méthode de dichothomie
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Equations non linéaire/ Méthode de dichothomie

. égales,ona:

Nombre de divisions pour avoir une preécision € donné

| Puisque chaque fois on divise I’intervalle en deux parties
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Equations non linéaire/ Méthode de dichothomie

PUiSC]UG XE [ﬂm b“ﬂ.] = [ﬂmxn] U [Im b'l"l.]

\
M 1b—a b—a
| Ona |x,—x| < 5 gn = gmii

Il faut que la difference |x,, — x| qui est I'erreur du calcul soit

Inférieure a une precision donnée €, c’est-a-dire :

lx, — x| < ¢

In (b — a)
Alors il suffit que — @ _ . Celadonne 5 > 2
2n+1 = In(2)




Equations non linéaire/ Méthode de dichothomie

| Le nombre de divisions ne déepend que de la
| longueur de I’intervalle est de la précision €.
Le probleme de cette méthode est qu’elle est

lente c’est pourquoi elle est utilisée pour
demarrer d’autres méthodes plus élaborées.




Equations non linéaire/ Méthode de dichothomie

| Calculons la premiere racine de 1’équation In(x) — x2+2 = 0

qui appartient a [0.1, 0.5] avec une précision de 0.01.

\'.' En premier lieu on va Calculer le nombre de divisions a faire
en fonction de I’intervalle et la précision.
b—a 0,5-0,1
(P " (Fro01)

= = =4, 32
"= In(2) :

On prend n=5 puisque n est entier et supérieur a 4.32.
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Equations non linéaire/ Méthode de dichothomie

f(a,) = f(0.1) = —-0.313 et f(b,) = f(0.5) = 1.057

_ﬂ1+b1_0.1+0.5

Xy =— > =0.30; f(0.3)=0.706 >0 donc a, =0.1 et b, =0.3
ﬂ2+b2 01""{]3

1 =———= : =0.20; f(0.2)=0.351>0donc a3 =0.1 et by =0.2
as;+b; 0.1+0.2

Xty =——m—= > =0.15; £(0.15) =0.080 > 0donc as = 0.1 et by = 0.15

Xy = ““;“b“ = 0.1+20.15 =0.125; £(0.125) = —0.095 < 0 donc as = 0.15 et by = 0.125

_as+bs _ 0.15+0.125
5 2 2

= 0.1375; f(0.1375) = —0.003 La solution est x; =0.1375
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Equations non linéaire/ Méthode du point fixe

Soit g une fonction définie sur un intervalle [a,b], le point
X qui vérifie x = g(x) avec x € [a,b]est dit point fixe de la
| fonction g.

Cette methode est basée sur le principe du point fixe d’une
fonction, on ecrit 1’équation f(x)=0 sous la forme x=g(x),
ensuite on cherche le point fixe x de la fonction g. Pour cela
on crée la suite x,,.1 = g(x,) (n=0,1,2....) avec X, donnee
(par dichotomie par exemple).
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Equations non linéaire/ Méthode du point fixe

On demarre de X, pour n=0, on calcule x; =g(X,) ensuite
n=1, on calcule X, =g(X,),..., X,+; =9(X,). Sous certaines
conditions, la suite {xn}nzo,oo converge vers la solution x

point fixe de g et solution de 1’équation {(x)=0.
Exemple:

Ecrire I’¢quation f(x)=0 sous la forme x = g(x) si

f(x) =x2+3ex-12
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Equations non linéaire/ Méthode du point fixe

“ f(x) =x2+3ex-12

| On peut ecrire

x=g1(x)=x*+3e*—12+x

x = g,(x) =12 — 3e*

Pour pouvoir choisir la forme de "g" adéquate pour le
calcul, un critere de convergence de cette méethode doit
étre verifie.
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Equations non linéaire/ Méthode du point fixe

Critere de convergence et d’arrét de calculs:

Soit g une fonction dérivable définie de [a,b] — [a,b] tel que

(condition suffisante) :
g (x)| <k<1 Vx € |a,b]

Alors la suite {X,}n-o., définie par x,.; =9(x,) (n=0,1,2, ...)
converge independamment de la valeur de X, vers I’unique

point fixe x deq.
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Equations non linéaire/ Méthode du point fixe

Si plusieurs formes de g vérifient cette condition, on aura
plusieurs valeurs de k. On choisit celle avec la valeur minimale
de k. En pratique, on calcule

k = max |g(x)|

xe[a.b]

qui doit étre inférieure a I’unité pour que la méthode converge.

On arréte les calculs pour cette methode lorsque la

difference absolue entre deux Itérations successives est
Inférieure a une certaine préecision € donnée.

|In+1 - Inl < &
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Equations non linéaire/ Méthode du point fixe

| Trouver la premiere racine de 1’équation In(x) — x2+2 = 0

qui appartient a [0.1, 0.5] avec une précision de € = 0.01. On
\l'| ecrit cette équation sous la forme x = g(x) et on verifie les
conditions de convergence. On peut écrire :
x° -2

xX=e =g41(x) et

x=,Inx)+2=g,(x)

Verifions la condition de convergence pour cette methode

k = max |g(x)|

xe[a.b]
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Equations non linéaire/ Méthode du point fixe

_ -2
l ky = max |§(0)| = ﬁ;ﬁﬁlzxeﬂ’ |

L' g(x) strictement croissante donc

ky = max|2 < 0.5 €*¥ | = 0.174 <1

Cette forme converge.

2
Onécrit: Xpe1 = g1(x,) =€ %(n=10,1,2,...)
Commencons X,=0.3 le milieu de I’intervalle initial donné.

18




Equations non linéaire/ Méthode du point fixe

On calcule

On continue

On calcule

On continue

On calcule

n =0, x1=g1(xp) = e*0-2 = (.148
|x; — x| = 0.152 > ¢
n=1, x, = g.(x;) = eX1-2 = 0.138.
|x, — x4 = 0.01 > ¢

n=2 x3=g4(x,) = e*"2 =0.138.

|x3 — x,| =0.00 < ¢, La solution est x3 =0.138
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Equations non linéaire/ Méthode de Newton

C’est la méethode la plus efficace et la plus utilisée.
Soit f : R — R une fonction donnée et x, un point donné.

On peut écrire la (n + 1)¢™e jtération, approximant x’, de
la maniere suivante :

Xn _
Xn+1 = Xn — ;([In}} rﬂ'_oslszs """ )

Cette suite, si elle converge, doit converger vers la
solution x’ de f(x)=0. On remarque que f’(x) doit étre

non nulle.
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Equations non linéaire/ Méthode de Newton

Critere de convergence

Soit une fonction f définie sur [a,b]. La fonction
f doit vérifier les conditions de convergence

sulvante :
» f(a).f(b) <0

* °(x) et T "(x) sont non nulles et gardent un

signe constant sur 1’intervalle donné.
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Equations non linéaire/ Méthode de Newton

Critere d’arrét de calcul

Si la condition de convergence est verifiée, le procede
itératif doit converger. Cela veut dire que chagque nouvelle
itération est meilleure que la précédente, de ce fait on peut

dire que si on a une précision € , on arréte le calcul lorsque la

différence absolue entre deux approximations successives est
Inferieure a la précision donnee et on prend x,,, comme
solution de f(x)=0. C’est-a-dire :

LasolutionestX ., Si  |Xpe1 — X, < €
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Equations non linéaire/ Méthode de Newton

Trouver la premiere racine de I’équation f(X) = In (X) = x?+2 =0

qui appartient a [0.1, 0.5] avec une précision de € = 0.0001.

On a verifier dans les méethodes précéedentes que f (0,1) * f (0,5) < 0.

On calcule maintenant la dérivée premiere et seconde de f et on

vérifie les conditions de convergence.

On a f’(x)=1/x -2x qui est strictement decroissante et
positive sur I’intervalle donné : £*(x)>0.

f""(x) =-1/x?-2. f "(x) < 0 sur ’intervalle donné.
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Equations non linéaire/ Méthode de Newton

| ... , e , .
| La condition de convergence est vérifiée. On écrit

“ donc :

|

| x In(x,)—x,°+2
Xpa1 = Xy — J(n) X, — ( f} —, (n=0,1,2,.....).

flxn) ENT

in

Commencons X,=0.3 le milieu de I’intervalle initial donné :

In(xg) — x0% + 2

1
x—ﬂ—Zxﬂ

= 0.0417

n=20, X1 = Xg
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Equations non linéaire/ Méthode de Newton

|
| On calcule X, — xo| > €

On continue n=1, x, =0.0910.
On calcule X, —xq| => &

On continue n =2, x3 = 0.1285.
On calcule X3 — x5| > €

On continue n =3, x4, = 0.1376.
On calcule X4 — x3| => ¢

On continue n =4, x; = 0.1379.

On calcule X — x4| => €
On continue n=5, x,=0,1379, [Xx6- X5| < ¢

La solution est x,=0,1379

25



Equations non linéaire
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