Chapitre 3: Equation différentielle du premier
Ordre

27 avril 2022

1 Equation Differentielle

Définition 1.1 On appelle équation différentielle, une équation avec une fonc-
tion inconnue y(x) de la variable rélles x et une ou plusieurs de ses dérivées

vy, ..
Exemple 1.2 y — 2zy = 0.

Ainsi, de la faon générale, 'équation F(z,y,y’,y",...) = 0 est une équation
différentielle ot F' une fonction réelle de plusieurs variables.
Toute fonction y(x) vérifiant F(x,y,y’,y”,...) = 0 est appelée solution de I’équa-
tion différentielle.

Définition 1.3 1-Une équation différentielle d’ordre n est linéaire si elle est de
la forme :

ao(2)y + ar(@)y’ + ax(2)y" + ... + an(2)y™ = g()

ot les a;, pour i = 0,1,..,n et g sont des fonctions réelles continues sur un
intervalle I € R.

2- U ne équation difféntielle linéaire d’ordre n, est dite homogéne, ou sans second
membre si la fonction g est nulle :

ag(x)y + a1 (2)y’ + az()y" + ... + an(2)y"™ = 0.
3-Une équation différentielle linéaire a coefficients constants si :
aoy + ary’ + asy” + ... + a,y™ = g()
ot les a;, pouri =0,1,..,n et g sont des constantes et g est une fonction réelles
continue.
2 Equation différentielle du premier ordre
Définition 2.1 Une équation différentielle du premier ordre est de la forme :

Y = flz,y)
ot f une fonction continue par rapport 4 x sur un intervalle I de R.



2.2 Quelques méthodes de résolution :
2.2.1 Equation différentielle & variable séparables :

Une équation différentielle est dit a variables séparables si elle est de la forme
g(y)y’ = f(x) ou f et g sont des fonctions continue sur des intervalles I et J
respectivement
Sachant 3/ = 2%, alrors g(y)dy = f(z)dx.

En intégrant, on obtient [ g(y)dy = [ f(z)dx = G(y) = F(z) 4+ c ou G, F sont
des primitives de g et f respectivement.

Exemple 2.3 4 = zy, alors%:x:f%:fxdxélﬂﬂz%z—i-c,cel%

1_2 12
ly=e=t = |y =kez,ceR

2.3.1 Equations différentielle linéaires du premier ordre

Une équation différentielle du premier ordre est une équation de la forme :

y' +a(z)y = f(z) (1)

ol a et f sont deux fonctions continues. L’équation 1 est dite aussi nonhomogéne.
Méthode de résoltion :

La solution générale de 1 est donnée par y, = yn + yp avec y, est la solution
de laéquation homogéne et yp et la solutions particuliére. On commence par
I’équation différentielle homogéne

vy +a(z)y =0....(h)

siy # 0, alors on a : g—g = —a(z)y= ¥ = —a(x)dz = Inly| = —A(z) + ¢

oll ¢ € R et A est la primitive de a sur l'intervalle I.

Ainsi : y(z) = ke 4®) o k = +e°

Maintenant, nous utilisons la méthode de la variation de la constante pour
trouver la solution particuliére

Ouy = ke~ Ja@dz 15 méthode consiste & faire varier la constante k c’est &
la fonction & trouver k(z) avec y, = k(x)e‘fa(””)dw, on remplaant dans 1 on
trouve

K (@)e @ —k(@)a(@)e @ + a(2)k(z)e*® = f(z)

= k' (z)e” ) = f(a)
= k’( ) e f(x)
= [ f(2)eA @ dz

Alors, y, = ([ f(w)eA(E)dx)e_A(w)

Exemple 2.4 Résoudre
y —dy=3 (2)

on commence par résoudre l’équation homogéne
(Eh):y' —4y =0

yn = ke Jo@dr — o — peldde o g pede o — fec,
On cherche ensuite une solution particuliére en utilisant la méthode de la varia-
tion de constante



on pose y, = k(x)e*™ =y, = k' (x)e'® + 4k(x)e*™ et en remplaant dans 2, on
trouve :

K (z)e*™ +4k(x)e*® —4k(x)e*™ = 3 = K (2)e* =3 = k' (x) = 3e % = k(z) = ——e

on ay, ==, alors

2.4.1 Equation de Bernoulli :

Soit f, g, deux fonctions continues sur /. Une équation de la forme
Y+ f@y+g(@)y*=0,aeR

est dite une équation de Bernoulli.

Pour résoudre 1’équation de Bernoulli, on fait un changement de variable qui
permet de la transformation en une équation linéaire.

On dévise par y“(y # 0) on obtient :

Y T@Y ey =

Yy ye
on pose z =y~ alors : 2/ = (1 — a)y~%y’. Ainsi, I'équation devient

Z/

b f@)e () = 0
Exemple 2.5 : Résoudre
Y +ay+aryt =0 3)

on divise 3 par y*, on obtient

Yy ttay P +a=0

3 4

En posant z = y~>, on obtient 2’ = —3y'y~
Ainsi,
2 —3zz =3 (4)
On commence par trouver la solution de l’équation homogéne z' —3xz =0 =
.1‘2
2z = ke’s.
Maintenant, pour ’équation nonhomogéne :

7 —3xz =3z

322 322 322
ona: z, = k(z)e > = 2z, = k'(x)e"> + 3wk(x)e™>

on remplaant dans 4 on a

—3a2

K(z)es +3zk(z)e™> — 3ak(z)es =3z = k() = 3we >

332 €T
en intégrant, k(z) = —e’% = z, = —1 Alors Zg = ket —1

Wl

puz’squezylgéy( L )

322
ke 27 —1
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Fiche exercices (avec corrigés) - Equations différentielles

Exercice 1

Donner I'ensemble des solutions des équations différentielles suivantes :
1. y(z)—4y(x)=3 pour z € R
2. y(z)+y(r)=2¢" pour z € R
3. y/(z) —tan(z) y(z) = sin(z) pour x €] — g, g[
4. ' (z) = Mjh”c pour x € RY.
x
5. (22 + 1)y (z)+xy(x)=0  pourz € R

Réponse :
1. L’équation est ¢/(z) —4y(x) =3 :a(x) = —4 et f(z) =3 .
a) L’équation homogene est y'(z) —4y(x) = 0.
Ici a(x) = —4 donc une primitive est A(z) = —4 z.

La solution générale de I'’équation homogene est y(z) = C e 4®) = Cet®,

b) Une solution particuliere vérifie y{(x) — 4 yo(x) = 3.

Cette solution s’écrit yo(z) = g(x) e 4@ avec g(x) primitive de f(z)eA® = 3e~12
3 3 3
= g(z) = . e ' = yo(a) = . S 2
. /2 4x 3
c¢) La solution générale est |y(z) = Ce™ — B

2. L’équation est y'(z) + y(z) =2¢€" : a(x) =1 et f(x) =2¢" .

a) L’équation homogene est y'(z) + y(x) = 0.
Ici a(x) = 1 donc une primitive est A(z) = x.
La solution générale de '’équation homogene est y(z) = Ce=4®) = Ce™?.

b) Une solution particuliere vérifie yj(x) + yo(z) = 2€”.

—A(z)

Cette solution s’écrit yo(z) = g(z)e avec g(z) primitive de f(z)ed® = 2¢e%e® = 262

2 —x T

:>g(x):e“:>yo(x):e e’ =e

c¢) La solution générale est |y(z) = Ce™® + €”

3. L’équation est y'(z) — tan(z) y(x) = sin(z).

a) L’équation homogene est y'(z) — tan(z)y(x) = 0 : a(z) = —tan(z) et f(x) = sin(z)
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_ sin(z)

Ici a(z) = —tan(x) = donc une primitive est A(z) =

cos(z)
est sur l'intervalle | — w/2, /2] et donc cos(z) > 0.
La solution générale de I’équation homogene est

In | cos(x)| = In(cos(x)) car on

C C
_ —A(z) _ — In(cos(x)) — _
y($) Ce Ce eln(cos(z)) COS(ZL‘)
b) Une solution particuliere vérifie y{(x) — tan(z)yo(z) = sin(x).
Cette solution s’écrit yo(z) = g(z)e 4@ avec
g(x) primitive de sin(z)e® = sin(z) cos(x)
Lo g(z) _ sin’(z)
= = — = = —
9(x) 2 o (#) = 3o(<) cos(x) 2 cos(z)

c¢) La solution générale est | y(x) =

C N sin®(z)  sin®(z) + Cy

cos(x)  2cos(r) 2 cos(x)
1
4. L’équation est y'(z) — y(z) =z:a(x)=——et f(x)=2x.
x x
a) L’équation homogene est y'(x) — y(x) = 0.
x
1

Ici a(z) = —— donc une primitive est A(z) = —In|z| = —In(x) car on est sur l'intervalle

10, 00| .
La solution générale de 1’équation homogene est

y(z) = Ce @ = 0@ = Oy

b) Une solution particuliere vérifie y,(z) — bol) =z
x
Cette solution s’écrit yo(z) = g(x)e 4@ avec g(z) primitive de ze® = T
x
= g(z) =z = yo(z) = xe"@ = z 2 = 22
c) La solution générale est |y(x) = C'z + z*
5. L’équation est y'(z) — 2‘1 1y(:c) = 0 qui est une équation homogene.
x

1
Ici a(x) = —in . donc une primitive est A(z) = ~3 In(z? +1) .
La solution générale de I’équation (homogene) est

y(x) = Ce 4@ = Cez @+ — ¢ (2% + 1)% =CvVr?+1

Exercice 2

Résoudre les problemes de Cauchy suivants :

MAP101 2
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2. y(2) ==

Réponse :

1. L’équation est y'(z) — 2y(x) =1

L y(2)— 2y(x) =4
y(r)+1

3. ¢(x)—2y(x)=2x
4. 2%y (z) — 2z — Vy(x) = 2*
5. (z+ 1)y (x) —zy(x) +1=0

, y()=0 , >0
1

, y)y=1 |, >0

, y(0)=2 |, x>-1

ca(r) =—2et f(z)=4.

a) L’équation homogene est y'(z) —2y(x) = 0.
Ici a(x) = —2 donc une primitive est A(z) = -2z .
La solution générale de 1’équation homogene est

y(x) = Ce 4@ = Ce?®

b) Une solution particuliere vérifie yj(x) — 2 yo(x) = 1.

Cette solution s’écrit yo(x) = g(x)e

= yo(x) = —2e 7" = —

—A(z)

= g(z) = —2e 2"

—2x 2z

¢) La solution générale est y(z) = C'e?® — 2

d)y(0)=0 <= C—-2=0 << C=2.

La solution est donc |y(z) = 2e?® — 2

2. L’équation est y'(z) — @ = é ca(x) = —é et f(z) = %
a) L’équation homogene est y'(x) — y(@) = 0.
Ici a(z) = ! donc une primitive est A(z) = —In|z| =

10, +o0] .

La solution générale de 1’équation homogene est

y(z) = Ce @ = 0@ = Oy

avec g(z) primitive de f(z)ed® = 4722

—In(z) car on est sur l'intervalle

1
b) Une solution particuliere vérifie y,(z) — bol) = —.
x x
1 1
Cette solution s’écrit yo(z) = g(z) e A®) avec g(z) primitive de f(z) @ =—
x
1
= ==
g(z) = ——
= y(r) = ——x=-1
MAP101 3 Exos équa. diff.



c) La solution générale est y(z) = Cxz —1

d)y(l)=0 <= C—-1=0 <= C=1.
La solution est donc |y(z) =z — 1

3. L’équation est y'(z) — 2y(z) =2z : a(x) = =2 et f(z) =2x .

a) L’équation homogene est y'(x) — 2y(x) = 0.
Ici a(x) = —2 donc une primitive est A(z) = —2z .
La solution générale de I’équation homogene est

y(x) = Ce 4@ = e

b) Une solution particuliere vérifie yj(z) — 2yo(z) = 2 z.
Cette solution s’écrit yo(z) = g(x) e™4@ avec g(x) primitive de f(z)eA® =2ze72*

= g(x) :/ 2te ? dt

Posons u(t) =t, v'(t) =27 = W/(t) =1, v(t) = —e % :

20 +1 5, o, 2z +1

= = — =
Yo(z) 5 e 5
2 1
c) La solution générale est y(z) = Ce® — %
1 1 1 3
d)y0)=- = C—--=- < C=-.
) y(0) =7 5= 1 1
3 2r +1
La solution est donc |y(x) = Ze% - x;
Y : / 2r —1 201
4. L’équation est y'(z) — 5 y(x)=1:a(r) = -7 et f(z) =1.
x
. ) . , 2z —1
a) L’équation homogene est y'(z) — ———y(x) =0
20 — 1 2
Ici a(x) = — i ~— = —— + — donc une primitive est A(z) = —2In|z[ - 2 = —2In(z) — 1
x r

car x >0 .
La solution générale de I’équation homogene est

y(ﬂf) — C«efA(:v) — Cten(m)Jrl/m — CI‘Q el/m

2z —1
b) Une solution particuliere vérifie y(z) — ° s—Yo(7) = 1.
x

Cette solution s’écrit yo(z) = g(z)e 4@ avec g(z) primitive de f(z)eA@ = Le 1/z,
g(z) est de la forme u'(z)e"®) avec u(z) = —1/z :

= g(z) = eU®) — g7/ yo(x) = e /T g2 el/7 = 42
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¢) La solution générale est y(z) = C 22 !/ 4 22

y(l)=1 < Cet+1=1 < C=0.

La solution est donc |y(z) = z?

1 x 1
5. L’équati ty'(z) — = — : = — t = — :
équation est y'(z) x+1y(w) P a(x) 1° f(x) p]
a) L’équation homogene est y'(x) — %y(az) =0
x
1
Ici a(z) = — i =271 1 donc une primitive est A(z) =Injz+ 1| —z=In(z+1) —z .

La solution générale de 1’équation homogene est

T

—C —A(z) _ C —In(z+1)+z _ C €
(o) = O = Ce <
b) Une solution particuliere vérifie yg(z) ’ (x) !
v — =— :
p Yo . 1y0 el
Cette solution s’écrit yo(z) = g(x)e 4@
+ 1)
imitive de ——— A _ (@t le™
avec g(z) primitive de 7 1° po]
= gla) = e = gola) = e 1
xr) = e Tr)=e g
g Yo r+1 x+1
v 1 Ce* +1
c¢) La solution générale est y(z) = Cxi 1 + i ;;rl
d)y0)=2 <= C+1=2 << C=1
41
La solution est donc |y(z) = cr
r+1

Exercice 3

avec f(z) une fonction particuliére.
Déterminer I'expression de la solution générale lorsque :

1. f(z) =a avec a € R*
2. f(z) = ae”” avec a € R* et w € R*
3. f(x)=ar*+brx+caveca e R*, beR et ceR

Réponse :
a) La solution de I’équation homogene y'(x) — A\y(z) = 0 est

y(x) = CeM™

car a(r) = -\ = A(x) = - r = e~ Al@) — A
b) Solution particuliere de yj(z) — Ayo(z) = f(z) :

yo(z) = g(x)e @) = g(x)e* avec g(x) primitive de f(z)ed® =

Soit A un réel non nul, on s’intéresse aux solutions de I’équation différentielle

y'(x) = Ay(z) = f(x)

(indication : chercher la solution particuliére sous la forme yo(x) = az® + Bz + )

flz)e™?

MAP101 )

FExos équa. diff.



1. f(z) =a: g(x) primitive de ae™*®

g(z) = _;e—m = yolz) = —%e‘”e“’ _ _%
2. f(x) = ae*® : g(x) primitive de ae@?
— sl w = A, g(x) primitive de « :
9(z) = ar = yo(z) = aze™”®
— siw# A, . i )
g(r) = me(w—m = yo(z) = me(w—x)agem = e

3. On cherche yo(z) sous la forme az? + Bz + 7 :
yo(x) = 2ax + 3

= yo(z) — Ayo(z) = ;@xQ + 2a =Nz + (8 —9)N)

=a =b =c
—a\ = a a = —a/\
= 20—B\ = b p=< B = —b/A—a/)
/8_7)\ = C fy — —C/)\—b/)\2_a/)\3

Exercice 4
N Résoudre les équations différentielles suivantes :
L y"(x) =5y (x) + 6y(x) =0
2. y"(z) —y'(x) =0
3.y () +4y'(x) +4y(x) =0
4. y"(z) +4y(z)+13y(z) =0

Réponse :

1. L’équation caractéristique est 7> — 5r +6 = 0 :

A=1>0=>r=2etry, =3

La solution générale est |y(z) = C1e** + Che®®

2. L’équation caractéristique est r> —1 =0 :

A=4>0=r=—-letrys=1

La solution générale est |y(x) = Cre™" + Cae”

3. L’équation caractéristique est 7% +4r +4 =0 :

A=0=r=-2

La solution générale est |y(z) = (Ciz + Cy)e

4. L équation caractéristique est r® +4r +13 =0 :
A=-36<0=r=-2+3i

La solution générale est |y(x) = (C} cos(3z) + Cy sin(3z))e %"
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Exercice 5

)
2. y'(z) +4y
3. y'(x) +2y
4. y"(x)+ 3y
Réponse :

() =0

() +y(x) =0

Résoudre les équations différentielles suivantes :
L y"(z) =5y (z) +4y(z) =0

, y(0) =5, y(0)=
, 9(0) =0, y(0)
» y(0) =1, y(0) =
, y(0) =0, y(1)=

1. L’équation caractéristique est r? — 5r +4 =0 :

A=9>0=>r=1letry, =4

La solution générale est

y(0)

y(z) = Cre” 4+ Coe™™ = o/ (z) = Cre” + 4Cye™™
= C1+Cy; =5 N c, =1
= (1 +4C, = 8 Cy =1

- { y'(0)

La solution est

y(r) = + "

2. L’équation caractéristique est r?> +4 =0 :

La solution générale est

A=-16<0=7r=+2

y(z) = Cy cos(2z) + Cysin(2x) = ¢ (z) = —2C sin(2x) + 2C, cos(2x)

y(0)
- { y'(0)

La solution est

y(x) = sin(2xz)

Ci
20,

3. L’équation caractéristique est r? +2r +1 =10 :

La solution générale est

A=0=r=-1

y(z) = (Crz + Cr)e™ = ¢/ (x) = Cre™™ — (Chz + Cy)e™
:>{y’(0) _01—02 =0 = CQ = 1
La solution est |y(z) = (x + 1)e™®
4. L’équation caractéristique est 72 +3r =0 :
A=9>0=r,=0etry=-3
La solution générale est
y(z) = C) + Cre™™*
y(O) = Cl + 02 = 0 el
= () =—-0y =
:>{y(1) = Cl+02673 = 1 ! 2 e3 —1
: e’ —3z
La solution est |y(x) = 51 (1—e)
MAP101 7 Exos équa. diff.



Exercice 6
] Résoudre les équations différentielles suivantes :
L y"(x) = 3y'(x) + 2y(z) = 427
(indication : chercher la solution particuliére sous la forme yo(z) = ax® + bx + c)
2. y'(2) +2¢/(2) + y(z) = dwer
3. '(z) +y(z) = cos(a)

Réponse :

1. a) L’équation homogene est y”(z) — 3y'(z) + 3y(z) =0
I’équation caractéristique est r?2 —3r +2 =10

A=1>0=ri=1letry=2
La solution générale de 1’équation homogene est
y(r) = Cre* + Coe™

b) yo(z) = az? + bz + ¢ = yi(z) = 2ax + b = yj(z) = 2a

= yo(2) — 3yh(2) + 2yo(x) = 2ax* + (2b — 6a)z + 2¢ — 3b + 2a = 42?
2a = 4 a = 2
= 2b—6a = 0 ; = b = 6
2c—3b+2a = 0 c =7

c) La solution générale de 'équation est |y(z) = Cre® + Coe®® + 22 + 62 + 7

2. a) L’équation homogene est y”(x) + 2y'(z) + y(x) =0
I’équation caractéristique est r2 4+2r +1=0:

A=0=r=-1
La solution générale de I’équation homogene est
y(z) = (Criz + Cy)e”™

b) Le second membre est f(x) = 4ze®.

On cherche la solution particuliere sous la forme C}(z)y; () + Co(z)y2(x) avec
yi1(z) =2e® (Cr =1et Cy =0)

Yyo(z) =e* (Cr=0et Cy =1)

{ 1(@)y(x) + Cyz)ya(x) 0
1@yi(z) + Cy(z)ys(x) = [f(x)
Cl(z)xe™™ + Ci(x)e ™ = 0
:‘{ Clz)(1—x)e® — Ch(x)e™ = dae®
Ciw)r  + Gyle) = 0 (1)
:’{ Cix)1—2) — Cyla) = 4we® (2)

MAP101 8 Exos équa. diff.



et donc Cy(x) = —2C'(z) = —4ae*
Cy(x) = —/ 4t%e* dt

On pose u(t) = 2t2, v'(t) = 2e* = /(t) = 4t, v(t) = *

= Cy(z) = — [2t2e2]" + | 4e®dt = [—2t%e® + (2t — 1)e®|" = (=222 + 22 — 1)e*®
2() [ . )

[

Une solution particuliere est donc
yo(z) = C1(2)y1(7) + Co()ya(x) = (22 — 1)e*ze ™ + (—22° + 22 — 1)e* e

= (z—1)¢"

c¢) La solution générale de I’équation est |y(z) = (Ciz + Cy)e ™ + (x — 1)e”

3. a) L’équation homogene est y”(z) + y(x) =0
I'équation caractéristique est 7> +1 =0 :

A=—-4<0=r==i
La solution générale de 1’équation homogene est
y(x) = C} cos(z) + Cysin(x)

b) Le second membre est f(x) = cos(x).

On cherche la solution particuliere sous la forme C}(z)y; () + Co(z)y2(x) avec
y1(z) = cos(z) (C; =1 et Cy =0)

yo(z) = sin(z) (C; =0et Cy =1)

{ Ci(@n(zr) + Cy(r)ypa(r) = 0
Ci(@yi(x) + Cyx)ys(x) = [flx)
Ci(z)cos(x) + Cy(z)sin(z) = 0 (1)
= { — Ci(x)sin(z) + Ci(x)cos(x) = cos(z) (2)
cos(z)(1) —sin(z)(2) : C}(z) = —sin(z) cos(x) = _sm(22x) = Cy(x) = CosiQx)
sin(z)(1) 4 cos(x)(2) : Ch(x) = cos®(x) = COS(Q? 1 = Cy(z) = smfa:) + g

Une solution particuliere est donc

cos(2z) cos(x) + sin(2x) sin(x)  xsin(x)
4 + 2

Yo(r) = Ci(z)y1(z) + Co(2)y2(x) =

_cos(z)  wsin(z)
— 1 T

c¢) La solution générale de I’équation est

cos(x)  xsin(x)

y(x) = Cy cos(z) + Cysin(x) + 1 5

= C3cos(x) + <02 + g) sin ()

Exercice 7

On considére I'équation différentielle |z|y'(z) + (z — 1)y(x) = 2.

1. Donner I'ensemble des solutions de ’équation précédente pour x €0, 400].

MAP101 9 Exos équa. diff.



2. Donner 'ensemble des solutions de I’équation précédente pour x €] — oo, 0[.

Réponse :

1. pour z €]0, +oo[, 'équation est

r—1
vy (z) + (x = Dy(z) = 2° = y'(z) + y(z) = 2*
a) I’équation homogene est y'(z) + %y(m) =0
—1 1
a(az):x =1—-—-—=Ax)=x—In|z| =2 — In(2)
x T

La solution générale de 'équation homogene est y'(x) = Cre™ @) = Cize™
b) une solution particuliere est yo(z) = g(z)e 4@

avec ¢(z) primitive de f(z)et® = 225 — e
x

= g(x) = (x —1)e” et yo(z) = (v — 1)e"ze ™ = x(x — 1)

c) la solution générale pour x €]0, +oo] est |y(z) = Cize ™ + z(z — 1)

2. pour z €] — 00, 0], 'équation est

1—x
—y'(z) + (z = Dy(2) = 2* <= y/(2) + y(r) = —a
a) I'équation homogene est ' (z) + — xy(a:) =0
1— 1
a(x) = x:——1:>A(:L’):ln|x\—len(—x)—:c
x x
La solution générale de 'équation homogene est y'(x) = Che 4@ = —Cze—
x

b) une solution particuliere est yo(z) = g(z)e™4®

avec g(z) primitive de f(z)et® = —2?(—ze™®) = 2% ™®

= g(v) = —(2° + 32° + 62 + 6)e*

x 330246 6

i i

_a:3+3x2+6x+6—02e”*’
x

¢) la solution générale pour x €] — 00, 0[ est |y(x)
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