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Exercice 1 :

- Ecrire la matrice des contraintes en P dans le repére (xyz).
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Solution 1

100 100 O
[o(M)] =|100 200 —100
0 —100 100



Exercice 2 :

En un point M d’un solide, dans le repére orthonormé{z, j, E}, le tenseur des contraintes a

pour valeur :
100 —40 0
[c(M)] =|-40 80 0[MPa
0 0 0

1. Faire un dessin qui montre la signification physique des composantes du tenseur des
contraintes.

2. Soit le vecteur unitaire 77 de composantes :

L1l
=l
Sur la facette 71 :
(a) Calculer les composantes du vecteur contrainte T(M, 7).
(b) Calculer la contrainte normale o,.

(c) Calculer les composantes du vecteur cisaillement 7,,, puis le module 7,, du cisaillement.

(d) Faire un dessin qui montre la facette, le vecteur contrainte, la contrainte normale et le

vecteur cisaillement.
3. Calculer les contraintes et les directions principales.

4. Faire un dessin qui montre la signification physique des contraintes et des directions

principales.
5. Calculer les contraintes équivalentes de Von Mises et Tresca.

Solution 2

—

1. Les composantes en MPa du tenseur des contraintes dans le repere orthonormé {7, 7, k} :

T(M,7) TM,j) T(M k)



1[100 —40 0
jl-40 80 o

kL O 0 O

sont représentées sur la figure ci-dessous :

o, =40 MPa

T(M,j) =80 MPa

. =100 MPa

J M ﬁ a.=-40 MPa
Lﬁ T(M,7)

2. Facette

a) Les composantes du vecteur contrainte sont (formule de Cauchy :

{T M, 1)} = [o(M)] {n})

Ty [100 —40 0] 1 {1} 1 {20} {8.94}
Tye=|-40 80 0|—=12{=-—=1120}{=153.67; MPa
T, o o olYslo) V5o 0

b) On en déduit la contrainte normale o,, = 7. T (M, 71)

L
V5

1 (20
o,=—{1 2 0}—={120{ = 52MPa

V5o

c) Le vecteur de cisaillement (7, = T (M, 7) — oy, 1) :

Tnx) 1 (20 L (1) 1 (-32) (—1431
Tyt = —J1200 = 52. =12l = —) 16 { =1 716 {MPa
{ y} ‘/5{ 0 } ‘/5{0} \/§{ 0 } { 0 }

TTLZ

et le module du cisaillement :

/1
to = IEll = [z(322 +162) = 16MPa

d) Le vecteur contrainte T (M, 1), la contrainte normale o,, et le cisaillement 7,, sont

représentees sur la figure ci-dessous.



T=8.94 MPa

r,=16.00 MPa

TIM.7)

M

3. Contraintes et directions principales
L’axe k est direction principale :
fis=k 03=0
Les contraintes principales g, et g, sont les solutions de I’équation (det([a] — o, [I]) = 0)

(|10 =0, 40

det|" _40  go-—

= (100 — 6,,)(80 — g,,) — (—40)? = 0,2 — 1800, + 6400 = 0
n

D’ou:

180 140y\? ,
o, = T-l‘ (T) + (—40)? = 131.23MPa

180 140\ ,
gy, = T - (T) + (—40) = 48.77MPa

La position angulaire des directions principales 7, et 71, est définie par :

D’ou

0 =—37.98°



4. Les contraintes et directions principales sont représentées sur la figure ci-dessous.

T(M,ii,)=48.774,

N /37,98

T(M,7,)=131.237

Dans le repére principal, le tenseur des contraintes s’écrit :

13123 0 0
[e(M)lmi, i,y =| 0 4877 0[MPa
0 0 0

Exercice 3 :

Oy = —2x243y2 =5z ; (Tyy =z +4xy —7
oy = —2y? ATy, =—3x+y+1

o,=3x+y+3z—5 ;(7yz=0

Définir les forces de volume a 1’équilibre statique

L’équilibre est donné par 1’équation suivante :

Solution 3 :
00y 0Ty, 0Ty,
Xy X =0
ox "oy Taz T
0Tyx 00, 0Ty,
X,y =0
ax T dy T T Iy
0T, 075, 00, FE=0

\ J0x dy 0z

—4x+4x+0+f, =0
4y—4y+0+f,=0
-3+0+3+f,=0

fe=0
fy:O
f‘Z=



Exercice 4 :

Le module d*élasticité et la masse volumique d'une fibre de graphite et d'une résine époxy
typiques sont Ef = 230 GPa, py = 17,2kN/m* et E, = 3,45 GPa, p, = 12,0 kN/m>,
respectivement. En supposant que le tassement des fibres soit représenté par le volume unitaire
indiqué sur la figure, tracez le module spécifique longitudinal, E; /p., et le module spécifique
transversal, E,/p., en fonction de la fraction volumique de fibres 0 < V; < V;™** pour un
unidirectionnel systeme composite Graphite/Epoxy renforcé de fibres ou la valeur maximale du

rayon de la fibre est égal a la moitié du bord unitaire du volume.

volume unitaire

Notez que p. est la masse volumique du matériau composite.

Solution 4

Nous exprimons d'abord les modules spécifiques dans les directions longitudinale et

transversale E;, E,, et p., en termes de fraction volumique de fibres.
De I'équation, le module longitudinal et la fraction volumique sont
Ey = EgVy + EpViy = EfVy + Eny (1= Vf)
E;, = 3.45 + 226.55V; GPa
pc = PrVr+ pm(1 = Vp)
pe = 12.0 + 5.2V; kN /m?3

Et du module transverse est :



1 ViEn+V,Ef
E,  EE,

EEp,
E2 T ————
ViEm + VinEy

~ EfEp
 ViEm + (1—Vy)Ef

E,

793.5

E2 = 230226551, ° ¢

Les rigidités spécifiques sont obtenues par :

E; (345 +226.55Vf)

p  120-52V

E, 7.935 % 10°

= m
p 276 — 1.5226V; — 1.17806Vf2

La fraction volumique de fibres peut varier de zéro a la valeur maximale de V/"%*, ou la valeur

maximale est déterminée a partir de la géométrie de garnissage de fibres fournie dans la figure,
le rayon de fibre maximal possible est égal a la moitié du bord unitaire du volume.

Donc,
Ve = m 0.5%2 = 0.7854

Il apparait que le meilleur matériau est celui qui posséde la valeur de E /p la plus élevée, conduisant a

la valeur de rigidité la plus élevée. Le terme E /p est appelé le module spécifique de Young du matériau.

E
M =276%103m

Pm

E
L 1337+ 10%m
Py

La rigidité spécifique longitudinale du composite (E;/p) normalisée par la rigidite spécifique
fibre (E;/p; = 13.37 » 10°m), et la rigidité spécifique transversale (E,/p) normalisée par la

rigidité spécifique matrice (E,,/p, = 276km)



Solution exercice de perfectionnement

Nous exprimons les modules de rigidité dans les directions longitudinale et transversale E;, E;,

et p., en termes de fraction volumique de fibres.
Les modules de rigidité sont donnés par :

Ey = EfVs + Epy (1 — V) = 3.45 + 120.55V,;(GPa)

. EfEp 4288
2T EnVp+ E(1-V;) 124-12055V;

(GPa)

Les coefficients de raideurs longitudinal et transversal, respectivement E; et E,, imposent que:
E; >02E,  and  E,>0.15E;

En utilisant la formulation standard d'une optimisation, nous posons le probleme sous la forme
suivante :

Minimiser :
f(Vy) =12 + 2.1V, (kN/m?)

Tel que

E
g1(Vf) =02 - 7 o 21.35—120.55V; <0

(V) = 015 _ 2 gy, 18083V — 180.83V7 — 30.16 _
ga\lr) = 5> T, o8 V; —10.29 =

0 S Vf S meax
Ol V"™ = 0.7854

Etant donné que la masse volumique du composite augmente linéairement avec la fraction
volumique des fibres, le poids le plus faible serait obtenu en réduisant le V; a zéro. Cependant,
un matériau entiérement époxy ne satisferait pas a lI'exigence que le module longitudinal soit
supérieur a 20 % du module des fibres.



