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Solution 1:

Le stratifié sandwich illustré a la figure ci-dessous est composé d'un noyau en aluminium
d'épaisseur e,; = 5.08mm et de feuilles de face en laiton de e;4;:0n, = 1.27mm chacune.
Déterminer les propriétés elastiques effectives, Eqrr, Gosr €t vesr de ce stratifié. L'aluminium
et le laiton ont les propriétés suivantes : E4; = 69MPa, G,; = 25.5MPa, E; 4iton, = 103MPa,
Gaiton = 38.62MPa

Compte tenu des modules d'élasticité et de cisaillement, le coefficient de Poisson pour les
deux matériaux peut étre calculée comme suit :

E E
v ==——1; donc vy = 0.351 et vy 4iton = 0.339

G=——"—=
2(1+v) 2G

Les matrices de rigidité réduites pour les deux matériaux sont :
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Stratifié sandwich symétrique en aluminium et laiton

o = Q¢
D’ou
011 Qi1 Q1z 0 J(tnn
O22¢ =012 Q11 0 |{€22
T12 0 0  Qgel\V12
B _ E
Q11 =022 = 12
Ev
Q2 = 1.2 ¢
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Ou la matrice Q est appelée matrice de rigidité matérielle réduite.

Pour ’Aluminium :

69
Q=02 =131 (03512 0877 >08MPa
Ev
Quz =75 = 78.68 +0.351 = 27.62MPa et
Q66 == ZS.SMPa
78.62 27.68 0

Qu =|27.68 78.62 0 [MPa

0 0 255

Et pour le Laiton:

103 103

= = 116.38MPa

E
Q11 =022 = 1-v2  1-1(0.339)2 0.885

Ev
T—2 = 116.38 * 0.339 = 39.45MPa et

Q12=1



116.38 39.45 0
Qraiton = | 3945 116.38 0
0 0 38.62

MPa

Les contraintes étant constantes au sein d'une couche, l'intégration peut étre remplacée

par une sommation sur les couches individuelles :
N, N %k g, N (0,
S0 o), e glo) e
ny k=1z,_, Txy (k) k=1 \Txy (k)

Ou N est le nombre de couches, I'indice (k) désigne les quantités dans la keme couche et
les z;, sont les emplacements a travers I'épaisseur des interfaces entre les couches. En substituant
la loi contrainte-déformation, I'équation nous donne :

Ne) &, (0% N Qi Qiz O 2
Ny ¢ = Z f {UY} dz = Z [Q12 Qi1 O ] (zk — Zk—1) |4 &
Ney) =g, Tv) g =1l 00 0 Qesly, Vay

L'équation peut étre réécrite comme suit :

0

Nx A11 A12 0 Ex
Ny b =|A;, A1 0 539
ny 0 0 Ag %?y

Les coefficients de la matrice A sont donnés par :

N
Ajj = Z Qij(k) (Zx — Zk-1)

k=1

Ou

N E N E N

(k) V() E (k)
= YW = YW =1
Ol] ex = Zx — Zk-—1
Et par conséquent :
N E E
(k) (AD (Laiton)
A11 = AZZ = 1 > ek = 1 > eAl Zl#ellaiton
=V —Vay ~ V(Laiton)
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Vo E ) vanEan V(Laiton) E(Laiton)
Ay = 1 3 k=1 >—ea +2 1al onz o Laiton
—~ L~V ~ V@ ~ V(Laiton)
N
Age = Z G(k)ek = G(Al)eAl + 2G(Laiton)eLaiton
k=1
A Az O 78.62 2768 0 116.38 39.45 0
0 0 Ag 0 0 25.5 0 0 38.62
Ay Az O 399.39 140.61 0 295.61 100.20 0
A, Ay 0 | = |140.61 399.39 0 |[+[100.20 295.61 0
0 0 Ag 0 0 129.54 0 0 98.09
Ay Az O 695  240.81 0
A, Ay 0 [= 124081 695 0 [N/mm
0 0 Ag 0 0 227.63

En utilisant I'équation, nous calculons les propriétés élastiques effectives

g 1Ay — A%\ 1 (695)% — (240.81)2
efT ~ h Ay, T 5.08+2%1.27 695
649.91 483025 — 57989.46
Eepp =— > = e = 80.26MPa

A 24081
Veff =4, 695

Le module de cisaillement effectif s'obtient simplement comme :

Ags  227.63

Gepr = =g = 29.87MPa

Notons que ces propriétés sont la moyenne pondérée des modules d'élasticité E et G des deux
matériaux, et trés proches de la moyenne pondérée des coefficients de Poisson v des deux
matériaux.

Exercice 2 :

Un stratifié bicouche est composé d'une feuille d'aluminium d'épaisseur e,; = 5.08mm en
haut et d'une feuille de laiton de e;;;r0n, = 1.27mm en bas. Les propriétés élastiques de
I'aluminium et du laiton sont les mémes que celles données dans I'exercice 1. Sous l'action des
moments fléchissants sans charges dans le plan, le stratifié plie tel que «, = 23.6 X

107* 1/mm, k;, = 23.6 X 107> 1/mm et k,,, = 0.0 1/mm.



Déterminez la déformation dans le plan subie par le stratifié.
Déterminer I'amplitude du moment de flexion nécessaire pour provoquer cette flexion.
Solution 2

L'utilisation de la matrice de rigidité réduite pour la configuration du stratifié est calculée

comme étant

Ay Az O
Az Ayn 0 | =5.08Q4 + 1.27Q44t0n
0 0 Ag

Ou la matrice Q est appelée matrice de rigidité matérielle réduite

011 Qi1 Qiz 0 J(tnn
{022} = [Q12 Qi1 O ]{522}

T12 0 0  Qgel\V12

__E __vE . oo E
Q11—1_v2; Q12—1_V2 et Qe = “2(1+v)
D’ou
78.62 27.68 0
Qau = 127.68 78.62 0 |MPa
0 0 25.5
et

116.38 39.45 0
QLaiton =] 3945 116.38 0
0 0 38.62

MPa

La matrice de rigidité dans le plan peut étre calculée comme suit :

A Az O 78.62 2768 0 116.38 39.45 0
A, Ay 0 | = 5082768 7862 0 |+1.27]|39.45 116.38 0
0 0 Ag 0 0 25.5 0 0 38.62
Ay A O 399.39 140.61 0 147.80 50.10 0
A, Ay 0 |=1140.61 399.39 0 +150.10 147.80 0
0 0 Ag 0 0 129.54 0 0 49.05
Ay Az O 547.19 190.71 0
A, A;; 0 [=]190.71 547.19 0 [N/mm
0 0 Ag 0 0 178.59



Les distances aux limites de couche sont 2z, =—3.175mm, z; = 1.905mm et z, =
3.175mm, et la matrice de rigidité en flexion-extension pour le stratifié est

N
1
B;; = Ez Qijg (7% = 7t-1)
k=1

Bi1 By 0 1
By, B,, O =E[QAI(1.9052—(—3.175)2)+QLaimn(3.1752—1.9052)]
0 0 B
Bi1 Biz 0] 78.62 2768 0 116.38 39.45 0
By, By, 0 |=3246|—(27.68 7862 0 |+]39.45 116.38 0
0 0 Bl 0 0 25.5 0 0 38.62
[Bi1 Bz O 37.76 11.77 0
B, By, 0 :3.246[11.77 3776 0 |kg
[ 0 0 B 0 0 13.12

et la matrice de rigidité en flexion est :

N
1
D;; = 52 Qij (28 — 2i-1)
k=1

Dy Dy 0

1
D, Dy, O :§[QA1(1.9053—(—3.175)3)]+QLal-wn(3.1753—1.9053)
0 0 D

Di1 Dy O 37.76 11.77 0

Dy, Dy 0 |=2164|1177 3776 0 |kg.mm

0 0 D 0 0 13.12

Compte tenu des courbures du stratifié, nous pouvons utiliser I'équation N = Bx + A£® pour
résoudre les valeurs des déformations du plan médian du stratifié dans le plan. Puisque les

résultantes de contraintes dans le plan sont nulles.

Ny Bi1 Bz 0 Kx A Agp 0 59(6) 0
Ny *=|By; By; O {KV } +|A12 411 O 539 = {0}
Ny, 0 0  Bgel\Kxy 0 0 Ag V)?y 0

Et on peut résoudre cette equation pour obtenir

&2 —540.52
ey t=1 7418 {x107°
v, 0.0

Une fois que les courbures et les déformations dans le plan sont connues, les moments qui les génerent
peuvent étre calculés a partir de I'équation :
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