
Chapitre 1

Intégrales simples et multiples

1.1 Rappels sur l�intégrale de Riemann et sur le cal-

cul de primitives

Soit f une fonction dé�nie sur [a; b], tel que pour tout x 2 [a; b] ; f (x) � 0:

1.1.1 Intégrale de Riemann

On appelle subdivision4 de l�intervalle [a; b] un ensemble �ni de n+1 réels fxp 2 [a; b] =0 � p � ng ;

avec x0 = a; xn = b;8p; xp � xp+1:

� (4) = max
0�p�n�1

(xp+1 � xp) s�appelle le "pas" de 4:

Dé�nition 1.1.1 On considère une subdivision4 sur [a; b] et on choisit �i 2 [xi; xi+1[ ;on

appelle somme de riemann relative a la subdivision 4 au choix des � = (�i)0�i�n�1 la

somme:

R (f;4; �) =
n�1P
i=0

f (�i) (xi+1 � xi)
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Géométriquement

Dé�nition 1.1.2 On dit la fonction f est intégrable au sens de Riemann si lim
�(4)!0

R (f;4; �) =

I est �nie 8�;

I =
bR
a

f (x) dx =
bR
a

f

Exemple 1.1.3
�
xi =

i
n
; i = 0; :::; n

	
est une subdivision de l�intervalle [0; 1]

f (x) = x sur l�intervalle [0; 1] ; on a

(xi+1 � xi) =
1

n
;8i = 0; :::; n

la somme
n�1P
i=0

i

n

�
i+ 1

n
� i

n

�
=

n�1P
i=0

i

n2
=
n (n� 1)
2n2

;

est une somme de Riemann da la fonction f (x) = x sur l�intervalle [0; 1] :
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1.1.2 Sommes de Darboux

Dé�nition 1.1.4 On considère une subdivision4 sur [a; b] et on choisit Ii+[xi; xi+1[ ;on

choisit

mi = inf
x2[xi;xi+1[

jf (x)j

Mi = sup
x2[xi;xi+1[

jf (x)j

Les deux sommes suivantes

S (f;4) =
n�1P
i=0

Mi (xp+1 � xp)

s (f;4) =
n�1P
i=0

mi (xp+1 � xp)

appelées respectivement sommes de Darboux inférieure et supérieure.

Théorème 1.1.5 Si lim
�(4)!+1

S (f;4) = lim
�(4)!+1

s (f;4) alors f est intégrable en sens

de Riemann.

Proposition 1.1.6 Toute fonction continue sur un intervalle I est une fonction inté-

grable en sens de Riemann sur I.

Exemple 1.1.7
�
xi =

i
n
; i = 0; :::; n

	
est une subdivision de l�intervalle [0; 1]

f (x) = x sur l�intervalle [0; 1] ; on a

(xi+1 � xi) =
1

n
;8i = 0; :::; n

mi = inf
x2[xi;xi+1[

jf (x)j = i

n

Mi = sup
x2[xi;xi+1[

jf (x)j = i+ 1

n

3



on calcule les deux sommes de Darboux

S (f;4) =
n�1P
i=0

Mi (xp+1 � xp) =
n�1P
i=0

i+ 1

n2
=
n (n+ 1)

2n2

s (f;4) =
n�1P
i=0

mi (xp+1 � xp) =
n�1P
i=0

i

n2
=
n (n� 1)
2n2

On remarque que lim
n!+1

S (f;4) = lim
n!+1

s (f;4) = 1
2

donc f est intégrable en sens de Riemann.

1.1.3 Propriétés de l�intégrale de Riemann

Soient f et g deux fonctions, � 2 R et a; b; c 2 R (a � c � b) on a:

1) Si la fonction f intégrable sur les intervalles [a; c] et [c; b] elle est intégrable sur

l�intervalle [a; b] et on a

bR
a

f (x) dx =
cR
a

f (x) +
bR
c

f (x) dx

2) Si la fonction f est intégrable sur l�intervalle [a; b] et f � 0 alors

bR
a

f (x) dx � 0

3) Si les fonctions f est intégrable sur l�intervalle [a; b] et � 2 R alors la fonction �f

est intégrable sur l�intervalle [a; b]

bR
a

�f (x) dx = �
bR
a

f (x) dx

4) Si les fonctions f et g sont intégrables sur l�intervalle [a; b]

bR
a

(f (x) + g (x)) dx =
bR
a

f (x) +
bR
a

g (x) dx

Soitf une fonction intégrable sur [a; b]

Valeur moyenne

4


	page de gard.pdf
	cours Mayhs 3 ST.pdf

