Séries Numeériques

Le but de cette partie est de faire comprendre ce qu’est une série numeérique
et ce que veut dire qu’elle converge. Il ne s’agit pas de montrer toutes les sub-
tilités possibles (par exemple les cas oll on ne peut pas : utiliser les équivalents,
décomposer une somme en deux sommes, faire des sommes par blocs, ...)

1.1 Définitions

Définition 1.1 Soit (u,)nen une suite réelle. On appelle série de terme général

la suite (Sy)nen définie par
k=0

e On dit que la série de terme général (u,) converge si et seulement si la suite
(Sn) converge. Dans ce cas on appelle somme de la série sa limite que l’on note

o0
lim S, = E Uy
n—oo

k=0

On fera l’abus de langage de dire que Zuk converge.
k=0
e On dit que la série de terme générale (u,) diverge si la suite (S,) diverge. On

fera Uabus de langage de dire que Zuk diverge.
k=0

Exemples :

1 1
. En notant que u,, = — —
n n+1

e Soit u,, = , on montre que la série

n(n+1)
de terme générale (u,) converge.

e Soit v, = k™. En utilisant les résultats sur les suites géométriques (ou en les
retrouvant), on montre que la série de terme générale (v,) converge si et seule-
ment si |k| < 1. On étudiera les cas particuliers de k € {—1,1}

1
Vin+n+1

la série de terme général (w,,) diverge.

e Soit w,, = En notant que w, = v/n + 1 — /n, on montre que



Définition 1.2 On dit que la série de terme générale (u,) est absolument con-

vergente si et seulement si g |ug| converge. Dans ce cas la série est convergente.
k=0

1.2 Propriétés
Signalons tout d’abord le résultat naturel concernant la somme de deux séries.

Proposition 1.3 Soient (u,)nen €t (Un)nen les termes générauz de deuz séries
numériques convergentes. La série numérique de terme général (u, + v,)nen €St
alors aussi convergente et vérifie :

[o¢] o0 [e¢]
E Uy + Uy = E un—l—g Up,-
n=0 n=0 n=0

Remarque : Il est important de comprendre la propriété précédente. Entre autre
cela veut dire que si 'on sait que la série numérique de terme général (u,, +vn)nen
est convergente on ne peut pas séparer sa somme en deux sans avoir au prAlalable
vérifier la nature des nouvelles séries.

La condition qui suit est nécessaire, attention celle-ci n’est pas suffisante.

Proposition 1.4 S5i Zuk converge, alors la suite (u,) converge vers 0. Si la

k=0
suite (u,) ne converge pas vers 0, on dit alors que la série est grossiérement

divergente.

La preuve est immeédiate si on note que S,11 — S, = Up41. (On reviendra sur les
exemples précédents pour un contre-exemple).

1.3 Critére de comparaison pour les séries de termes généraux
A signe constant

Remarque :

Si la suite (u,) est a termes positifs ou nuls, alors la suite (5,,) est croissante,
dans ce cas soit elle est majorée et converge, soit elle diverge vers 4o0.

Si la suite (u,) est a termes négatifs ou nuls, alors la suite (5,,) est décroissante,
dans ce cas soit elle est minorée et converge, soit elle diverge vers —oo.

Soit (uy,) et (v,) des suites a termes positifs ou nuls.
e On suppose que u, < vy.
o0 oo

Si Z uy, diverge alors Z v, diverge.

k=0 k=0
0o

o0
Si E vk converge alors E ug converge.
k=0 k=0



oo (o ¢]
e On suppose que u,, ~ v, alors g uy, et E v, sont de méme natures.
k=0 k=0

Exemples : A Tl'aide des exemples vu précédemment on peut donc dire que la

1
série de terme générale (— diverge alors que la série de terme général
V/ﬁ neN*
1
— converge.
n2
neN*

Proposition 1.5 (Critére de "d’Alembert”)
Soit (u,) une suite ne s’annulant pas.
Un+41

o 5i il existe une constante k < 1 telle que pour tout n <k, alors la série

Unp
de terme général (u,,) est absolument convergente.
Un+1

e St pour tout n, > 1 alors la série est grossierement divergente.

n

Un+1

< 1 alors on ne peut

Remarque : Quand on a vérifié uniquement que
n
pas conclure.

1.4 Séries de références

Pour conclure cette partie nous allons nous donner des résultats de conver-
gence pour des séries particuliéres nous permettant d’appliquer les critéres de
comparaison.

Rappelons que nous avons montré que les séries de termes généraux (k"), ne
convergent que si |k| < 1.

Une autre famille importante appelée les séries de Riemann est gérée par la
propriété suivante.

1
Proposition 1.6 Les séries de terme général (—a> sont convergentes Si et

. neN*
seulement si o > 1.

Pour une preuve on peut traiter le cas o # 1 en utilisant I’équivalent
(n4+1)* —n® ~an®*,
On traite le dernier cas par 'absurde en montrant que le reste de la somme, mi-

norée par 5 (ou g bowr changer), ne peut pas converger vers 0.

Enfin siganalons que la série de terme génfal (=) converge (on peut le montrer
en utilisant le critére de d’Alembert).

Pour la culture, on pourra étudier le comportement des séries de termes

) —1)" —1)"/n+1 ) i
généraux respectifs, (u) et (%) pour expliquer I'im-
_ vn neN* n neNs
portance de travailler avec des séries de termes généraux de signe constant pour

utiliser les critéres de comparaison.



