1.3 Intégrale doubles

Soit f : D — R une fonction définie sur un domaine D C R?

L’intégrale sur D de f : D — R, s’appelle une intégrale double, on la note [, f =
[ p [, y)dzdy.

1.3.1 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.3.1 Soit f: D — R une fonction continue.

1) Cas ou D = [a,b] X [¢,d], a <betc<d, on a:
b [d d b
ffD myd:z:dy—f{f xydy}dx—f ff(x,y)dx}dy.

2)Cas ot D = {(x,y) € R*;a < z < b,u(:_c(; <y <w(x)}, ot u,v : [a,b] — R sont

continues, alors:

a |u(x)

b [v(z)
[ @ y)dady = [ | [ f(%y)dy] dx

Proposition 1.3.2 Si f(z,y) = g(x)h(y) avec D = [a,b] x [¢,d], a <b et ¢ < d, on a:

[ p fx,y)dady = [}9 () dﬂf] X [Zh(y)dy} :

a

Exemple 1.3.3 On calcule I = [[ ) (zy) dzedy, ou D = [1,2] x [3,5]
2
]:{fxdx} {fydy]—% %:12.
1

Exemple 1.3.4 On calcule I = [[ dzdy, ou D = {(z,y) e R0 <2 <1,0<y <
1—x}
1 [l-2 1
ffDdxdy:f{fdy}dx [ —2z)de =4
0

0
1.3.2 Changement de variable

SoientU et V deux ouverts de R? et

p:U—-V

(u,0) = (2,9)



une application de classe Cl, et ACcUet DCV

0 Ox
La matrice jacobien de ¢ est j (p) = [ 2% %
dy 9y
ou v
o oo
. _ ou ov
det(G(0)) =\ 5 &
ou  Ov
Si ¢ (A) = D, on obtient:
JI b f(xy)dady = [[ 5 f (o (u,0)) det (7 () dudv
1.3.3 Coordonnées polaires
v :(r,0) = (z,y) = (rcosf,rsinb)
cosf —rsinf

La matrice jacobien de ¢ est 2 ((f g)) =

sinf rcos6

(r0)
¢ (A) = D, on obtient:

t‘ D(x.y)

[ p (@, y)dedy = [[ , f(rcos,rsind)|r|drdd

1
Exemple 1.3.5 On calcule I = [[ mdwdy ot D = {(z,y) Ja2+y*> <1}
et A={(r,0)/0<r<1 et0<0<27r}

1
I:ffDm ffA]_ drd@-ﬂan

1.4 Intégrales triples

Soit f : D — R une fonction définie sur un domaine D C R?

L’intégrale sur D de f : D — R, s’appelle une intégrale double, on la note [/ pf =
[I] f(@,y, z)dzdydz.



1.4.1 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.4.1 Soit f: D — R une fonction continue.

1) Cas ot D = [a,b] X [c,d] x [s,t],a <b,c<dets<t, ona:
b

[f o fla.y.z dmdydz—fﬁfxydy}dxzﬂf{ffmy, i ] .

a c

2)Cas ot D = {(x,y,2) € R® (z,y) € Nu(z,y) < 2z <wv(z,y)}, ovu,v : D — R

sont continues, D est un ensemble fermé borné de R?, alors:

v(z,y)
o fay, dxdydz=ffA[ J f(a:,y,z>dz] dxdy.

u(z,y)

3)Cas ou D = {(z,y,2) € R%a < z < b,(2,y) € A(2)}, ott u,v : D — R sont

continues, D (z) est un ensemble fermé borné de R? Yz € [a,b], alors:

JIf o flay, 2 dwdydz—f[ffA (., 2)dady] dz.

Proposition 1.4.2 Si f(z,y) = g(x)h(y)k (z) avec D = [a,b] X [c,d] X [s,t], a < b,
c<dets<tona:

[ffp (@, y, 2)dadydz = ljg (z) dfﬂ] X {ih(y)dy] x [}k(z)dzl .

a S

Exemple 1.4.3 On calcule [[[ , (zyz)dedydz, D = |0, 1

1T o o) dodyds = | [ads] x |[uds]  |[t:] = &

0

Exemple 1.4.4 On calcule [[[, dvdydz, A = {(z,y) € R (z,y) € D = [0,1]°,0 <

z <ux}
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