
1.3 Intégrale doubles

Soit f : D ! R une fonction dé�nie sur un domaine D � R2

L�intégrale sur D de f : D ! R, s�appelle une intégrale double, on la note
RR

D
f =RR

D
f(x; y)dxdy:

1.3.1 Théorème de Fubini

Théorème 1.3.1 Soit f : D ! R une fonction continue.

1) Cas où D = [a; b]� [c; d] ; a � b et c � d, on a:RR
D
f(x; y)dxdy =

bR
a

�
dR
c

f(x; y)dy

�
dx =

dR
c

�
bR
a

f(x; y)dx

�
dy:

2)Cas où D = f(x; y) 2 R2; a � x � b; u(x) � y � v(x)g; où u; v : [a; b] ! R sont

continues, alors: RR
D
f(x; y)dxdy =

bR
a

"
v(x)R
u(x)

f(x; y)dy

#
dx

Proposition 1.3.2 Si f(x; y) = g(x)h(y) avec D = [a; b]� [c; d] ; a � b et c � d, on a:

RR
D
f(x; y)dxdy =

�
bR
a

g (x) dx

�
�
�
dR
c

h(y)dy

�
:

Exemple 1.3.3 On calcule I =
RR

D
(xy) dxdy; où D = [1; 2]� [3; 5]

I =

�
2R
1

xdx

�
�
�
5R
3

ydy

�
= 3

2
� 16

2
= 12:

Exemple 1.3.4 On calcule I =
RR

D
dxdy; où D = f(x; y) 2 R2; 0 � x � 1; 0 � y �

1� xgRR
D
dxdy =

1R
0

�
1�xR
0

dy

�
dx =

1R
0

(1� x) dx = 1
2

1.3.2 Changement de variable

SoientU et V deux ouverts de R2 et

' : U ! V

(u; v)! (x; y)
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une application de classe C1; et 4 � U et D � V

La matrice jacobien de ' est j (') =

0@ @x
@u

@x
@v

@y
@u

@y
@v

1A
det (j (')) =

������
@x
@u

@x
@v

@y
@u

@y
@v

������
Si ' (4) = D, on obtient:

RR
D
f(x; y)dxdy =

RR
4 f (' (u; v)) det (j (')) dudv

1.3.3 Coordonnées polaires

' : (r; �)! (x; y) = (r cos �; r sin �)

La matrice jacobien de ' est D(x;y)
D(r;�)

=

0@ cos � �r sin �

sin � r cos �

1A
et
���D(x;y)D(r;�)

��� = r
Si ' (4) = D, on obtient:

RR
D
f(x; y)dxdy =

RR
4 f (r cos �; r sin �) jrj drd�

Exemple 1.3.5 On calcule I =
RR

D

1

1 + x2 + y2
dxdy où D = f(x; y) =x2 + y2 � 1g

et 4 = f(r; �) =0 � r � 1 et 0 � � � 2�g

I =
RR

D

1

1 + x2 + y2
dxdy =

RR
4

r

1 + r2
drd� = � ln 2

1.4 Intégrales triples

Soit f : D ! R une fonction dé�nie sur un domaine D � R3

L�intégrale sur D de f : D ! R, s�appelle une intégrale double, on la note
RRR

D
f =RRR

D
f(x; y; z)dxdydz:
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1.4.1 Théorème de Fubini

Théorème 1.4.1 Soit f : D ! R une fonction continue.

1) Cas où D = [a; b]� [c; d]� [s; t] ; a � b, c � d et s � t, on a:RRR
D
f(x; y; z)dxdydz =

bR
a

�
dR
c

f(x; y)dy

�
dx =

bR
a

�
dR
c

�
tR
s

f(x; y; z)dz

�
dy

�
dx:

2)Cas où D = f(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 4; u(x; y) � z � v(x; y)g; où u; v : D ! R

sont continues, D est un ensemble fermé borné de R2, alors:

RRR
D
f(x; y; z)dxdydz =

RR
4

"
v(x;y)R
u(x;y)

f(x; y; z)dz

#
dxdy:

3)Cas où D = f(x; y; z) 2 R3; a � z � b; (x; y) 2 4 (z)g; où u; v : D ! R sont

continues, D (z) est un ensemble fermé borné de R2;8z 2 [a; b], alors:

RRR
D
f(x; y; z)dxdydz =

bR
a

hRR
4(z) f(x; y; z)dxdy

i
dz:

Proposition 1.4.2 Si f(x; y) = g(x)h(y)k (z) avec D = [a; b] � [c; d] � [s; t] ; a � b,

c � d et s � t on a:

RRR
D
f(x; y; z)dxdydz =

�
bR
a

g (x) dx

�
�
�
dR
c

h(y)dy

�
�
�
tR
s

k(z)dz

�
:

Exemple 1.4.3 On calcule
RRR

D
(xyz) dxdydz;D = [0; 1]3RRR

D
(xyz) dxdydz =

�
1R
0

xdx

�
�
�
1R
0

ydy

�
�
�
1R
0

zdz

�
= 1

8
:

Exemple 1.4.4 On calcule
RRR

4 dxdydz;4 = f(x; y) 2 R2; (x; y) 2 D = [0; 1]2 ; 0 �

z � xg
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