3.2.2 Equation de Bernoulli

Définition 3.2.8 On appelle équation de Bernoulli une équation de la forme
' = p(t)x + q(t)z®

avec € R/ {1} et p , q sont des fonctions continues.

On se place sur les intervalles ol  ne s’annule pas. On peut alors diviser par =%
)

[0}

et poser z = x'7 | on obtient alors

2= (1—=a)(p(t)z + q(1))

est une équation linéaire en z.

3.2.3 Equations différentiélles linéaires d’ordre 2 (EDL d’ordre2)

Définition 3.2.9 Une EDL du 2™ ordre & coefficients constants est une équation dif-

férentielle de la forme

ay” + by’ +cy = f(x) (E)

oua,b,c € R(a#0) et feCI) (I ouvert de R). L’équation homogéne (ou sans second

membre) associée est

ay”" + by +cy=0 (EH)

Proposition 3.2.10 Siy, est une solution générale de (EH) et y, est une solution par-

ticuliére de (E). Alors y, + yn, est une solution générale de (E)

Résolution de I’équation homogéne associée (E.H.)

ay”" + by +cy=0 (EH)
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On cherche la solution sous la forme y (z) = €"*, r € R. On a donc ¥/ (z) = ry (z) et

y" (z) = r’*y (z), donc (EH) devient

y(ar® +br+¢c) =0
Définition 3.2.11 L’équation
ar’* +br+c=0 (EC)
se nomme équation caractéristique de (E.H.).
Proposition 3.2.12 Suivant le signe de A\ = b2 — 4ac, on a les résultats suivants :

1)A > 0: (EC) admet 2 racines réelles distinctes ry # 79, et

y(r) = 1™ 4 2™ c1, 00 €R

est une solution générale de (EH)

2)A =0 : (EC) admet une racine double r € R

y(x) = (ax + c2)e™, 1,00 €R

3) A < 0: (EC) admet deux racines complexes conjuguées 1, = o+ i3 et ro = av — if

(a, €R,3#0) et

y(x) = (crcosfx + casinfx)e™ c1,co € R

Exemple 3.2.13 y — 4y + 3y = 0 [’équation caractéristique est > — 4r +3 = 0 admet
2 racines réelles distinctes r1 = 1,19 = 3, l’ensemble des solutions de (E ) sont : y(z) =

c1e® + o€’ ci,c0 €ER

Exemple 3.2.14 y + 2y +y = 0; l’équation caractéristique est r> +2r +1=0; r = —1

racine double, ’ensemble des solutions de (E) sont :

y(x) = (ar+ cx)e * c1,00 €R
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Exemple 3.2.15 y"+2y' +4y = 0; l’équation caractéristique est r>+2r+4 = 0, A = —12
done ri = —1 +/3i, 7o = —1 — \/3i, d’ou Uensemble des solutions de (E ) sont :

y(z) = (01003\/§$ + Cgsin\/gx)e_x, c1,c0 €R

Résolution de I’équation non homogéne
ay” + by +cy = f(z) (E)

Solution particuliere & (E)

1) Si f(z) = P(x) tel que o € R et P un polynome.

On cherche la solution sous la formey = z*Q(z) tel que Q est un polynéme et degQ =
degP

k =0, si 0 n’est pas racine de (EC)

k =1, si 0 est 'une des deux racines de (EC)

k = 2, si 0 est racine double de (EC)

2) Si f(z) = e**P(z) tel que a € R et P un polynome.

On cherche la solution sous la formey = x*e**Q(x) tel que Q est un polynome et
deg() = degP

k =0, si o n’est pas racine de (EC)

k =1, si « est 'une des deux racines de (EC)

k =2, si « est racine double de (EC)

Exemple 3.2.16
yl/ _4yl+4y — (:L,Z + 1)eCC

I’équation homogéne est

y' =4y +4y =0

I’équation caractéristique : > —4r +4 =0 ;on a A = 0; v = 2 racine double donc la

08



solution générale de l’équation homogéne est donne par
yn = (c1z + c2)e*;c1,c0 €R

2) On cherche une solution particuliére de l'équation non homogéne, comme 1 n’est pas
une solution de l’équation caractéristique, alors y, (x) = q(x)e” tel que degq = 2;

Yy () = (az? + bx + ¢)e” donc

y, (2) = (2ax + b)e® + (az® + bz + c)e”

Yy (x) = 2ae” + 2(2ax + b)e* + (ax® 4 bx + c)e”

En remplagant dans (E), on trouve

2ae”+2(2azx+b)e* + (ax? +bxr+c)e® —4(2ax+b)e” —4(ax? +br+c)e* +4(ax? +br+c)e” =
(22 + 1)e”

(a—1) a2+ (b—4a)r+c+b+2a—1)e* =0

a—1=0 a=1
b—4a=0 = b=14
c—2b+2a—-1=0 c=7

donc la solution particuliére y, (x) = (2% + 4z + 7)€"
finalement la solution générale de l’équation non homogeéne est

y(x) =yn = (a1z + 2)e* + (2* + 4o + T)e";¢1,c0 € R

3.3 Equation aux dérivées partielles

Soit f : R x R — R une fonction de deux variables réelles définié au voisinage de A (a, b)
Si la fonction © — f (x,b) a une dérivée par rapport x, on la note f (a,b).

On peut définit la dérivée partielle par rapport a x par

fo RXR =R (z,y) — f (2,y)

on définit la dérivée partielle par rapport a y par meme méthode, on note
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fl_ﬁ 1_%
T9x’Y Oy’

Dériveés successives

De la meme fagon, on peut définie la dérivée de la fonction f. par rapport a x, on la

0 f
1
note f7, ou o
. PR : / " 82f
aussi la dérivée de la fonction f; par rapport a y, on la note f;, ou IS
yox
Lt~ r : !/ " a2f
la dérivée de la fonction f, par rapport a y, on la note fyz ou 502
Y
P : / " a2f
la dérivée de la fonction f; par rapport a z, on la notef,, ou .
0x 0y
Théoréme 3.3.1 de Schwarz
Si les dérivées partielles f,, et f,. sont continues, alors ces dérivées sont égales

1= 1.

0%f f O°f O%F

822’ Bydz’ Oy?’ Dxdy pour la fonction f (z,y) = x*+xy?—

Exemple 3.3.2 Déterminer

Yy
of _ , Pf 0% B
af o*f 0*f

3.3.1 Dérivées d’une fonction composées de deux variables

Soit la fonction F' (x,y) = f (u,v), tel que u,v des fonctions de x et y admettant des

dérivées partiellles, si f admet des dérivées partiellles, alors F' dmet des dérivées partiellles

et
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OF dudf  wdf

9 T 0zou dwow
OF _ oudf  ovof
dy  Oydu Oyodv

Exemple 3.3.3 Soit f (u,v) = u*+uv+v
u(e,y) =2z —y
v(zy) =x+y
F(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)

3.3.2 Différentielles totales

Soit U : R x R — R une fonction de deux variables possédant des dérivées partielles
continues

La differentielle totales de U s’écrit par

Si U (z,y) = Cte alors dU = 0.

Exemple 3.3.4 U%dx + %—Zdy = 2%+ zy

& @y =220+y,5 (r,y) ==

dU = (2z + y) dx + zdy

3.3.3 Formes différentielles totales exactes

On considére ’équation différentielle suivante
M (z,y)dz + N (z,y) dy = 0
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Si on peut trouver une fonction U : R x R — R tel que

oU oUu
— =M —_— =N
&J%w @w%awa) (z,9)
Alors la solution :
U (z,y) = Cte

Proposition 3.3.5 Soit U : R x R — R une fonction tel que

%%@”D:AHLyL%%UWDZAW%M

St M, N des fonctions continues alors

OM (z,y) _ ON (z,y)
dy Oz

Preuve. On a

oU oU
- - M = =N
%J%w @w%ay@w) (z,y)
donc
oM 02U ON 92U

— (@,y) = —F%(z,y) et — (x,y) = —F (&,
et M, N des fonctions continues alors d’aprés théoréme de Schwarz on trouve

OM (x,y) _ ON (x,y)

dy ox
Remarque 3.3.6 On a
ou ou
a_x (xuy) - M<$7y)7a_y(x7y) - N(%,y)
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danc U(;p’y):/M(m,y)dx—f-k(y)

aussi g—g (x,y) = (% (/M (x,y) da:) + k' (y) = N (x,y) c’est a dire

¥ ) = N ) - g ([ M @)

3.3.4 Application a l’intégration d’équation diff de premier or-

dre

On consideére I’équation différentielle suivante

M (z,y) + N (z,y)y =0

On peut écrire cette équation sous la forme

M (z,y)dz + N (z,y) dy =0

Si on peut trouver une fonction U : R x R — R tel que

oUu oU
= =M . =N
o (z,9) (z,y), 9 (z,y) (z,9)
Alors la solution :
U(x,y) = Cte

Exemple 3.3.7 Résoudre l’équation

1+ 293
3122

/

y:

donc

(1+2y°) + (32°y%) ¢/ =0
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c’est a dire

(1+ 2y®) dz + (32%y*) dy =0

on pose

M (z,y) =1+ 2xy®, N (z,y) = 32%y? on obtient

OM (x,y)  ON (z,y)
dy B ox

2

= 6xy

Alors il existe une fonction U tel que

g—g (z,y) = 14 2297, g—g (2, y) = 32y
Ul(z,y) =2+’ +k(y)

Gy (1.y) = 3% + K (y) = 32%y°

donc k' (y) = 0=k (y) = Cte.

finalement

cC— X
z+ 2%y = Cte = y = { o

c=0:y(x)=—z3,y (z) = gac%‘l
! _l+2xy3 _ _1729036*1 _ —1

y = 2,2 — —2 = =
3%y 3z2x 73 3z3

Exemple 3.3.8 Résoudre l’équation

, 1+ 2zy
y == 2
T
donc
1+2zy+2% =0
c’est a dire
(1+ 2zy) dx + 2°dy =0

on pose
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M (z,y) =1+ 2zy, N (z,y) = 2% on obtient

OM (z,y) _ ON(z,y) _ .

dy ox

Alors il existe une fonction U tel que

oUu oU
i — 14 2py. — — 72
e (z,y) =1+ 2wy, 9 (z,y) =2

Ulr,y) =z + 2%y +k(y)
Gy (T.y) =2+ (y) =2?
donc k' (y) = 0=k (y) = Cte.

finalement
c—x

42y =Cte = y=—
T
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