
3.2.2 Equation de Bernoulli

Dé�nition 3.2.8 On appelle équation de Bernoulli une équation de la forme

x0 = p(t)x+ q(t)x�

avec � 2 R= f1g et p , q sont des fonctions continues.

On se place sur les intervalles où x ne s�annule pas. On peut alors diviser par x�,

et poser z = x1�� , on obtient alors

z0 = (1� �)(p(t)z + q(t))

est une équation linéaire en z.

3.2.3 Equations di¤érentièlles linéaires d�ordre 2 (EDL d�ordre2)

Dé�nition 3.2.9 Une EDL du 2�eme ordre à coe¢ cients constants est une équation dif-

férentielle de la forme

ay00 + by0 + cy = f(x) (E)

ou a; b; c 2 R(a 6= 0) et f 2 C0(I) (I ouvert de R). L�équation homogène (ou sans second

membre) associée est

ay00 + by0 + cy = 0 (EH)

Proposition 3.2.10 Si yh est une solution générale de (EH) et yp est une solution par-

ticulière de (E). Alors yp + yh est une solution générale de (E)

Résolution de l�équation homogène associée (E.H.)

ay00 + by0 + cy = 0 (EH)
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On cherche la solution sous la forme y (x) = erx, r 2 R. On a donc y0 (x) = ry (x) et

y00 (x) = r2y (x), donc (EH) devient

y(ar2 + br + c) = 0

Dé�nition 3.2.11 L�équation

ar2 + br + c = 0 (EC)

se nomme équation caractéristique de (E.H.).

Proposition 3.2.12 Suivant le signe de 4 = b2� 4ac, on a les résultats suivants :

1)4 > 0 : (EC) admet 2 racines réelles distinctes r1 6= r2, et

y(x) = c1e
r1x + c2e

r2x; c1; c2 2 R

est une solution générale de (EH)

2)4 = 0 : (EC) admet une racine double r 2 R

y(x) = (c1x+ c2)e
rx; c1; c2 2 R

3) 4 < 0: (EC) admet deux racines complexes conjuguées r1 = �+ i� et r2 = �� i�

(�; � 2 R; � 6= 0) et

y(x) = (c1cos�x+ c2sin�x)e
�x; c1; c2 2 R

Exemple 3.2.13 y � 4y + 3y = 0 l�équation caractéristique est r2 � 4r + 3 = 0 admet

2 racines réelles distinctes r1 = 1; r2 = 3; l�ensemble des solutions de (E ) sont : y(x) =

c1e
x + c2e

3x; c1; c2 2 R

Exemple 3.2.14 y + 2y + y = 0; l�équation caractéristique est r2 + 2r + 1 = 0; r = �1

racine double, l�ensemble des solutions de (E) sont :

y(x) = (c1x+ c2)e
�x; c1; c2 2 R
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Exemple 3.2.15 y00+2y0+4y = 0; l�équation caractéristique est r2+2r+4 = 0;4 = �12

donc r1 = �1 +
p
3i, r2 = �1�

p
3i; d�où l�ensemble des solutions de (E ) sont :

y(x) = (c1cos
p
3x+ c2sin

p
3x)e�x; c1; c2 2 R

Résolution de l�équation non homogène

ay00 + by0 + cy = f(x) (E)

Solution particulière à (E)

1) Si f(x) = P (x) tel que � 2 R et P un polynôme.

On cherche la solution sous la formey = xkQ(x) tel que Q est un polynôme et degQ =

degP

k = 0, si 0 n�est pas racine de (EC)

k = 1, si 0 est l�une des deux racines de (EC)

k = 2, si 0 est racine double de (EC)

2) Si f(x) = e�xP (x) tel que � 2 R et P un polynôme.

On cherche la solution sous la formey = xke�xQ(x) tel que Q est un polynôme et

degQ = degP

k = 0, si � n�est pas racine de (EC)

k = 1, si � est l�une des deux racines de (EC)

k = 2, si � est racine double de (EC)

Exemple 3.2.16

y00 � 4y0 + 4y = (x2 + 1)ex

l�équation homogéne est

y00 � 4y0 + 4y = 0

l�équation caractéristique : r2 � 4r + 4 = 0 ;on a 4 = 0; r = 2 racine double donc la
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solution générale de l�équation homogène est donne par

yh = (c1x+ c2)e
2x; c1; c2 2 R

2) On cherche une solution particulière de l�équation non homogène, comme 1 n�est pas

une solution de l�équation caractéristique, alors yp (x) = q(x)ex tel que degq = 2;

yp (x) = (ax
2 + bx+ c)ex donc

y0p (x) = (2ax+ b)e
x + (ax2 + bx+ c)ex

y00p (x) = 2ae
x + 2(2ax+ b)ex + (ax2 + bx+ c)ex

En remplaçant dans (E) ; on trouve

2aex+2(2ax+b)ex+(ax2+bx+c)ex�4(2ax+b)ex�4(ax2+bx+c)ex+4(ax2+bx+c)ex =

(x2 + 1)ex

((a� 1)x2 + (b� 4a)x+ c+ b+ 2a� 1)ex = 08>>><>>>:
a� 1 = 0

b� 4a = 0

c� 2b+ 2a� 1 = 0

)

8>>><>>>:
a = 1

b = 4

c = 7

donc la solution particulière yp (x) = (x2 + 4x+ 7)ex

�nalement la solution générale de l�équation non homogène est

y (x) = yh = (c1x+ c2)e
2x + (x2 + 4x+ 7)ex; c1; c2 2 R

3.3 Equation aux dérivées partielles

Soit f : R�R! R une fonction de deux variables réelles dé�nié au voisinage de A (a; b)

Si la fonction x! f (x; b) a une dérivée par rapport x, on la note f 0x (a; b).

On peut dé�nit la dérivée partielle par rapport a x par

f 0x : R� R! R; (x; y)! f 0x (x; y)

on dé�nit la dérivée partielle par rapport a y par meme méthode, on note
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f 0x =
@f

@x
; f 0y =

@f

@y
:

Dériveés successives

De la meme façon, on peut dé�nie la dérivée de la fonction f 0x par rapport a x, on la

note f 00x2 ou
@2f

@x2
:

aussi la dérivée de la fonction f 0x par rapport a y, on la note f
00
xy ou

@2f

@y@x
:

la dérivée de la fonction f 0y par rapport a y, on la note f
00
y2 ou

@2f

@y2
:

la dérivée de la fonction f 0y par rapport a x, on la notef
00
yx ou

@2f

@x@y
:

Théorème 3.3.1 de Schwarz

Si les dérivées partielles f 00xy et f
00
yx sont continues, alors ces dérivées sont égales

f 00xy = f
00
yx

Exemple 3.3.2 Déterminer
@2f

@x2
;
@2f

@y@x
;
@2f

@y2
;
@2f

@x@y
pour la fonction f (x; y) = x2+xy2�

y
@f

@x
(x; y) = 2x+ y2;

@2f

@x2
(x; y) = 2;

@2f

@y@x
(x; y) = 2y;

@f

@y
(x; y) = 2xy;

@2f

@y2
(x; y) = 2x;

@2f

@x@y
(x; y) = 2y

3.3.1 Dérivées d�une fonction composées de deux variables

Soit la fonction F (x; y) = f (u; v) ; tel que u; v des fonctions de x et y admettant des

dérivées partiellles, si f admet des dérivées partiellles, alors F dmet des dérivées partiellles

et
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@F

@x
=

@u

@x

@f

@u
+
@v

@x

@f

@v
@F

@y
=

@u

@y

@f

@u
+
@v

@y

@f

@v

Exemple 3.3.3 Soit f (u; v) = u2 + uv + v

u (x; y) = 2x� y

v (x; y) = x+ y

F (x; y) = f (u (x; y) ; v (x; y))

...............

3.3.2 Di¤érentielles totales

Soit U : R � R ! R une fonction de deux variables possédant des dérivées partielles

continues

La di¤erentielle totales de U s�écrit par

dU =
@U

@x
dx+

@U

@y
dy

Si U (x; y) = Cte alors dU = 0:

Exemple 3.3.4 U @U
@x
dx+ @U

@y
dy = x2 + xy

@U
@x
(x; y) = 2x+ y; @U

@y
(x; y) = x

dU = (2x+ y) dx+ xdy

3.3.3 Formes di¤érentielles totales exactes

On considère l�équation di¤érentielle suivante

M (x; y) dx+N (x; y) dy = 0
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Si on peut trouver une fonction U : R� R! R tel que

@U

@x
(x; y) =M (x; y) ;

@U

@y
(x; y) = N (x; y)

Alors la solution :

U (x; y) = Cte

Proposition 3.3.5 Soit U : R� R! R une fonction tel que

@U

@x
(x; y) =M (x; y) ;

@U

@y
(x; y) = N (x; y)

Si M;N des fonctions continues alors

@M (x; y)

@y
=
@N (x; y)

@x

Preuve. On a
@U

@x
(x; y) =M (x; y) ;

@U

@y
(x; y) = N (x; y)

donc
@M

@y
(x; y) =

@2U

@y@x
(x; y) et

@N

@x
(x; y) =

@2U

@x@y
(x; y)

et M;N des fonctions continues alors d�aprés théorème de Schwarz on trouve

@M (x; y)

@y
=
@N (x; y)

@x

�

Remarque 3.3.6 On a

@U

@x
(x; y) =M (x; y) ;

@U

@y
(x; y) = N (x; y)
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danc U (x; y) =

Z
M (x; y) dx+ k (y)

aussi @U
@y
(x; y) =

@

@y

�Z
M (x; y) dx

�
+ k0 (y) = N (x; y) c�est à dire

k0 (y) = N (x; y)� @

@y

�Z
M (x; y) dx

�

3.3.4 Application à l�intégration d�équation di¤ de premier or-

dre

On considère l�équation di¤érentielle suivante

M (x; y) +N (x; y) y0 = 0

On peut écrire cette équation sous la forme

M (x; y) dx+N (x; y) dy = 0

Si on peut trouver une fonction U : R� R! R tel que

@U

@x
(x; y) =M (x; y) ;

@U

@y
(x; y) = N (x; y)

Alors la solution :

U (x; y) = Cte

Exemple 3.3.7 Résoudre l�équation

y0 = �1 + 2xy
3

3x2y2

donc �
1 + xy3

�
+
�
3x2y2

�
y0 = 0
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c�est à dire �
1 + xy3

�
dx+

�
3x2y2

�
dy = 0

on pose

M (x; y) = 1 + 2xy3; N (x; y) = 3x2y2 on obtient

@M (x; y)

@y
=
@N (x; y)

@x
= 6xy2

Alors il existe une fonction U tel que

@U

@x
(x; y) = 1 + 2xy3;

@U

@y
(x; y) = 3x2y2

U (x; y) = x+ x2y3 + k (y)

@U
@y
(x; y) = 3x2y2 + k0 (y) = 3x2y2

donc k0 (y) = 0 =) k (y) = Cte:

�nalement

x+ x2y3 = Cte =) y = 3

r
c� x
x2

;

c = 0 : y (x) = �x�1
3 ; y0 (x) = 1

3
x
�4
3

y0 = �1+2xy3

3x2y2
= �1�2xx�1

3x2x
�2
3
= � �1

3x
4
3
= 1

3
x
�4
3 :

Exemple 3.3.8 Résoudre l�équation

y0 = �1 + 2xy
x2

donc

1 + 2xy + x2y0 = 0

c�est à dire

(1 + 2xy) dx+ x2dy = 0

on pose
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M (x; y) = 1 + 2xy; N (x; y) = x2 on obtient

@M (x; y)

@y
=
@N (x; y)

@x
= 2x

Alors il existe une fonction U tel que

@U

@x
(x; y) = 1 + 2xy;

@U

@y
(x; y) = x2

U (x; y) = x+ x2y + k (y)

@U
@y
(x; y) = x2 + k0 (y) = x2

donc k0 (y) = 0 =) k (y) = Cte:

�nalement

x+ x2y = Cte =) y =
c� x
x2
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