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Objectifs

Déterminer une primitive
Notation intégrale
Propriétés de l'intégrale

Résoudre un probleme a l'aide du calcul intégral.
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Introduction

Le cours est divisé en deux parties principales : Intégrale indéfinie , intégrale définie. Ces deux parties
installent et/ou précisent des concepts d'analyse mathématique (Analyse II) tout a fait classiques

et abondamment utilisés dans tout cursus d'études tel que la physique, la chimie, la biologie ......,ect.

le premier étant une introduction aux intégrales indéfinies et leur propriétés, ainsi que les méthodes

et techniques de calcule de primitives. Dans le deuxiéme chapitre, on passe a I'étude des intégrales
définie a savoir l'intégrale de Riemann, tout en passant par les sommes de Darboux, somme de Riemann
et leur propriétés .
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Chapitre 01 : Intégrale indéfinie

Chapitre 01 : Intégrale
indéfinie

1. Notion de primitive

"

o

Définition

Soit / une fonction définie et continue sur [, b]. On appelle primitive de la fonction / , toute fonction £

définie sur [@, b] tel que :

Exemple

Pour *€R | soit f (x)=2x Alors la primitive de / est la fonction F(x)=x2.

Définition

L'ensemble des primitives d'une fonction /* sur la,b] , s'appelle intégrale indéfinie de / | noté _If (x)dx

On a: If(x)dx:F(x)+c,c€|R_

Exemple

1
Vx e [l,2] :f—dx:lnx+c,ceR.
X

Fondamental

Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur cet intervalle.

2. Calcule de primitives

o

Fondamental : Primitives des fonctions usuelles

On récupere les formules de dérivées des chapitres antérieurs et on les inverse. On obtient les formulaires de

primitives ci-dessous. Le premier concerne les « fonctions puissances ».
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Calcule de primitives

Fonction Une primitive Intervalle Commentaire
k kx R
1 Inx) J0.+od
X
X" n+l R neiN
n+1
1 -1 R ouR" neN/{0,1}
x" (n—1)x""
Ry 2Vx ]0.+od
Vx
x* o+l 10,+cd o€R/-1
a+l
& Fondamental
Le deuxieéme formulaire concerne les « fonctions exponentielles » et apparentées.
Fonction Une primitive Intervalle Commentaire
e e* R
e e’ R acecC’
o
a” a R a>0et a#l
Ina
sh(x) ch(x) R
ch(x) sh(x) R
1 th(x) R
ch’(x)
th(x) In(ch(x)) R

& Fondamental

Le troisieme concerne la « trigonométrie circulaire » et trigonométriques réciproques.



Quelques méthodes d'intégration

Fonction Une primitive Intervalle Commentaire
cos(x) sin(x) R
sin(x) -cos(x) R
tan (x) -In(cos(x)) ]-%+kn,%+krc[ kezZ
1 arcsin (x) I-1,1]
\/l -x
- >
! arcsin(i) J-a.dl B>l
V- da
1 arctan (x) R
1+x°
1 1 x R a*0
— —arctan (—)
a +x a a
4 Exemple
) Soit f (x)=x" .D'aprés la formule f (x)=x" ,ona f (x)= XI .
) Soitf(x):% D'apres la formule f(x):% ona arctan(ﬁ)
94x> OO a +x 3°

;\ Meéthode

Si f et g sont deux fonctions admettant des primitives sur [@, D], alors f + get@f ot @ € R admettant des

primitives aussi et on a

- If J+g dx:_[f xtIg(x)dx

- Joaf(x)de= aJ’f
- (ff(x)de)=1(x).
Si _[f Jdx=1F(x )+c,alorsIf(ax+b)dx=%F(ax+b)+c,c e R.

4 Exemple

Calculer J-7 x* dx

_[ 7x2dx=7_[ xzdngx3+c )
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Primitives quasi immédiates

3. Quelques méthodes d'intégration

3.1. Primitives quasi immédiates
X Meéthode
Fonction Une primitive Commentaire
£ ) e neR/(-1)
n+l1
f'(x) - e neN/{0,1}
(f(x)) (n=1)(f (x))""
f'x) In|f (x)+c
f(x)
fx) 2V (x)+e
V7(x)
f'(x)eos( f(x)) sin( f(x))+c
[ (x)sin(f(x)) —cos( f(x))+c
4~ Exemple
1. Calculer I2X(X2—7)6dx
On pose f (x)=x"—7 ,alors f'(x)=2x.
Ainsi, J'2x(x2-7)6dx:@+c,celR_
. 3x°
2. Determiner I—S PR
10 3x° 3 10x 3 2
ISx ) 1OI 3 50 :Ej5x2_1dxzﬁln|5x —1|+c

3.2. Méthode d'intégration par parties

& Fondamental

Soient ¥,V deux fonctions dérivables sur un intervalle £ . On a alors:

Iu(x) "(x)dx=u( —J-

& Complément

En effet

u(x)v(x) = f [u()v(x)]) dx = f u (x)v(x)dx + f u(x)v' (x)dx.



Meéthode d'intégration par changement de variables

& Exemple

d
Calculer | Xxe ax
Posons : u=x.0Ona:u'=1.Possons:v'=e"  Ona:v=e".

Nous obtenons, Ix exdxzxex—J'l.exdxzxex—ex+c=(x—1 Je"+c,c€ER

3.3. Méthode d'intégration par changement de variables

& Fondamental

Soit / une fonction continue sur un intervalle I et ® une fonction de classe C " sur un intervalle J avec
w(J)el .

On a alors la formule de changement de variable

[r(x)ae= [ flol) e (t)dr

& Complément

Soient / une fonction continue sur / et W:J —I une fonction inversible

telle que pel 1(J ). Alors, en posant X =y(r) , on obtient la formule
[rx)ae= [ fw(e)w'(0)di=[glt)d=G(1)+c

avec 1= (x) , d'olt If(x)dx:G(w_l(x))+c_

& Exemple

Calculer I\/Sin (x)cos(x)dx

en posant X =sin (x )= dx=cos(x) , on obtient
_ ) 3 ) 3
I\/sin(x)cos(x)dx:I\/tdt:§t2+c:§sin2(x)+c Cc E€R.

3.4. Intégration des fractions rationnelles

7/ Définition

Une fraction rationnelle est une fonction /* ,quotient de deux fonctions polynomes

P(x) ag*a@X+....*a,x
f(x)_ ( ): 0 1 -
Ox)  by+b x+......+a,x
ol g, dy G, by by, »b,,, sont des coefficients réels, n=degréde P et m=degréde O, m,n€N

1. Simzn | alors la fraction peut s'écrire comme la somme d'un polynome et une fraction rationnelle
P(x)
O(x)

=S(x)+ gzi)),oitdeg(R)QIeg(Q)



Itégration des fonctions trigonométriques

& Exemple
23 +x -3
Calcul ———dx
alculer _[ 21
2x3+x=3 —x 3
= T T de=2x+
Ona ‘[ x2+1 x2+1

3
Idezj.Zxdx—J- X dx—J- 3 dxzxz—%ln(xz+l)—3arctan(x)+c_

2 2 2
x+1 x +1 x+1

P(x
% est formée de termes appelé éléments simples de la forme

Olx

T——?ML%eRakeN_
X=X,

2.Sim<n | lafraction

_ v 1.b,c,p,geRet IEN’

(x*+ px+q)
Intégration des éléments simples de premiére espéece

A
Pour les intégrales de la forme (x —x )k ,on a deux cas:
0

| 4 dx=Aln|x—x,|+c,cER, k=1

X—x,
A _ —k+1
2. I( A )kdx: (xk)iol) +c,ceR,k>1 .
X=X, -
& Exemple
4
Calculer J‘m
-1
onaf; 43ydx:4(x]3)4f,cR.
— —

Intégration des éléments simples de deuxiéme espéce

bx+c

Pour les intégrales de la forme _[ 2 dx
X+ px+q

2 2

Sachant p’—4¢<0=q —Z >0 et en posant a:\/q P , on peut écrire
2 Py (gL Py i

+px+g=(x+L) + =(x+<) +
X prrg=(x+ D) Hg—)=(x+7) +a

Pour le calcul de l'intégrale on pose /=X +§€f onadt=dx.
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Itégration des fonctions trigonométriques

3.5. Itégration des fonctions trigonométriques

Fractions rationnelles en sin x, cos x et tan x

On veut calculer des primitives ol des intégrales de fonctions du type X —R (cosx,sinx,tanx) ou R

est une fraction rationnelle. On  dispose du changement de  variable

X . 1 X . 2dt
1= tan(5)~ On obtient dt :E( 1 +tan2(5))dx ou encore dx:? . D'autre part, on rappelle que

2

.2t
sin x=
1+1

2t
cosx= o S el tanx= 1 L'effet du changement

de variables est donc de ramener le calcul des primitives de la fonction X —R (cosx,sinx,tanx) a celui de la
fraction
( 11— 21 2t

1+ 1407 1477

rationnelle X —R

& Exemple

Calcule _[ dx

sin x

X
En posant /=tan( 5)

1 1 2dt _dt X
I sinxdx_-[ TR —7—ln|l|+c—ln|tan(§)|+c.

1+7

Alors,

Calcul d'intégrales de la forme P(cos x, sin x)

Ou P désigne un polynome 4 deux variables.

On cherche a calculer des primitives de fonctions qui sont des sommes de termes de la forme

sin” x.cos? x, ot pet g sont deux entiers naturels.

-Si P est impair, le changement de variable #=C0S X, du=-S8inxdx conduit & une primitive de fonction

polynomiale.
- Si ¢ est impair, on pose %=Sinx, du=cos x
-Si P et ¢ sontimpair, on pose ¥=C0S2x

-Si P etq sont pairs, on pose ¥=tanx
4 Exemple
3
COS™ X
I'= f —_dx
Sin- x
Possons : f = SIn X = dt = cos X, d'ou

1 -7 -1 1
I:f 7 dt:§+;+c,c€R.

ol E




Exercices
Donc

-1 1
I = — + = +c,c €R.
3sin” x SInx

Intégrale de la forme: cos(ax).sin(px)

L'intégrale qui est un produit de deux fonctions trignométriques peut etre transformé en une somme de

fonctions trigonométriques a l'aide de I'une des formules suivantes:

sin(ax) cos(Bx) = % [sin(a + B)x + sin(a — B)x]
sin(ax) sin(Bx) = % [cos(a + B)x — cos(a — B)x]
cos(ax) cos(Bx) = % [cos(a + B)x + cos(a — B)x]

Exemple

Déterminer Icos( 2 x)sin(3 x)dx

Ona cos(2x)sin(3 x):%[sin(Sx)+sin(x)]

Alors, I cos(2x)sin(3x)dx=%cos(5 x)+%cos(x)+c.

THEER



Exercice

4. Exercices

4.1. Exercice

Exercice

Une primitive de la fonction f définie sur I'intervalle ]0, +0o| par f(x) = In x est
O x—>Inx+x
O x—>xlnx—x

O x—xlnx

Exercice

arcsin’ x

La primitive de la fonction g est définie par g(x) = f —————dxest

V1 — x2

(0] 3 aresin® x

O 4arcsin® x

. 4
O -arcsin” x
4
Exercice
1
La primitive de la fonction /1 définie par (X)) = S AL ot
x> +2x+5
x+1
O arctan( )
o 1 . (x + 1)
— arctan
2 2

1
@) 3 arctan(x + 1)

BEE "



Chapitre 02 : Intégrale définie

Chapitre 02 : Intégrale
définie

Dans cette partie nous allons nous intéresser 'intégration des fonctions définies et bornées dans un intervalle
fermé [a, b] de R.

Représentation géométrique de l'intégrale de f sur [a, D]

1. L'intégrale d'une fonction en escalier

" Définition

on appelle subdivision de l'intervalle [a,b] deR | un ensemble finis des points Xg, Xy, «eeeee » Xy, tel que
a=x,<x,<...<x,=b.
On remarque que ¥;—X,;>0,Vi=12,..n

on appelle pas de la subdivision, le réel 7ax =l X X, |

" Définition

Soit f: [a, b]—’|R une fonction.

On dit que f est une fonction en escalier s'il existe une subdivision {X¢, X1, .. ,x,}dela,b] telle que S

soit constante sur chaque intervalle Jx, x40

cestadire f (x)=C,, pourtoutx€]x, x| .
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Intégration d'une fonction bornée

/* Définition

On appelle intégrale d'une fonction f en escalier sur [a,b] , le nombre
I(f):Z Clx=x,,)=C\(x,=x)+C,(x,~x )+..+C (x,-x, )
i=1
b
On note ce nombre par I flx)dx .

a

4/ Remarque

Le nombre 1 (f) ne dépend pas de la subdivision choisie.

4 Exemple
Soit f : [0,1] - R

0 six=0
1
3 si0<x< =
fx) = 3 .1
Six=—=
1 2
1 si5<xsl
Alors

! 11 1 3
I(f)=f0f(X)dx=§(§—0)+1(1—§)=Z-

2. Intégration d'une fonction bornée

/7 Définition

b—a
Soit f:[a,b]—R une fonction bornée et on définit une subdivision 4= X, <X, <...<x,=b. ayec h=—"

le pas c'est a dire
X,=a
xi:xiﬁl+h

X, =a+nh

On considere les fonctions en escalier suivants @, [a s b] —R

/* Définition

On appelle somme de Darboux inférieur I, l'intervale de la fonction en escalier ¥

xi—l,xi

b n
I, = fa n(x)dx = ; Ci(x; — xi-1)t€]inf [f(t)'

On appelle somme de Darboux supérieur J, , I'intervale de la fonction en escalier Y, (x)

EH NI



Intégration d'une fonction bornée

b
Jn = f ¥, (x)dx = Z Ci(xi — xi-1) sup f(t)

tE]X, 1,x; [

& Fondamental

f'[a b]—Rune fonction continue, alors les suites /,€/J, de terme général
b

I, _[ @,t)dtet J, I Y, (7)dt sont convergentes et convergent vers la meme limite lorsque 7 —+0© et

a

on définit jf(x)dxz lim 7,=lim J,

n—+00 n—+ 00

4/ Remarque

On peut généralisé le résultat précédent pour les fonctions continues par morceaux sur [a,b] et les fonction

monotone.

/* Définition : Sommes de Riemman

On appelle somme de Riemann d'une fonction /  définie sur [a,b], 1e réel

b—a

Sn:T(f(x1)+f(x2)+“~+f(xn)) donc

S;1:i(xi_xi—1)f(xi):b;a .n

a)),

/4 Remarque

si [a,b)=[0.1],alors S, =Y f()
i=1

/* Définition

lim /,=1lim J,

n—+oo n—+oo

, c'est a dire la somme de darboux
b

On dit que / est intégrable (au sens de Riemann ) si

inférieur égale a la somme de darboux supérieur. Dans ce cas le nombre de _[ £ (x)dbx est dit intégrale de
a

Riemann.

/A Remarque

b
Si f est intégrable au sens de Riemann alorsona lim S, _[ f(x)dx.

n—+oo
a

4~ Exemple

Soit f : [0,1] = R

x— f(x)=x.

Soit la subdivision suivante

1 H H D



I,
{xi = —,1= 1,2, ...,n}c'estédire:xi - Xj—1 = —.
n n
Alors :
. i—1
m; = inf = —
xe[xi-1,x:]|f ()l n
et
i
M; = sup = -
xe[xi—1, X1 f ()l n
Ainsi :
n
nn-1)
I, = Zmi(xi —Xi-1) = 55—
— 2n
4 nn+1)
o= ) Mixi—xi-) = ——5—
i=1 2n

. : 1
on remarque que lim In = lim Jn = Eet

n—+0o0o n—-+oo

3. Calcule de I'intégrale définie

X

Calcule de l'intégrale définie

Soit f une fonction continue sur [ @, b] etsoit Xx€[a, b] posons F(X):_[f(l)df.

& Fondamental

a

X

La fonction F:[a,b]—>IR,x—>F(x)=I f(f)dl est dérivable sur [a,b] et F’(x):f(x) c'est a dire :

a
F une primitive de f

b
le réel I f(x)dx est dit intégrale définie sur / etona:

& Exemple

T

f 2 X SIn xd X par ne intégration par parties
0

ona:u(x) =x=u'(x) =1,V (x) = sin(x) = v(x) = —cos(x)
Ainsi
Vi3 Vs Vi

LE xsin(x)dx = [—-x cos(x)]oz + ﬁ)z cos(x)dx = 1.
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Calcule de l'intégrale définie

Fondamental : Relation de Chasles

Soit f une fonction continue sur intervalle la,b] et c€la,b]

Alors j.f(x)dx:f flx)de+ [ f(x)dx .

> Complément : Démonstration

Si F une primitive de f sur [a, b], alors

c

[ f(x)de+ [ fx)de=F(b)-F(c)+F(c)-F (b)=] f(x)dx .

a

Fondamental : Linéarité de l'intégrale

soit f e g deux fonctions continues sur un intervalle [@,b] et k un réel quelconque

b

fx)+g(x)ac= [ f(x)dc+ [ glx)dx

a

Q‘ﬁ@‘h%b‘

ke f(x)ex=Fk [ f(x)dx

Fondamental : Propriété de positivité

b

Soit /* une fonction continue positive sur un intervalle [a,b] alors I f(x)dx=0

a

> Complément : Démonstration

Soit F une primitive de [ .

La fonction [ est croissante car sa dérivée est positive . /' conserve donc les inégalités. Puisque

b>a,F(b)>F(a)doncIf(x)dx:F(b)—F(a)>0-

Fondamental : L'intégrale conserve les inégalités des fonctions

Soient f e/ g deux continues sur un intervalle [Cl , b] A

Si pour tout xe[a,b],f(x)Sg(x),alorsIf(x)deJ-g(x)dx,

a

Fondamental : Inégalité de Cauchy-Schwartz

Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b], alorson a :

1
(£ 1800Pax)2

| =

[ 1fg(ldx < ( I f(x)ldx)
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4. Exercices
4.1. Exercice

Exercice

Exercices

L'intégrale définie de la fonction f

-1 six=0
+1 si0<x<1
f(x)=3 +3 six=1
-2 sil<x<2
+4 si2<x<4

définie sur [0, 4] est
O 8
O 4

O 7

Exercice

Les sommes de Darboux inférieures et supérieures associées a f(x) =

d= {—3, -2,0,1, 4} sur l'intervalle [—3, 4] sont :

20 47
o) S(f,d)=ﬁ,5(f,d)=ﬁ
20 20
®) S(f’d):ﬁ’s(f’d):ﬁ
20 10
o S(f’d):ﬁas(fad):ﬁ

Exercice

de la subdivision

In 3 X
e
L'intégrale f ————dxestégalea
1

n2 (e¥+1)?

o 1

12

4

In —
(@) n3
o 1
12

o i B
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