Fiche de TD 4

Solution de L’exercice 1:
1) cos(2z) = § = 2z = g+2k7r ou2r = 5;T+2k7r, kel —=uz= %—l—lm ouzx = 5g+k7r.
En total on a quatre solutions E, 71, om et H—T
6° 6 6 6
2) Comme cos? x + sin? z = 1 'équation 2 cos® x + 7sinz = 5 peut s’écrire comme
2sin?z — 7sinx + 3 = 0 qui est une équation du second degré.

3) En factorisant I’équation (2sinz — 1)(sinz — 3) = 0 alors sinz = 0.5 et les solutions

™ 5%
sont — et —.
6

Solution de L’exercice 2:
a) On sait que

arcsin(sinz) = x

si et seulement si = appartient a Uintervalle [—m/2,7/2]. On cherche donc un = dans cet
intervalle, tel que

Or
187 20 — 27 27

Comme —% appartient a [—m /2, 7/2], on aura donc

. ( 187r) 2T
arcsin Sln? =

b) On peut utiliser la formule
. s
arcsin x + arccosr = 5

On a alors

< . 187T) T ) ( . 187r)
arccos | sin — | = — — arcsin ( sin —
5) 2 5

et d’apres a)

( . 187r) T < 27T> 97
arccos [sin— | == — [ —— | = —.
5 2 5) 10

On constate bien que ce résultat appartient a l'intervalle [0, 7].
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¢) On procede comme dans a)

157 _ d4r + 7 :27T+z
7 7 7’
donc
. Y T
arcsin (Sln 7) = ?

1
d) Le nombre 3 étant compris entre -1 et 1, on a
. < . 1) 1
sin ( arcsin - | = =
3

T
e) le nombre 3 étant réel, on a

s s
tan (arctan ) = —.
2 2

Solution de L’exercice 3:

a) V x € [—1,1] sin(arccosx) = /1 — 22
V z € [-1,1] sin?(arccosz) = 1 — cos?(arccosz) = 1 — 22 donc sin(arccos z) = ++/1 — 22.
Mais comme arccos(z) € [0, 7| alors sin(arccos z) > 0 donc sin(arccos z) = /1 — z2.

b)V z € [—1,1] cos(arcsinz) = /1 — a2
V z € [-1,1] cos?(arcsinz) = 1 — sin?(arcsinz) = 1 — 2 donc cos(arcsin z) = ++/1 — 2.
Mais comme arcsin(z) € [—m/2, /2] alors cos(arcsinz) > 0 donc cos(arcsinz) = /1 — x2.

c)Vae[-1,1] ona: 0 <arccosz < mdonc —7m < —arccosz < 0alors 0 < m—arccosz < 7.

Rappelons que cos(m — ) = — cos(#) donc cos(m — arccos ) = — cos(arccosz) = —x.
II résulte que arccos(—zr) = m — arccosz autrement arccosz + arccos(—z) = m .
Rappel :

arccos’(x) = ——— et arcsin’(z) =

V1—22

d) Soit f la fonction définie sur [—1,1] par f(z) = arcsinz + arccosz alors f'(z) = 0

pour z €] — 1,1] donc f est une fonction constante sur [—1,1] Or f(0) = g donc pour tout

zel-1,1], flz) = g
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Rappel :

cos(20) = 2cos?0 — 1 =1 —2sin%0 et sin(20) = 2sinf cos b

1

3) Soit g(x) = arctan x + arctan —, la fonction est définie sur R* .
x

1 _1

x2

om0 = s+

= 0 donc g est constante sur chacun des ses intervalle de
définition.
g(x) = ¢ sur | — b ,0[ et g(z) = ¢y sur |0, +o0[. En calculant g(1) et g(—1) on obtient

cl = —5 et Cy = +§

Solution de L’exeﬁcice 4:

2
13

a) arcsin z = arcsin = + arcsin

4 5)
— sin (arcsin z) = sin (arcsin 3 + arcsin 13>

4 5 4 5
— z = sin (arcsin 5> - COS <arcsin 13) + cos <arcsin 5) - sin (arcsin 13)
4 5 15 9 4
— = 5 1 — sin? <arcsm > 1 —sin <arcsm 5)
)R
= 1 —
5 13
4
5

T3135651365

€ [-1,1]
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b) L’équation (arcsinz — 5)arcsinz = —4,
équivaut au systeme

U = arcsin x

U>-5U0+4=0

L’équation du second degré a deux racines U; = 1 et Uy = 4. Mais arcsinx étant com-
pris entre —m/2 et w/2, I’équation arcsinx = 4 n’a pas de solution. Par contre I’équation
arcsinxz = 1 a une solution x = sin 1, qui est la seule solution de ’équation initiale.

¢) bcoshx — 4sinhx =3

et +e” et —e™ "
—5l—+ | 4| — ] =3
5 5
:>§em+§e_‘”—2ex+2e_m:3
1

:>§€x+§€iw:3:>ex+9€7x:6
— " 49 = 6e” = ¥ —

Posons t = €%, () devient : ¢ — 6t +9 = 0.
A=0,t=3= x=In(3).
Calculons les limites

a) En écrivant la fonction & l'aide des exponentielles, on obtient

2
e e T 62:5 _ €—2z
2008h2x—sinh2x:2< +2 ) — 5 =1+e2%,
et ceci tend vers 1 lorsque x tend vers +oc.

b) Alors

e?® (2 cosh? z — sinh 23:) = e 1+ 1,
et ceci tend vers 1 lorsque z tend vers —oc.
* La fonction f est définie si

Cette inéquation s’écrit

1
x4+ - > 2,
x
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ou encore

(x—1)?

> 0.

Le domaine de définition est donc |0, +oo[. En utilisant ’expression de argch sous forme de

logarithme,

argch

() -n o)
2$ T _HQJj T

|5 (e 1) <5 (r-1)

2 T 4 T

1 1 1
[t (o)
12 T

1
Sixz > 1, le nombre z — — est positif ainsi que Inz, et
x

1 1
argch { (x + ﬂ =Inz =|lnzx|.
2 T
. 1 e
Si0 < x <1, lenombre x — — est négatif ainsi que Inz, et
x

argch

1 1 1
— (qﬂ—ﬂ =In—=—Inz=|lnz|,
2 T T

donc, pour tout x > 0

1 1
argch { (m + ﬂ = |lnz|.
2 T
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